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多输出性能下的重要性测度指标及其求解方法
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摘　要：针对基于马氏距离的重要性测度存在的问题，提出了基于谱分解加权摩尔彭罗斯马氏距离的重
要性测度指标，通过构造多输出协方差阵的广义逆矩阵以及谱分解的策略，有效解决了协方差阵求逆奇异情

况以及由于未能充分考虑多输出之间的相互关系而导致的错误识别重要变量的问题，克服了基于马氏距离

指标的局限性。数值算例与工程算例结果表明：所提重要性测度可以更加准确地获得输入变量对结构系统

多输出性能随机取值特征贡献的排序，从而为可靠性设计提供充分的信息。
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　　在结构系统可靠性设计中，普遍存在多输出性
能的问题，为此需要同时对系统多个输出特性进行

统一分析。如用于评估能源消耗模型［１］、评估环境

模型中多指标化合物的影响作用［２］以及在飞机结

构系统设计时需要同时考虑多个危险部位的位移、

应变、应力及寿命等，这些都属于多个输出性能的

问题。研究输入变量的不确定性对多个输出性能

的综合影响，可以达到通过调整输入变量的不确定

性来有效控制输出变量不确定性的目的，因此该研

究是非常有意义的。目前针对结构系统多输出情

况下的重要性测度分析主要包含以下三个方面：一

种是基于方差而提出的指标，其中Ｇａｍｂｏａ等［３］定

义了一种基于协方差分解的广义重要性测度指标，

并采用蒙特卡洛法求解；另一种是在输出分解方法

的基础上，Ｃａｍｐｂｅｌｌ等［４］通过在一个合适的基函数

上展开原模型并结合主成分来分析求解，以此进行

重要性测度分析；最后一种是从多维空间中的距离

度量出发，通过单输出方差分解的概念结合判别分

析［５］及聚类分析的思想来估计结构系统多输出模

型的不确定性，从而展开输入变量的重要性测度分

析。本文根据这一特点定义了基于马氏距离的重

要性测度指标。相对于欧式距离，它考虑到了多维

输出之间相关性的影响和各个输出之间不同量纲

的影响，并引入稀疏网格法来完成结构系统多输出

模型的重要性测度的求解。但当多个输出性能中

有线性相关的输出时，马氏距离是不存在的。陈欢

等［６］通过奇异值分解构造了含有摩尔彭罗斯

（ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ，ＭＰ）广义逆矩阵的马氏距离，解决
了马氏距离不存在的问题。本文受此启发，将广义

逆矩阵引入马氏距离，并结合奇异值分解及矩阵的

谱分解理论［７］，用协方差加权ＭＰ广义逆代替传统
的逆矩阵，提出了基于谱分解加权ＭＰ马氏距离的
重要性测度，解决了协方差阵求逆时奇异的问题，

以及输入输出维数相同时，基于马氏距离的重要性
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测度指标不能正确识别线性输出－输入关系中输
入变量重要性的问题。由于谱分解将输出性能间

的统计特征体现得更好，因而其适应性更强。本文

用蒙特卡洛数字模拟法与稀疏网格法［８］求解以上

指标，并通过数值算例和工程算例说明了所提出的

基于谱分解加权ＭＰ马氏距离重要性测度的合理
性和可行性。在工程实践中，依据所提出的多输出

下的重要性测度指标可以更加准确地给出变量的

重要度排序，据此可以有针对性地改进贡献程度高

的输入变量，以此达到有效控制输出性能的目的。

１　多输出下基于马氏距离的重要性测度

１．１　基于距离概念的多输出重要性测度的分析
及定义

　　假设系统共有ｍ个输出性能，则ｍ维空间中
的随机点 Ｙ＝［Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ］与其均值向量
Ｅ（Ｙ）＝［Ｅ（Ｙ１），Ｅ（Ｙ２），…，Ｅ（Ｙｍ）］的距离
ｄ２［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］可以反映随机多维输出性能 Ｙ偏离
Ｅ（Ｙ）的程度，而这种距离的平均值 Ｅ｛ｄ２［Ｙ，
Ｅ（Ｙ）］｝则可以综合衡量ｍ维输出空间中Ｙ的随机
取值特性。一维输出情况下Ｙ与其均值Ｅ（Ｙ）距离
ｄ２［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］的 平 均 值 Ｅ｛ｄ２［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］｝＝
Ｅ［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］２＝Ｖ（Ｙ）为Ｙ的方差。在输入随机变
量Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）相互独立的情况下，它可以分解
为一阶贡献Ｅ［Ｅ（ＹＸｉ）－Ｅ（Ｙ）］

２＝Ｖ［Ｅ（ＹＸｉ）］与
高阶贡献之和。与之类似，多输出下 Ｅ｛ｄ２［Ｙ，
Ｅ（Ｙ）］｝也可以分解为一阶贡献Ｅ｛ｄ２［Ｅ（ＹＸｉ），
Ｅ（Ｙ）］｝与高阶贡献之和的形式，表示为：

Ｅ｛ｄ２［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］｝＝∑
ｎ

ｉ＝１
ＥＸｉ｛ｄ

２［ＥＸ－ｉ（ＹＸｉ），

Ｅ（Ｙ）］｝＋∑
ｎ

ｉ１＝１
∑
ｎ

ｉ２＝ｉ１＋１
（ＥＸｉ１，Ｘｉ２｛ｄ

２［ＥＸ－（ｉ１，ｉ２）（ＹＸｉ１，Ｘｉ２），

Ｅ（Ｙ）］｝－ＥＸｉ１｛ｄ
２［ＥＸ－ｉ１（ＹＸｉ１），Ｅ（Ｙ）］｝－

ＥＸｉ２｛ｄ
２［ＥＸ－ｉ２（ＹＸｉ２），Ｅ（Ｙ）］｝）＋… （１）

其中，Ｘ－ｉ表示除 Ｘｉ外其他所有输入随机变量的

组合。

一阶贡献Ｅ｛ｄ２［Ｅ（ＹＸｉ），Ｅ（Ｙ）］｝可以综合
衡量输入变量 Ｘｉ对多输出性能取值特征
Ｅ｛ｄ２［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］｝的影响程度。因此，可采用如式
（２）所示的重要性测度的主指标Ｓｍｉ来反映Ｘｉ对多
输出随机取值特征Ｅ｛ｄ２［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］｝的重要性。

Ｓｍｉ＝
Ｅ｛ｄ２［Ｅ（ＹＸｉ），Ｅ（Ｙ）］｝
Ｅ｛ｄ２［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］｝

（２）

从表达形式来看，主指标Ｓｍｉ可以表示当消除
了输入随机变量Ｘｉ的不确定性后，系统输出响应
的条件期望 Ｅ（ＹＸｉ）偏离期望 Ｅ（Ｙ）的平均程
度；而从Ｅ｛ｄ２［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］｝分解的本质来说，Ｓｍｉ反
映了Ｘｉ对ｍ维输出取值特征 Ｅ｛ｄ

２［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］｝
的贡献。Ｓｍｉ的值越大，表明输入随机变量 Ｘｉ变
异性对系统多输出取值特征的影响越大，在实际

工程中优先考虑可以达到更有效地控制多输出性

能的目的。

式（２）的指标在选择不同的多维空间距离时
将得到不同的重要性测度结果。当选择 ｍ维空
间的欧式距离时，其结果与文献［３］的协方差分
解结果一致，但欧式距离完全没有反映输出之间

的相互关系及各输出之间的相对重要性，并且欧

氏距离的值与各个输出响应的量纲有关。而多维

输出的马氏距离则可以在一定程度上反映各输出

间的相互关系与相对重要性，并考虑了各个输出

之间不同量纲的影响［９］。

１．２　基于马氏距离的多输出重要性测度的定义
及其存在的问题

　　马氏距离ｄ２Ｍ［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］可以表示为：

ｄ２Ｍ［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］＝［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］［Ｃｏｖ（Ｙ）］
－１［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］Ｔ

（３）
其中，Ｃｏｖ（Ｙ）是多输出的协方差矩阵。

把式（３）代入式（２），可以得到结构系统多输
出情况下基于马氏距离的重要性测度主指标Ｓｍｉ。

Ｓｍｉ＝
Ｅ［Ｅ（ＹＸｉ）－Ｅ（Ｙ）］［Ｃｏｖ（Ｙ）］

－１［Ｅ（ＹＸｉ）－Ｅ（Ｙ）］{ }Ｔ

Ｅ［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］［Ｃｏｖ（Ｙ）］－１［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］{ }Ｔ
（４）

　　利用高维模型表示，可以将式（４）中的分母
展开为：

　Ｅ｛［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］［Ｃｏｖ（Ｙ）］－１［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］Ｔ｝
＝Ｅ｛（ｉ＋ｉ，ｊ＋…＋１，２，…，ｎ）［Ｃｏｖ（Ｙ）］

－１（ｉ＋
ｉ，ｊ＋…＋１，２，…，ｎ）

Ｔ｝＝Ｅ｛ｉ［Ｃｏｖ（Ｙ）］
－１ｉ

Ｔ｝＋
Ｅ｛ｉ，ｊ［Ｃｏｖ（Ｙ）］

－１ｉ，ｊ
Ｔ｝＋… （５）

ｉ＝ＥＸ－ｉ（ＹＸｉ）－Ｅ（Ｙ）
ｉ，ｊ＝ＥＸ－ｉ，ｊ（ＹＸｉ，Ｘｊ）－ｉ－ｊ－Ｅ（Ｙ），…

　　由上述展开可以看出，式（４）中的分子项即

是分母展开后关于Ｘｉ的分量，该分量即可看作是

Ｘｉ的贡献项。

类似于单输出情况，结构系统多输出情况

下基于马氏距离的重要性测度的总指标可以

定义为：

·５５１·



国 防 科 技 大 学 学 报 第３９卷

ＳＴｍｉ＝１－
Ｅ［Ｅ（ＹＸ－ｉ）－Ｅ（Ｙ）］［Ｃｏｖ（Ｙ）］

－１［Ｅ（ＹＸ－ｉ）－Ｅ（Ｙ）］{ }Ｔ

Ｅ［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］［Ｃｏｖ（Ｙ）］－１［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］{ }Ｔ
（６）

　　马氏距离本质上属于加权距离的一种，相当
于对每个输出按照自身的方差以及它与其他输出

的相关程度进行加权，［Ｃｏｖ（Ｙ）］－１同时也标准化
了多输出数据。所以马氏距离同时考虑到了多维

输出之间相关性的影响和各个输出之间不同量纲

的影响。但是马氏距离在有以下三个缺陷：

１）某些情况是不存在的。如Ｙ＝［Ｙ１，Ｙ２，…，
Ｙｍ］这ｍ个输出中出现了两个或两个以上线性相
关的输出时，ｄｅｔ［Ｃｏｖ（Ｙ）］＝０，Ｃｏｖ（Ｙ）不可逆，导
致马氏距离不存在。

２）由于马氏距离考虑多输出之间的相互关
系仍不够充分，会高估作用较小的变量的贡献。

３）在输入变量与输出变量的维数相同并且
输入 －输出之间全为线性关系时，基于马氏距
离的重要性测度无法正确识别输入随机变量对

总体的贡献程度。由于高于二维的输出计算量

较大，下面通过一个二维的解析算例进行分析

说明。

假设二维输入变量 Ｘｉ（ｉ＝１，２）相互独立，且
均服从正态分布，即 ｘｉ～Ｎ（μｉ，σｉ）（ｉ＝１，２）。对

于二维线性输入 －输出关系
ｙ１＝ａｘ１＋ｂｘ２
ｙ２＝ｃｘ１＋ｄｘ{

２

，其

中，ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ｒ，经推导可得输出向量 Ｙ＝［Ｙ１，
Ｙ２］的协方差阵为：

［Ｃｏｖ（Ｙ）］－１＝

ｃ２σ２１＋ｄ
２σ２２

ａ２ｄ２σ２１σ
２
２－２ａｂｃｄσ

２
１σ
２
２＋ｂ

２ｃ２σ２１σ
２
２
－

ａｃσ２１＋ｂｄσ
２
２

ａ２ｄ２σ２１σ
２
２－２ａｂｃｄσ

２
１σ
２
２＋ｂ

２ｃ２σ２１σ
２
２

－
ａｃσ２１＋ｂｄσ

２
２

ａ２ｄ２σ２１σ
２
２－２ａｂｃｄσ

２
１σ
２
２＋ｂ

２ｃ２σ２１σ
２
２

ａ２σ２１＋ｂ
２σ２２

ａ２ｄ２σ２１σ
２
２－２ａｂｃｄσ

２
１σ
２
２＋ｂ

２ｃ２σ２１σ













２

２

进而可得

　Ｅ｛［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］［Ｃｏｖ（Ｙ）］－１［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］Ｔ｝

＝Ｅ
（ｘ１－μ１）

２σ２２
σ２１σ

２
２

＋
（ｘ２－μ２）

２σ２１
σ２１σ[ ]２

２

＝
Ｅ（ｘ１－μ１）

２σ２２＋（ｘ２－μ２）
２σ[ ]２１

σ２１σ
２
２

＝２Ｅ｛［Ｅ（ＹＸ１）－Ｅ（Ｙ）］［Ｃｏｖ（Ｙ）］
－１·

　［Ｅ（ＹＸ１）－Ｅ（Ｙ）］
Ｔ｝＝Ｅ

（ｘ１－μ１）
２σ２２

σ２１σ[ ]２
２

＝
Ｅ（ｘ１－μ１）[ ]２

σ２１
＝１

　Ｅ｛［Ｅ（ＹＸ２）－Ｅ（Ｙ）］［Ｃｏｖ（Ｙ）］
－１［Ｅ（ＹＸ２）－

　Ｅ（Ｙ）］Ｔ｝＝Ｅ
（ｘ２－μ２）

２σ２１
σ２１σ[ ]２

２

＝
Ｅ［（ｘ２－μ２）

２］

σ２２
＝１

所以无论ａ，ｂ，ｃ，ｄ取何值，均有Ｓｍ１≡Ｓ
ｍ
２＝０５。

此结论推导至ｎ维可得 Ｓｍ１≡Ｓ
ｍ
２≡…≡Ｓ

ｍ
ｎ＝１／ｎ。

由此可见，对于输入与输出变量维数相同且输

入－输出为线性关系的情况，基于马氏距离的重
要性测度指标无法正确识别输入变量的重要性。

２　基于谱分解加权ＭＰ马氏距离的多输出
重要性测度

　　对于基于马氏距离重要测度的第一个缺陷，
ＭＰ马氏距离［６］可以解决，ＭＰ马氏距离通过构造
协方差阵的广义逆矩阵［Ｃｏｖ（Ｙ）］＋，避免了协方

差阵的行列式值为零时，其逆矩阵［Ｃｏｖ（Ｙ）］－１不
存在的问题，并且在 ｄｅｔ［Ｃｏｖ（Ｙ）］≠０时
［Ｃｏｖ（Ｙ）］＋＝［Ｃｏｖ（Ｙ）］－１。

２．１　谱分解加权矩阵的构造

针对缺陷的第二点和第三点，将协方差的谱

分解引入 Ｈｅｒｍｉｔｅ正定矩阵，建立一种多输出情
况下基于谱分解加权 ＭＰ马氏距离（ＳＰｅｃｔｒａｌ
ＷｅｉｇｈｔｅｄＭｏｏｒＰｅｎｒｏｓｅＭａｈａｌａｎｏｂｉｓＤｉｓｔａｎｃｅ，ＳＰ
ＷＭＰＤ）的新重要性测度指标。通过对协方差进
行谱分解来得到特征值，根据特征值的大小确定

不同输出变量对总体的不同贡献，然后以此构造

权矩阵Ｍ和 Ｎ。新指标充分考虑多输出变量间
的相互关系，使它对每个输出变量都区分对待，此

处仅给出构造方法，更多证明参考文献［７］。
由于协方差阵为半正定矩阵，根据对称矩阵的

谱分解理论，协方差阵Ｃｏｖ（Ｙ）的谱分解形式为：
　Ｃｏｖ（Ｙ）＝λ１ｅ１ｅ

Ｔ
１＋λ２ｅ２ｅ

Ｔ
２＋…＋λｍｅｍｅ

Ｔ
ｍ （７）

其中，λｉ为Ｃｏｖ（Ｙ）的第 ｉ个特征值，ｅｉ为对应的
标准化正交特征向量。

从式（７）可以看出，特征值越大，其对应的特
征向量对Ｃｏｖ（Ｙ）的贡献越大。根据加权范数的
定义，Ｍ和Ｎ权矩阵的扰动性，使 Ｍ与 Ｃｏｖ（Ｙ）
有相同的关系，Ｎ与Ｃｏｖ（Ｙ）成反关系。这样的加
权可以矫正一些贡献度较小而被高估的情况，或

对贡献度较大而被低估的情况。其构造为：

Ｍ＝α１ｅ１ｅ
Ｔ
１＋α２ｅ２ｅ

Ｔ
２＋…＋αｍｅｍｅ

Ｔ
ｍ （８）

其中，αｉ＞０（ｉ＝１，２，…，ｍ），对λｉ＋ｍｉｎ｛λｉ｝＋１

·６５１·
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标准化后的值为αｉ＝
λｉ＋ｍｉｎ｛λｉ｝＋１

∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ＋ｍｉｎ｛λｉ｝＋１

。

Ｎ＝β１ｖ１ｖ
Ｔ
２＋β２ｖ２ｖ

Ｔ
２＋…＋βｍｖｍｖ

Ｔ
ｍ （９）

其中：βｉ＞０（ｉ＝１，２，…，ｍ）且βｉ为αｉ倒数后经

标准化的值，即βｉ＝
１／αｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
（１／αｉ）

；ｖｉ为向量ｅｉ中

各元素倒数后再归一化得到的向量，即 ｖｊｉ ＝
１／ｅｊｉ

∑
ｎ

ｊ
（１／ｅｊｉ）

（ｊ＝１，２，…，ｍ）。αｉ＞０，βｉ＞０保证

了所构造的矩阵为正定矩阵。

通过构造的 Ｍ和 Ｎ矩阵，李寒宇利用加权
Ｍｏｏｒｅｐｅｎｒｏｓｅ［７］得到协方差阵 Ｃｏｖ（Ｙ）的加权
ＭＮ逆。

Ｗ＋
ＭＮ＝Ｎ

－１２［Ｍ
１
２Ｃｏｖ（Ｙ）Ｎ－

１
２］＋Ｍ

１
２ （１０）

２．２　基于谱分解加权ＭＰ马氏距离的多输出重
要性测度的定义

　　通过上述构造可以得到谱分解加权ＭＰ马氏
距离ｄ２ＳＰ－ＷＭＰ［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］为：

ｄ２ＳＰ－ＷＭＰ［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］＝
［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］ｍｏｌ（Ｗ＋

ＭＮ）［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］
Ｔ （１１）

其中，Ｗ＋
ＭＮ可由式（１０）求得，ｍｏｌ（Ｗ

＋
ＭＮ）表示对矩

阵Ｗ＋
ＭＮ的元素取模运算。

把式（１１）代入式（２）的主指标 Ｓｍｉ 得到
式（１２）。　

类似于上述指标的情况，可以定义结构系统

多输出情况下基于谱分解加权ＭＰ马氏距离的重
要性测度总指标，如式（１３）所示。

Ｓｍｉ＝
Ｅ［Ｅ（ＹＸｉ）－Ｅ（Ｙ）］ｍｏｌ（Ｗ

＋
ＭＮ）×［Ｅ（ＹＸｉ）－Ｅ（Ｙ）］{ }Ｔ

Ｅ［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］ｍｏｌ（Ｗ＋
ＭＮ）［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］{ }Ｔ

（１２）

ＳＴｍｉ＝１－
Ｅ［Ｅ（ＹＸ－ｉ）－Ｅ（Ｙ）］ｍｏｌ（Ｗ

＋
ＭＮ）［Ｅ（ＹＸ－ｉ）－Ｅ（Ｙ）］{ }Ｔ

Ｅ［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］ｍｏｌ（Ｗ＋
ＭＮ）［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］{ }Ｔ

（１３）

　　与马氏距离一样，ＳＴｍｉ表征 Ｘｉ对系统多输出
综合随机取值特征的总体影响程度，包含Ｘｉ与其
他输入随机变量的交互作用。当多输出系统模型

的各个输出是可加模型时，有 Ｓｍｉ ＝ＳＴ
ｍ
ｉ，且有

∑Ｓｍｉ ＝１成立。基于谱分解加权 ＭＰ马氏距离
的重要性测度实质是通过对协方差阵进行谱分

解，用其得到的特征值来构造权矩阵，并将加权后

的协方差阵代替基于ＭＰ马氏距离重要性测度中
的协方差阵。其充分考虑了各个输出之间的相互

关系，从而避免了输入变量与输出变量数目相等

时，基于马氏距离的重要性测度无法正确识别线

性问题中输入变量重要性的局限性，该结论可以

通过解析解证明，但由于公式复杂此处不详细介

绍。对协方差的谱分解与权矩阵 Ｍ和 Ｎ的构
造，可以更显著地体现输出变量之间的重要性。

当马氏距离过大估计作用微小变量的贡献时，Ｍ
和Ｎ会弱化此错误影响，反之，当其过小估计作
用较大变量的贡献时，Ｍ和Ｎ会强化输入变量的
贡献作用。

在ｍ＝１时，基于谱分解ＭＰ加权马氏距离的
多输出重要性测度指标将退化为单输出情况下的

基于方差的重要性测度指标。在各个输出相互独

立的情况下，多输出下基于谱分解 ＭＰ加权马氏
距离的重要性测度指标退化为基于欧氏距离的多

输出重要性测度指标。

３　基于多维距离的多输出重要性测度指
标的求解

　　近些年，基于 Ｓｍｏｌｙａｋ准则的稀疏网格积分
被广泛地应用到数值积分［１０－１１］、插值［１２－１３］、微分

方程的求解［１４］，以及随机不确定性的传递［８］中。

并且已经证明它可以在一定程度上解决传统数值

积分计算量随输入随机变量维数呈指数级增长的

问题，因此对高维积分问题具有很好的适用性。

稀疏网格积分的具体实现过程简单灵活，采用不

同类型一维积分点应对输入随机变量的不同分布

类型，通过调整精度水平可以方便地提高积分精

度，有效地解决高维系统中的“维度诅咒”问题。

因此，把稀疏网格算法应用到基于多维距离的多

输出重要性测度指标的求解中。

３．１　稀疏网格积分的基本原理

稀疏网格积分算法的关键是依据 Ｓｍｏｌｙａｋ准
则确定多维积分点的位置及相应的权重。由

ＧａｕｓｓＨｅｒｍｉｔｅ积分或ＣｌｅｎｓｈａｗＣｕｒｉｔｓ准则等方法
确定第ｊ个输入随机变量在一维空间中的积分点
Ｕｉｊ１和权重 ｗ

ｉｊ
１。则 ｄ维空间中 ｋ水平精度下稀疏

网格多维积分点的集合 Ｕｋｄ可以由 Ｓｍｏｌｙａｋ准
则［１２，１５］选取。

Ｕｋｄ＝ ∪
ｋ＋１≤｜ｉ｜≤ｑ

Ｕｉ１１Ｕ
ｉ２
１…Ｕ

ｉｄ
１ （１４）

其中，符号表示张量计算，ｑ＝ｋ＋ｄ，ｉ＝ｉ１＋
ｉ２＋，…，＋ｉｄ为多维指标之和。依据 Ｓｍｏｌｙａｋ准

·７５１·
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则，集合Ｕｋｄ中第 ｌ个积分点 ξｌ＝［ξ
ｉ１
ｊｉ１
，…，ξｉｄｊｉｄ］∈

Ｕｋｄ的权重ωｌ可以由式（１５）确定。

ωｌ＝（－１）
ｑ－｜ｉ｜ ｄ－１

ｑ－｜ｉ( )｜（ωｉ１ｊｉ１…ωｉｄｊｉｄ） （１５）
则对含有ｄ维输入变量ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）的

功能函数ｇ（ｘ）的积分可以由式（１６）求得，并且
能够达到２ｋ＋１阶多项式精度。

∫ｇ（ｘ）ｆＸ（ｘ）ｄｘ≈∑
Ｎｋｄ

ｌ＝１
ωｌｇ［Ｔ

－１（ξｌ）］＝∑
Ｎｋｄ

ｌ＝１
ωｌｇ（ｘｌ）

（１６）
其中：ｆＸ（ｘ）为输入变量 Ｘ的联合概率密度函数；

Ｎｋｄ表示 ｋ阶精度 ｄ维积分点的个数；Ｔ
－１（ξｌ）为

任意分布的基本变量 Ｘ向积分点 ξｌ空间变换函
数的反函数，在第ｌ个配置点ξｌ处的Ｘ值为ｘｌ。

３．２　多维空间距离指标的求解流程

１）求解Ｅ｛ｄ２［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］｝，利用稀疏网格算
法先求解Ｅ（Ｙ）和Ｃｏｖ（Ｙ），再把 ｄ２［Ｙ，Ｅ（Ｙ）］看
作新的函数求解其期望。

２）求解 ＥＸｉ｛ｄ
２［ＥＸ－ｉ（ＹＸｉ），Ｅ（Ｙ）］｝，先固定

输入随机变量Ｘｉ求解ｄ
２［ＥＸ－ｉ（ＹＸｉ），Ｅ（Ｙ）］，然后

把它看作关于Ｘｉ的单变量函数求解。

３）通过２．１节的方法构造Ｗ＋
ＭＮ。

４）将以上三个步骤的结果代入式（４）、
式（６）、式（１２）和式（１３），即可求得所提的指标。

求解ｄ２［ＥＸｉ（ＹＸｉ），Ｅ（Ｙ）］的关键是求解多
输出变量的期望 Ｅ（Ｙ），条件期望 Ｅ（ＹＸｉ）和协
方差Ｃｏｖ（Ｙｊ，Ｙｋ）（ｊ，ｋ＝１，…，ｍ）。根据稀疏网格
积分算法得出求解公式。

　Ｅ（Ｙｊ）＝∫ｇｊ（ｘ）ｆＸ（ｘ）ｄｘ≈∑
Ｎｋｄ

ｌ＝１
ωｌｇｊ（ｘｌ）（１７）

ＥＹｊＸ( )ｉ ＝∫
Ｒｄ－１

ｇｊ（ｘｉ，ｘ～ｉ）ｆＸ～ｉ（ｘ～ｉ）ｄｘ～ｉ

≈∑
Ｎｋｄ－１

ｌ＝１
ωｌｇｊ（ｘｉ，ｘ～ｉ，ｌ） （１８）

　Ｃｏｖ（Ｙｊ，Ｙｋ）

＝∫［ｇｊ（ｘ）－Ｅ（Ｙｊ）］［ｇｋ（ｘ）－Ｅ（Ｙｋ）］ｆＸ（ｘ）ｄｘ
≈∑

Ｎｋｄ

ｌ＝１
ωｌ［ｇｊ（ｘｌ）－Ｅ（Ｙｊ）］［ｇｋ（ｘｌ）－Ｅ（Ｙｋ）］

其中，ｘ～ｉ＝（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ＋１，…，ｘｄ）。

４　算例分析

４．１　数值算例

算例１：考虑如下多输出情况下的线性输
入－输出性能，基于多维距离的多输出重要性测
度指标的结果见表１。

ｙ１＝ｘ１＋９ｘ２＋ｘ３＋ｘ４
１００ｙ２＝ｘ１＋ｘ２＋５ｘ３＋ｘ{

４

ｘ１～Ｎ（０，１），ｘ２～Ｎ（０，１），ｘ３～Ｎ（０，１），ｘ４～Ｎ（０，１）

表１　算例１的重要性测度结果
Ｔａｂ．１　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｍｐｏｒｔａｎｔｍｅａｓｕｒｅｏｆｅｘａｍｐｌｅ１

输入 ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４

测度指标 ＳＧＩ ＭＣ ＳＧＩ ＭＣ ＳＧＩ ＭＣ ＳＧＩ ＭＣ

ＥＤ ０．０３５７ ０．０３５５ ０．０３５７ ０．０３５７ ０．８９２６ ０．９０１８ ０．０３５７ ０．０３５１

ＭＤ ０．０１９１ ０．０１８６ ０．４９２４ ０．４９２１ ０．４６９５ ０．４６９３ ０．０１９１ ０．０１８４

ＳＰＷＭＰＤ ０．０２７６ ０．０２７５ ０．５０６１ ０．４９８６ ０．４３８７ ０．４２９８ ０．０２７６ ０．０２８１

ＳＧＩ ＭＣ

运算次数 ５５ １０５×１０５×６＋１０５

运算时间／ｓ ０１６９ ６７．０１７

　　表１中ＥＤ表示基于欧式距离的多输出重要
性测度指标，ＭＤ表示基于马氏距离的多输出重
要性测度指标，ＳＰＷＭＰＤ表示基于谱分解加权
ＭＰ马氏距离的重要性测度指标，ＳＧＩ表示稀疏网
格算法（选取精度ｋ＝３的多维积分点），ＭＣ表示
蒙特卡洛数字模拟法。

本算例中没有输入变量的交叉项，因而属于

可加模型，有 Ｓｍｉ＝ＳＴ
ｍ
ｉ，且满足∑

４

ｉ＝１
Ｓｍｉ ＝１，所以

表１只给出了 Ｓｍｉ的结果。由于各输入变量均为
互相独立的标准正态变量，因而由输出性能的函

数结构可以定性判断Ｓｍ２＞Ｓ
ｍ
３＞Ｓ

ｍ
１＝Ｓ

ｍ
４。

定量计算结果表明，除了基于欧式距离的重要

性测度为Ｓｍ３ ＞Ｓ
ｍ
２ ＝Ｓ

ｍ
１ ＝Ｓ

ｍ
４，其余两种指标都得出

了与定性分析相同的结论。基于欧氏距离与其余

两种指标不同的原因是其没有考虑 ｙ２的量纲影
响，使输出量间的不同量纲干扰了对多个输出性能

综合影响的分析。而马氏距离与谱分解加权 ＭＰ

·８５１·
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马氏距离考虑了不同量纲的影响和各个输出变量

间的相关性，其指标包含的信息更多。工程实际

中，需要消除各输出变量间量纲的影响，因而使用

基于马氏距离和谱分解加权ＭＰ马氏距离的多输
出重要性测度指标是更加合理的选择。输入变量

的重要性测度指标越大表示其对多输出结构系统

不确定性影响越大，当需要控制多输出的不确定性

时，这些重要输入变量的变异性是需要优先考虑的。

算例２：考虑如下多输出情况下的非线性输
入－输出性能，基于空间距离的多输出重要性测
度指标的结果见表２。

ｙ１＝ｘ１＋ｘ
２
２＋ｘ３

ｙ２＝ｘ１＋ｘ
２
２＋ｘ３

ｙ３＝ｘ１＋２ｘ
２
２＋ｘ

{
３

ｘ１～Ｎ（０，１），ｘ２～Ｎ（０，１），ｘ３～Ｎ（０，１）

表２　算例２的重要性测度结果
Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｍｐｏｒｔａｎｔｍｅａｓｕｒｅｏｆｅｘａｍｐｌｅ２

输入 ｘ１ ｘ２ ｘ３

测度指标 ＳＧＩ ＭＣ ＳＧＩ ＭＣ ＳＧＩ ＭＣ

ＥＤ ０．１６６７０．１６０１０．６６６７０．６７６００．１６６７０．１６５９

ＭＤ

ＳＰＷＭＰＤ ０．１７１１０．１７０８０．６５７９０．６５１８０．１７１１０．１７３６

ＳＧＩ ＭＣ

运算次数 ５１ １０５×１０５×６＋１０５

运算时间／ｓ ０１４８ ６３．７７７

本算例中没有输入变量的交叉项，因而属于

可加模型，有 Ｓｍｉ＝ＳＴ
ｍ
ｉ，所以表２只给出了 Ｓ

ｍ
ｉ的

结果。由于各输入变量均为互相独立的标准正态

变量，因而由输出性能的函数结构可以定性判断

Ｓｍ２＞Ｓ
ｍ
１＝Ｓ

ｍ
３。

定量计算结果也表明，除了基于马氏距离的

指标不存在以外，其余两种指标都得出了与定性

分析相同的结论。基于马氏距离重要性测度不存

在是因为输出中 ｙ１与 ｙ２线性相关，从而导致
ｄｅｔ［Ｃｏｖ（Ｙ）］＝０和Ｃｏｖ（Ｙ）不可逆。

结果表明基于马氏距离的指标不适用于存在

线性相关输出的情况，尽管基于欧式距离的指标

和基于谱分解加权ＭＰ马氏距离的指标都可以用
于该例子，但基于欧式距离的指标未能考虑输出

的量纲影响和相关性，因而不如基于谱分解加权

ＭＰ马氏距离的指标合理。

４．２　工程算例

算例 ３：如图１所示单跨两层框架结构，各随
机变量的统计分布参数见表３（其中，Ｍｉ为梁端
塑性抵抗矩，Ｆ是图１中Ｆ１）。

图１　单层单隔弹塑性框架
Ｆｉｇ．１　Ｏｎｅｓｔｏｒｙｏｎｅｂａｙｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃｆｒａｍｅｓ

表３　单层单隔弹塑性框架的统计特性
Ｔａｂ．３　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｏｎｅｓｔｏｒｙ

ｏｎｅｂａｙｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃｆｒａｍｅｓ

Ｍ１／

（ｋＮ·ｍ）

Ｍ２／

（ｋＮ·ｍ）

Ｍ３／

（ｋＮ·ｍ）
Ｆ／ｋＮ

均值 ２００ ２００ ２００ １００

变异系数 ０．１ ０．１ ０．１ ０．２５

分布类型 正态 正态 正态 正态

考虑如下四个失效模式的功能函数，其重要

性分析结果见表４。
ｇ１＝２Ｍ１＋２Ｍ３－４．５Ｓ

ｇ２＝２Ｍ１＋Ｍ２＋Ｍ３－４．５Ｓ

ｇ３＝Ｍ１＋Ｍ２＋２Ｍ３－４．５Ｓ

ｇ４＝Ｍ１＋２Ｍ２＋Ｍ３－４．５Ｓ

表４　单层单隔弹塑性框架的重要性测度结果
Ｔａｂ．４　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｍｐｏｒｔａｎｔｍｅａｓｕｒｅｏｆｏｎｅｓｔｏｒｙｏｎｅｂａｙｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃｆｒａｍｅｓ

输入 Ｍ１ Ｍ２ Ｍ３ Ｓ

测度指标 ＳＧＩ ＭＣ ＳＧＩ ＭＣ ＳＧＩ ＭＣ ＳＧＩ ＭＣ

ＥＤ ０．０６５５ ０．０６５２ ０．０３９３ ０．０３８０ ０．０６５５ ０．０６４９ ０．８２９６ ０．８４１０

ＭＤ ０．２３８２ ０．２３７１ ０．２３８２ ０．２３４９ ０．２３８２ ０．２３７０ ０．２８５３ ０．２８３６

ＳＰＷＭＰＤ ０．０６４０ ０．０６４６ ０．０２６８ ０．０２６４ ０．０５７３ ０．０５８４ ０．８５２０ ０．８３９８

ＳＧＩ ＭＣ

运算次数 ５５ １０５×１０５×８＋１０５

运算时间／ｓ ０２０１ １３１．４５３

·９５１·
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　　表４只给出了主指标 Ｓｍｉ的数据，其结果表
明，通过蒙特卡洛数字模拟法与稀疏网格法计算

出的结果近似相等。由于本算例的输入变量与输

出变量的维数相同并且输入－输出之间全为线性
关系，所以马氏距离无法给出正确的排序。表４
中基于欧式距离和谱分解加权ＭＰ马氏距离的重
要性指标得出的输入随机变量不确定性对多输出

结构系统不确定性影响的重要性排序是一致的，

为ＳｍＦ＞Ｓ
ｍ
Ｍ１＞Ｓ

ｍ
Ｍ３＞Ｓ

ｍ
Ｍ２，但输入随机变量间的相对

重要性程度存在一定的差异。总的来说，基于这

两种距离所得的重要性测度指标在本工程结构算

例未表现出明显差异，对于单跨两层结构失效方

面的系统不确定性影响较大的输入随机变量主要

是力Ｆ，其次是梁端塑性抵抗矩 Ｍ１和 Ｍ３，而 Ｍ２
表现出的重要性程度很小。这表明当需要机构系

统的多维输出更加稳定时，最有效的措施是减小

施加的力Ｆ，并降低梁端塑性抵抗矩 Ｍ１和 Ｍ３的
变异性。

从算法的效率方面看，上述三个算例中基于

欧式距离、马氏距离和谱分解加权 ＭＰ马氏距离
的指标都使用了相同数量的样本点。其中蒙特卡

洛数字模拟法抽取了１０５个样本点，由于需要双
层循环计算才可以得到精确的收敛解，所以模型

运算次数达到１０５×１０５×２ｎ＋１０５，ｎ表示输入随
机变量个数。稀疏网格积分法所需的模型运算次

数分别为 ５５、５１、５５。通过两者的计算结果表
明，稀疏网格积分法可在保证计算精度的同时大

幅度提高效率。也验证了基于 ＳＰＷＭＰＤ的指标
可以在不增加额外计算量的同时，增强其分析

性能。

５　结论

本文提出了基于谱分解ＭＰ马氏距离的重要
性测度，修正了马氏距离的部分缺陷。其创新点

如下：

１）利用广义逆矩阵的优势，使得基于 ＳＰ
ＷＭＰＤ的指标对输出中出现了两个或两个以上
线性相关的输出时依然适用，可用来衡量更多工

程实际问题中的输入随机变量的变异性对多输出

结构系统不确定性的总体影响的重要性程度。

２）将对协方差阵谱分解得到的权重引入马
氏距离，修正了因对输出变量间的相互关系考虑

不够充分而错误识别重要输入变量的问题。

３）将多维空间重要性测度进行展开分析，给
出了所提指标的性质，说明其与基于方差分解的

多输出重要性测度指标的关系。

４）在计算效率方面，相比于传统的蒙特卡洛
数字模拟法，所使用的基于稀疏网格积分的方法

可以在保证精度的同时大幅度提高计算效率，极

大地节约了模型运算成本。
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