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谐波平衡法数值模拟周期性非定常流动
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摘　要：谐波平衡法是目前非定常流动数值研究中颇受关注的频域计算方法，该方法计算效率高，特别
是对于周期性非定常流动问题具有明显的计算优势。采用谐波平衡法数值模拟高超声速导弹标模模型在不

同参数下的强迫俯仰振动，重建气动力／力矩系数迟滞曲线，将计算结果与时域方法相比较，详细考察谐波平
衡法的计算精度、效率和内存需求，分析不同参数对谐波平衡法计算的影响。计算结果表明，谐波平衡法适

用于中小振幅下的非定常流动计算，且计算时间基本不受减缩频率的影响，对于长周期低频问题，较时域方

法有明显计算优势。
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　　目前，非定常流动的数值模拟方法主要有非线
性时域方法（ＴｉｍｅＤｏｍａｉｎＭｅｔｈｏｄ，ＴＤＭ）和频域方
法（ＦｒｅｑｕｅｎｃｙＤｏｍａｉｎＭｅｔｈｏｄ，ＦＤＭ）。时域方法即
传统时间相关法，通过数值求解 Ｅｕｌｅｒ／Ｎａｖｉｅｒ
Ｓｔｏｋｅｓ方程直接模拟非定常流动，该方法可以捕捉
任意时刻的流动状态，但是对于长周期问题，计算

量大且耗时较长，不能满足型号设计的快速计算要

求。对于周期性非定常流动问题，主要关注的是流

动的稳定周期解，而时域方法计算的大部分时间用

于过渡到周期性状态的中间过程［１－２］。

谐波 平 衡 法 （ＨａｒｍｏｎｉｃＢａｌａｎｃｅＭｅｔｈｏｄ，
ＨＢＭ）是近年来数值模拟非定常流动所发展的频
域计算方法。文献［３］研究表明，谐波平衡法可
以在保证精度的同时，大幅度提高计算效率，比时

域方法至少高一到两个量级。Ｈａｌｌ等［４］在２００２
年推导了频域上的谐波平衡方程，但直接求解频

域方程比较困难，且不适用于湍流问题。为使谐

波平衡方程的求解变得简单，研究者不断提出新

形式谐波平衡法，如时域形式谐波平衡法、频域形

式谐波平衡法和分裂域谐波平衡法。时域形式谐

波平衡法主要由 Ｈａｌｌ和 Ｔｈｏｍａｓ［３－６］等不断发展
起来，频域形式谐波平衡法被 Ｓｔａｎｄｆｏｒｄ大学的
ＭｃＭｕｌｌｅｎ［７－８］等提出并多次用于圆柱绕流数值模
拟，Ｍａｐｌｅ［９］提出了分裂域谐波平衡法用于一维问
题求解，并采用自适应技术减少计算量和内存需

要。其中，时域形式谐波平衡法是最简单，较容易

应用到现有计算流体力学（ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＦｌｕｉｄ
Ｄｙｎａｍｉｃｓ，ＣＦＤ）程序中的形式，也是应用最广泛
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的方法。国内，宁方飞等采用谐波平衡法数值模

拟低速非定常流［２］和跨声风扇周向畸变流动［１０］；

宋文萍等［１１］应用谐波平衡法模拟旋翼前飞绕流；

陈琦等将谐波平衡法应用于动导数快速预测［１２］

和非定常流场的数值模拟［１３］，并对该方法的计算

效率进行了定量分析。

目前，国外关于谐波平衡法数值模拟非定常

流动的研究比较深入，但多数研究集中在跨声速

领域，且对其计算效率的分析多为定性分析。国

内的研究还相对较少，对谐波平衡法计算能力的

考察还不够全面。本文基于谐波平衡法的理论，

数值模拟了高超声速导弹标模（ＨｙｐｅｒＢａｌｌｉｓｔｉｃ
Ｓｈａｐｅ，ＨＢＳ）模型在不同参数下的强迫俯仰振
动，并重建气动力／力矩系数迟滞曲线，计算结果
与时域方法的相比较，详细考察谐波平衡法的计

算精度、效率及内存需求，分析不同参数对谐波平

衡法计算的影响，并指出该方法的适用范围。

１　计算方法

１．１　谐波平衡法

贴体坐标系下的无量纲雷诺平均纳维－斯托
克斯（ＲｅｙｎｏｌｄｓＡｖｅｒａｇｅｄＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ，ＲＡＮＳ）方
程组可以写为：

Ｊ－１Ｑ
ｔ

＋
珔Ｅ
ξ
＋
珔Ｆ
η
＋
珔Ｇ
ζ
＝
珔Ｅｖ
ξ
＋
珔Ｆｖ
η
＋
珔Ｇｖ
ζ
（１）

其中，Ｑ＝（ρ，ρｕ，ρｖ，ρｗ，ρｅ）Ｔ为守恒变量，Ｊ为坐
标变换的雅克比行列式，珔Ｅ、珔Ｆ和 珔Ｇ为对流通量，
珔Ｅｖ、珔Ｆｖ和 珔Ｇｖ为黏性通量。
若不考虑网格变形，将式（１）进行有限体积

离散，得到半离散形式的控制方程为：

Ｊ－１Ｑ
ｔ
＋Ｒ（Ｑ）＝０ （２）

式中，Ｒ（Ｑ）＝δξ（珔Ｅ－珔Ｅｖ）＋δη（珔Ｆ－珔Ｆｖ）＋δζ（珔Ｇ－珔Ｇｖ）
为残差向量。式（２）包含五个方程，第ｌ个方程为：

Ｊ－１
Ｑｌ
ｔ
＋Ｒｌ（Ｑ）＝０ （３）

式中，Ｑｌ表示第ｌ个守恒变量，Ｒｌ表示第ｌ个空间
残差组分。

对于频率为 ω的周期性流动，Ｑｌ和残差
Ｒｌ（Ｑ）是时间的周期函数，因此可以用有限阶傅
里叶级数近似表示为：

Ｑｌ（ｔ）≈Ｑ
＾
ｌ，０＋∑

ＮＨ

ｎ＝１
［Ｑ＾ｌ，ｃｎｃｏｓ（ωｎｔ）＋Ｑ

＾
ｌ，ｓｎｓｉｎ（ωｎｔ）］

Ｒｌ（ｔ）≈Ｒ
＾
ｌ，０＋∑

ＮＨ

ｎ＝１
［Ｒ＾ｌ，ｃｎｃｏｓ（ωｎｔ）＋Ｒ

＾
ｌ，ｓｎｓｉｎ（ωｎｔ

{
）］

（４）
其中，ＮＨ称为谐波数。将方程（４）代入到方程（３）

中，利用正弦函数的正交性，进行谐波平衡，得：

Ｊ－１ωＡＱ＾ｌ＋Ｒ
＾
ｌ＝０ （５）

其中，Ａ是一个 ＮＴ×ＮＴ的系数矩阵，Ｑ
＾
ｌ和 Ｒ

＾
ｌ分

别为频域解和频域通量，具体形式为：

Ｑ＾ｌ＝［Ｑ
＾
ｌ，０ Ｑ

＾
ｌ，ｃ１ … Ｑ＾ｌ，ｃＮＨ Ｑ＾ｌ，ｓ１ … Ｑ＾ｌ，ｓＮＨ］

Ｔ

Ｒ＾ｌ＝［Ｒ
＾
ｌ，０ Ｒ

＾
ｌ，ｃ１ … Ｒ＾ｌ，ｃＮＨ Ｒ＾ｌ，ｓ１ … Ｒ＾ｌ，ｓＮＨ］

{ Ｔ

由于Ｒ＾ｌ形式复杂，直接求解频域方程（５）比
较困难，计算量大。Ｈａｌｌ等利用傅里叶变换将频
域方程转换回时域求解，取振荡周期Ｔ（ｔ＝２π／ω）内
ＮＴ（ＮＴ＝２ＮＨ＋１）个等时间间隔的瞬时时刻的流
场变量：

Ｑｌ＝［Ｑｌ（ｔ０＋Δｔ） Ｑｌ（ｔ０＋２Δｔ） … Ｑｌ（ｔ０＋Ｔ）］Ｔ

Ｒｌ＝［Ｒｌ（ｔ０＋Δｔ） Ｒｌ（ｔ０＋２Δｔ） … Ｒｌ（ｔ０＋Ｔ）］{ Ｔ

（６）
其中，Δｔ＝２π／ＮＴω，利用离散傅里叶变换，可得：

Ｑ＾ｌ＝ＥＱｌ

Ｒ＾ｌ＝ＥＲ{
ｌ

（７）

式中，Ｅ是傅里叶变换矩阵，将式（７）代入式（５）
并乘上Ｅ－１，可得：

Ｊ－１ωＤＱｌ＋ＲＲｌ＝０ （８）
其中，Ｊ－１ωＤＱｌ即为谐波源项，Ｄ＝Ｅ

－１ＡＥ是系数
矩阵。方程（８）是时域形式的谐波平衡方程，可
以引入虚拟时间导数项来推进求解：

Ｊ－１
Ｑｌ
τ
＋Ｊ－１ωＤＱｌ＋Ｒｌ＝０ （９）

式（９）包含 ＮＴ个方程，第 ｎ（ｎ＝１，２，…，ＮＴ）
个为：

Ｊ－１
Ｑｌｎ
τ
＋Ｒｌｎ＋Ｊ

－１∑
ＮＴ

ｍ＝１
ωＤｎ，ｍＱｌｍ ＝０（１０）

一个周期内第 ｎ时刻所有的守恒变量满足
式（９），即：

Ｊ－１
Ｑｎ
τ
＋Ｒｎ＋Ｓｎ＝０ （１１）

其中，Ｑｎ为第ｎ时刻的守恒变量，Ｒｎ为该时刻的
残差向量，Ｓｎ为对应时刻的谐波源项，具体形
式为：

Ｑｎ ＝［ρｎ，ρｎｕｎ，ρｎｖｎ，ρｎｗｎ，ρｎｅｎ］
Ｔ

Ｒｎ ＝δξ（珔Ｅ－珔Ｅｖ）＋δη（珔Ｆ－珔Ｆｖ）ｎ＋δζ（珔Ｇ－珔Ｇｖ）ｎ

Ｓｎ ＝Ｊ
－１ω∑

ＮＴ

ｍ＝１
Ｄｎ，ｍＱ










ｍ

（１２）
采用一般隐式方法离散方程（１１），其中谐波

源项显示处理，推进求解如下方程：

·９６１·
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１
Δτ／Ｊ－１

＋（δξＡｎ＋δηＢｎ＋δζＣｎ）[ ]ｐΔＱｐｎ
＝－［Ｒ（Ｑｐｎ）＋Ｓ

ｐ
ｎ］ （１３）

由于ｎ＝１，２，…，ＮＴ，所以式（１３）包含５×ＮＴ个方
程，可以写为如下形式：

Ｗ１ ０ … ０

０ Ｗ２  

   ０
０ … ０ ＷＮ













Ｔ

ΔＱｐ１
ΔＱｐ２


ΔＱｐＮ













Ｔ

＝－

Ｒ（Ｑｐ１）＋Ｓ
ｐ
１

Ｒ（Ｑｐ２）＋Ｓ
ｐ
２



Ｒ（ＱｐＮＴ）＋Ｓ
ｐ
Ｎ













Ｔ

（１４）

Ｗｎ＝
１

Δτ／Ｊ－１
Ｉ＋（δξＡｎ＋δηＢｎ＋δζＣｎ）

ｐ

其中，Ｉ是一个５×５的单位矩阵。
方程（１４）中的矩阵为块对角矩阵，故 ＮＴ时

刻的控制方程解耦，可以在每个迭代步上逐个求

解。本文采用 ＬＵＳＧＳ方法求解方程（１４），可以
得到周期内 ＮＴ时刻的流场变量，通过积分可得
ＮＴ时刻的气动力。经过后处理可重建得整个周
期流场及气动力时间历程曲线。

１．２　时域方法

时域方法计算采用课题组开发的 ＡＤＣＲＰ
（ａｅｒｏｃｒａｆｔｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｒｅｓｅａｒｃｈｐｒｏｇｒａｍ）
软件，在文献［１４－１５］中对该软件的精度和可靠
性进行了充分的验证考核，非定常时域计算具有

二阶精度。在 ＡＤＣＲＰ软件中，非定常计算采用
含“双时间”步法的隐式方法离散方程式（２），推
进求解如下方程：

　 ３
２Δｔ／Ｊ－１

＋ １
Δτ／Ｊ－１

＋（δξＡ＋δηＢ＋δζＣ）( )ｐΔＱｐ
＝－Ｒ（Ｑｐ）－３Ｑ

ｐ－４Ｑｎ＋Ｑｎ－１

２Δｔ／Ｊ－１
（１５）

其中：Ａ，Ｂ，Ｃ为对流通量的雅克比矩阵；ｎ表示
真实物理时刻；ｐ表示虚拟时刻；Δｔ为物理时间步
长；Δτ为虚拟时间步长。采用 ＬＵＳＧＳ隐式算法
求解方程（１５），具体见文献［１４］。

２　ＨＢＳ模型强迫俯仰振动

ＨＢＳ模型是高超声速导弹外形的标准模
型［１６］，对称面及物面网格见图１，网格数为１３１×
３７×５１（流向 ×周向 ×径向）。计算条件为：马赫
数Ｍ∞ ＝６８５，以头部直径为参考长度的Ｒｅｄ＝
０７２×１０６。

给定强迫俯仰振动：

α＝α０＋αｍｓｉｎ（ｋｔ） （１６）
其中，α为瞬时攻角，α０为初始攻角，αｍ为振幅，ｋ

为减缩频率。

图１　对称面及物面网格
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｇｒｉｄｏｆｐｌａｎｅｏｆｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｗａｌｌ

２．１　谐波数的影响分析

计算条件为：初始攻角α０＝１３５°，振幅αｍ＝

１°，减缩频率 ｋ＝００５。谐波平衡法计算时取谐
波数ＮＨ＝１，２，３。

图２给出了谐波平衡法在ＮＨ＝２时，５个时刻
的俯仰力矩系数收敛曲线。从图可以看出，在２０００
步左右时，俯仰力矩系数曲线基本都已收敛。

图２　谐波平衡法在ＮＨ＝２时计算得到的

俯仰力矩系数收敛曲线

Ｆｉｇ．２　Ｐｉｔｃｈｉｎｇｍｏｍｅｎｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ（Ｃｍ）ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

ｈｉｓｔｏｒｙｗｉｔｈｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅｍｅｔｈｏｄ（ＮＨ＝２）

图３　重建俯仰力矩系数迟滞曲线与时域方法的相比
Ｆｉｇ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＨＢＭｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄＣｍｐｏｌａｒｓｗｉｔｈ

ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ

图３给出了谐波平衡法在 ＮＨ＝１，２，３时计
算２０００步重建得到的俯仰力矩系数迟滞曲线。
从图中可以看出，ＮＨ＝２，３时的迟滞曲线与时域

·０７１·
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方法的基本重合。在此条件下，谐波平衡法只需

２～３个谐波就可以达到时域方法的计算精度。
图４为谐波平衡法和时域方法计算得到的

ｔ＝Ｔ时刻对称面马赫数等值线图。其中，谐波平
衡法的计算结果是在ＮＨ＝３时计算得到的。

（ａ）谐波平衡法计算结果
（ａ）ＲｅｓｕｌｔｏｆＨＢＭ

（ｂ）时域方法计算结果
（ｂ）ＲｅｓｕｌｔｏｆＴＤＭ

图４　Ｔ时刻对称面马赫数等值线图
Ｆｉｇ．４　ＭａｃｈｎｕｍｂｅｒｏｎｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｙｐｌａｎａｔＴｍｏｍｅｎｔ

由图４可知，除了底部附近有较小差别外，谐波
平衡法模拟的流场与时域方法的基本相同，谐波平

衡法可以清晰地捕捉流场中的弓形激波、拐角压缩

波、马赫波及尾流压缩激波，描述复杂的流场结构。

２．２　攻角和减缩频率的影响分析

分别考察了攻角和减缩频率对谐波平衡法数

值模拟ＨＢＳ强迫俯仰振动的影响。为保证精度，
谐波平衡法计算时取ＮＨ＝３。

首先，数值模拟了不同攻角下的强迫振动。计

算时取 α０为０°，４°，８°，１３５°，１６°，２０°，ｋ＝００５，
αｍ＝１°。图５为谐波平衡法重建的俯仰力矩系数
迟滞曲线和时间历程曲线与时域方法计算结果的

比较。由图可知，谐波平衡法在不同攻角下重建的

力矩系数曲线与时域方法的结果基本重合，表明谐

波平衡法与时域方法有一致的计算精度。

减缩频率表征强迫俯仰振动的快慢，对运动

的非定常迟滞特性具有十分重要的影响。本文数

值模拟了不同减缩频率下的强迫振动，计算时分

别取减缩频率 ｋ为０００１，００１，０１，１０，初始攻
角α０＝１３５°，振幅 αｍ＝１°。图６给出了在不同
减缩频率下谐波平衡法重建的俯仰力矩系数迟滞

曲线与时域方法的比较。可以从图中看出，减缩

频率较小时迟滞效应比较弱，随着减缩频率的进

（ａ）迟滞曲线
（ａ）Ｃｍｐｏｌａｒｓ

（ｂ）时间历程曲线
（ｂ）ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｓｏｆＣｍ

图５　不同攻角下俯仰力矩系数迟滞曲线
和时间历程曲线

Ｆｉｇ．５　Ｃｍｐｏｌａｒｓａｎｄｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅｓａｒｏｕｎｄ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｖｅｒａｇｅａｎｇｌｅｓｏｆａｔｔａｃｋ

一步增加，迟滞效应则逐渐增强。谐波平衡法在

不同减缩频率下重建得到的俯仰力矩系数迟滞曲

线与时域方法计算的基本重合。由此可知，谐波

平衡法可以在较大减缩频率范围内达到时域方法

的计算精度。但实际计算中，减缩频率较大会引

起程序的不稳定。

２．３　振幅的影响分析

振幅对谐波平衡法数值计算也具有十分重要的

影响。本文在初始攻角α０＝０°，减缩频率ｋ＝００５
的条件下，采用谐波平衡法和时域方法分别计算振

幅αｍ为１°，３°，５°，１０°，２０°，３０°时的非定常流动。
图７给出了不同振幅下谐波平衡法和时域方

法计算得到的俯仰力矩系数迟滞曲线。对比分析

可知，随着振幅的增大，流动的非线性迟滞效应增

强，俯仰力矩系数迟滞曲线逐渐变得越来越扭曲，

谐波平衡法计算所需的谐波数增加。当振幅小于

１０°时，谐波平衡在３个谐波数下的计算结果与时
域方法的吻合较好。振幅为２０°时，谐波平衡法
在ＮＨ＝４时重建的迟滞环与时域方法的有较大
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差异，在 ＮＨ＝５时重建得到的曲线就比较接近时
域方法的结果，ＮＨ＝１０时重建得到的结果基本和
时域方法的重合。振幅为３０°时，除了个别点，谐

波平衡法采用１０个谐波数重建得到的俯仰力矩
系数迟滞曲线与时域方法的基本吻合。

（ａ）ｋ＝０．００１　　　　　　　　　　　　（ｂ）ｋ＝０．０１，０．１　　　　　　　　　　（ｃ）ｋ＝１．０

图６　不同频率下的俯仰力矩系数迟滞曲线
Ｆｉｇ．６　Ｃｍｐｏｌａｒｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

（ａ）αｍ＝１°，３°，５°，１０°；ＮＨ＝３　　　　　　（ｂ）αｍ＝２０°，ＮＨ＝４、５、１０　　　　　　（ｃ）αｍ＝３０°，ＮＨ＝５、１０

图７　不同振幅下的俯仰力矩系数迟滞曲线
Ｆｉｇ．７　Ｃｍｐｏｌａｒｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ

２．４　谐波平衡法计算效率和内存需求分析

对谐波平衡法计算效率和内存占用情况进行

了定量分析。表１列出了强迫俯仰振动下初始攻
角α０＝１３５°、振幅αｍ＝１°时，谐波平衡法和时域
方法分别在减缩频率ｋ＝００５和 ｋ＝００１时的计
算时间。其中，谐波平衡法的计算总时间按２０００
步计算，时域方法的按两个周期来计算，计算中时

表１　不同方法计算时间统计
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｔｉｍｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

方法

ｋ＝０．０５ ｋ＝０．０１

总计算

时间／ｓ
相对

时间

总计算

时间 ／ｓ
相对

时间

ＨＢＭ，ＮＨ＝１ ３６８３．１ １ ３７７４．７ １

ＨＢＭ，ＮＨ＝２ ６３８３．４ １．７３３ ６２３１．１ １．６５１

ＨＢＭ，ＮＨ＝３ ９３１２．４ ２．５２８ ９０４１．２ ２．３９５

ＨＢＭ，ＮＨ＝４ １１６７２．０ ３．１６９ １１４３０．０ ３．０２８

ＨＢＭ，ＮＨ＝５ １５２６０．０ ４．１４３ １４４９４．０ ３．８４０

ＴＤＭ ３３７１４ ９．１５ １７１２７０ ４５．３７

间步长ｄｔ＝００４，减缩频率为００５时单个周期约
３１４１个时间步，减缩频率为００１时单个周期约
１５７０８个时间步。表中的相对时间是相对于谐波
平衡法在 ＮＨ＝１时的计算时间。表２列出了减
缩频率ｋ＝００５时分别采用谐波平衡法和时域方
法计算时程序所占用的内存，以定常计算时占用

的内存为基准１。

表２　不同方法的内存消耗比较（ｋ＝０．０５）

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｍｅｍｏｒｙｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ（ｋ＝０．０５）

方法 内存需求／Ｍｂ 相对内存需求

定常计算 ３７．８８ １

ＨＢＭ，ＮＨ＝１ １４６．４８ ３．８６７

ＨＢＭ，ＮＨ＝２ ２１４．２７ ５．６５６

ＨＢＭ，ＮＨ＝３ ２８２．０５ ７．４４６

ＨＢＭ，ＮＨ＝４ ３４９．８ ９．２３４

ＨＢＭ，ＮＨ＝５ ４１７．５８ １１．０２４

ＴＤＭ ５７．１０ １．５
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　　从统计结果可以看出，随谐波数的增多，谐波
平衡法的计算时间和内存需求均线性增加，在

ＮＨ＝２时占用的内存是时域方法占用内存的３．７７
倍。因此，计算中对谐波数的选取应适当，以保证

计算精度和效率。

从表１可以看出，时域方法的计算时间受减
缩频率影响较大，随减缩频率的减小线性增加，减

缩频率ｋ＝００１时计算所需时间是 ｋ＝００５时的
５倍；而谐波平衡法的计算时间受减缩频率的影
响较小，说明谐波平衡法计算量基本不受减缩频

率的影响。减缩频率 ｋ＝００１时，谐波平衡法在
ＮＨ＝２时的计算时间只有时域方法的４％，ＮＨ＝５
时的计算时间也仅为时域方法的８４６％。因此，
从计算时间上看，谐波平衡法在计算长周期低频

问题时有明显优势。对于飞行器动导数预测的强

迫振动方法，一般需要设计特定的运动进行模拟

和辨识，这个过程需要考虑频率相似的问题。实

际飞行中的减缩频率一般比较小，这种情况下时

域方法的计算量大，计算周期长。而谐波平衡法

对减缩频率不敏感，相同谐波数不同减缩频率下

的计算时间基本相同。因此，和时域方法相比，对

于动导数预测问题谐波平衡法应有较大优势。

３　结论

１）计算表明，随着振幅的增加，流动非线性
迟滞效应增强，谐波平衡法需要在谐波数足够多

时才能达到时域方法的计算精度，因此该方法适

用于模拟中小振幅下的非定常流动。和时域方法

相比，谐波平衡法的计算时间受减缩频率的影响

较小，模拟减缩频率较小的长周期问题优势明显。

２）随着谐波数的增多，计算量增大，计算时
间和内存占用线性增加，计算效率降低。因此，谐

波平衡法计算时对谐波数的选取应适当，以确保

计算精度和效率。对流场变化较大的非定常问

题，有必要进一步研究自适应谐波平衡法，以减少

计算时间和内存需求。

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）

［１］　ＭｃｍｕｌｌｅｎＭ，ＪａｍｅｓｏｎＡ，ＡｌｏｎｓｏＪＪ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆａ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｓｏｌｖｅｒｔｏｔｈｅＥｕｌｅｒａｎｄＮａｖｉｅｒ
Ｓｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ４０ｔｈＡＩＡＡＡｅｒｏｓｐａｃｅ
ＳｃｉｅｎｃｅｓＭｅｅｔｉｎｇ＆Ｅｘｈｉｂｉｔ，ＡＩＡＡ２００２－０１２０，２００２．

［２］　杜鹏程，宁方飞．谐波平衡法在低速非定常流模拟中的
应用［Ｊ］．北京航空航天大学学报，２０１２，３８（６）：７６６－
７７１．　
ＤＵ Ｐｅｎｇｃｈｅｎｇ，ＮＩＮＧ Ｆａｎｇｆｅｉ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｈａｒｍｏｎｉｃ
ｂａｌａｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｏｆｌｏｗ ｓｐｅｅｄ ｕｎｓｔｅａｄｙ
ｆｌｏｗｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＢｅｉｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄ
Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，２０１２，３８（６）：７６６－７７１．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［３］　ＨａｌｌＫＣ，ＥｋｉｃｉＫ，ＴｈｏｍａｓＪＰ，ｅｔａｌ．Ｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅ
ｍｅｔｈｏｄｓａｐｐｌｉｅｄｔｏｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｆｌｕｉｄｄｙｎａｍｉｃｓｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．
ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＦｌｕｉｄＤｙｎａｍｉｃｓ，２０１３，
２７（２）：５２－６７．

［４］　ＨａｌｌＫＣ，ＴｈｏｍａｓＪＰ，ＣｌａｒｋＷＳ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆｕｎｓｔｅａｄｙ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｌｏｗｓｉｎ ｃａｓｃａｄｅｓｕｓｉｎｇ ａ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｂａｌａｎｃｅ
ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ［Ｊ］．ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，２００２，４０（５）：８７９－８８６．

［５］　ＴｈｏｍａｓＪＰ，ＨａｌｌＫＣ，ＤｏｗｅｌｌＥＨ，ｅｔａｌ．Ｕｎｓｔｅａｄｙｆｌｏｗ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｕｓｉｎｇａｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅａｐｐｒｏａｃｈｉｍｐｌｅｍｅｎｔｅｄ
ａｂｏｕｔｔｈｅＯＶＥＲＦＬＯＷ２ｆｌｏｗｓｏｌｖｅｒ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ
１９ｔｈＡＩＡＡＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＦｌｕｉｄＤｙｎａｍｉｃｓ，ＡＩＡＡ２００９－
４２７０，２００９．

［６］　ＴｈｏｍａｓＪＰ，ＣｕｓｔｅｒＣＨ，ＤｏｗｅｌＥＨ，ｅｔａｌ．Ｃｏｍｐａｃｔ
ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｙｆｏｒａｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｉｎ
ｉｍｐｌｉｃｉｔｆｌｏｗｓｏｌｖｅｒｓ［Ｊ］．ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，２０１３，５１（６）：
１３７４－１３８１．

［７］　Ｍｃｍｕｌｌｅｎ Ｍ，Ｊａｍｅｓｏｎ Ａ，ＡｌｏｎｓｏＪＪ．Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｔｏａｐｅｒｉｏｄｉｃｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｉｎ ｔｕｒｂｏｍａｃｈｉｎｅｒｙ
ｆｌｏｗｓ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ３９ｔｈＡｅｒｏｓｐａｃｅＳｃｉｅｎｃｅｓＭｅｅｔｉｎｇ
ａｎｄＥｘｈｉｂｉｔ，ＡＩＡＡ２００１－０１５２，２００１．

［８］　ＭｃｍｕｌｌｅｎＭ，ＪａｍｅｓｏｎＡ，ＡｌｏｎｓｏＪＪ．Ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｏｎｏｆ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］．ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，
２００６，４７（４）：１４２８－１４３５．

［９］　ＭａｐｌｅＲＣ，ＫｉｎｇＰＩ，ＯｘｌｅｙＭＥ．Ａｄａｐｔｉｖｅｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｅｕｌｅｒ′ｓｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，２０１５，
４１（９）：１７０５－１７１４．

［１０］　杜鹏程，宁方飞．跨声风扇周向畸变流动的谐波平衡法
计算［Ｊ］．推进技术，２０１２，３３（３）：３９１－３９７．
ＤＵ Ｐｅｎｇｃｈｅｎｇ，ＮＩＮＧ Ｆａｎｇｆｅｉ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆ
ｔｒａｎｓｏｎｉｃｆａｎｕｎｄｅｒｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌｉｎｌｅｔｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｕｓｉｎｇ
ｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ［Ｊ］． ＪｏｕｒｎａｌｏｆＰｒｏｐｕｌｓｉｏｎ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１２，３３（３）：３９１－３９７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１１］　许建华，宋文萍，王龙．谐波平衡法在旋翼前飞绕流数值
模拟中的应用研究［Ｊ］．空气动力学学报，２０１３，３１（５）：
５４６－５５２．
ＸＵＪｉａｎｈｕａ，ＳＯＮＧＷｅｎｐｉｎｇ，ＷＡＮＧＬｏｎｇ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆ
ｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅｍｅｔｈｏｄｉｎｆｏｒｗａｒｄｆｌｉｇｈｔｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｆｏｒ
ｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｅｒｏｄｙｎａｍｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１３，３１（５）：
５４６－５５２．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１２］　陈琦，陈坚强，袁先旭，等．谐波平衡法在动导数快速预
测中的应用研究［Ｊ］．力学学报，２０１４，４６（２）：１８３－１９０．
ＣＨＥＮ Ｑｉ， ＣＨＥＮ Ｊｉａｎｑｉａｎｇ，ＹＵＡＮ Ｘｉａｎｘｕ， ｅｔａｌ．
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆａｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅｍｅｔｈｏｄｉｎｒａｐｉｄｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓ
ｏｆｄｙｎａｍｉｃｓｔａｂｉｌｉｔｙｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆ
ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０１４，４６（２）：１８３－
１９０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１３］　陈琦，陈坚强，谢昱飞，等．谐波平衡法在非定常流场中
的应用［Ｊ］．航空学报，２０１４，３５（３）：７３６－７４２．
ＣＨＥＮＱｉ，ＣＨＥＮＪｉａｎｑｉａｎｇ，ＸＩＥＹｕｆｅｉ，ｅｔａｌ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆ
ｈａｒｍｏｎｉｃｂａｌａｎｃｅｍｅｔｈｏｄｔｏｕｎｓｔｅａｄｙｆｌｏｗｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ［Ｊ］．
ＡｃｔａＡｅｒｏｎａｕｔｉｃａｅｔＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１４，３５（３）：
７３６－７４２．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１４］　杨小亮．飞行器多自由度耦合摇滚运动数值模拟研
究［Ｄ］．长沙：国防科技大学，２０１２．
ＹＡＮＧＸｉａｏｌｉａｎｇ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｏｆａｉｒｃｒａｆｔｒｏｃｋｉｎ
ｍｕｌｔｉｐｌｅｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅｄｏｍ ［Ｄ］．Ｃｈａｎｇｓｈａ：Ｎａｔｉｏｎａｌ
ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１２．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１５］　刘绪．高超声速内外流一体化飞行器动态特性研究［Ｄ］．
长沙：国防科技大学，２０１１．
ＬＩＵＸｕ．Ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｏｆｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃ
ａｉｒｆｒａｍｅ／ｐｒｏｐｕｌｓｉｏｎｉｎｔｅｇｒａｔｉｖｅ ｖｅｈｉｃｌｅ［Ｄ］． Ｃｈａｎｇｓｈａ：
ＮａｔｉｏｎａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆＤｅｆｅｎｓｅ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１１．（ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１６］　ＥａｓｔＲＡ，ＨｕｔｔＧＲ．Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｒｅｄｉｃａｔｉｏｎａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｄａｔａｆｏｒｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃｐｉｔｃｈｉｎｇｍｏｔｉｏｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＳｐａｃｅｃｒａｆｔａｎｄＲｏｃｋｅｔｓ，１９８８，２５（３）：２２５－２３３．

·３７１·


