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磁场环境下黏弹性基体中非局部纳米梁动力学特性分析
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摘　要：根据非局部Ｅｕｌｅｒ梁理论建立了外部磁场影响下的黏弹性基体上纳米梁的动力学问题分析模
型。通过引入Ｋｅｌｖｉｎ黏弹性地基模型和洛伦兹力，得到了纳米梁的振动控制方程。基于 ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ黏弹性
模型，给出了黏弹性基体上纳米梁在磁场影响下的固有频率解析解，并就多种典型情况进行了分析。在一般

情况下，利用传递函数方法对振动控制方程进行求解，得到了纳米梁固有频率及相应振型的封闭解。以某单

壁碳纳米管为例，计算得到了多种边界条件下纳米梁的前三阶固有频率，并详细分析了非局部参数、磁场强

度、长细比、阻尼系数及边界条件等因素对纳米梁振动特性的影响情况。结果表明，文中所建的动力学分析

模型对研究磁场作用下纳米梁在黏弹性基体上的动力学特性问题准确有效。
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　　碳纳米管［１］、氮化硼纳米管［２］等纳米梁结构

以其优异的力学性能在纳米传感器［３］、纳米复合

材料［４］及纳机电系统等领域中得到了广泛应用。

根据磁场对纳米梁动力学特性的影响规律，可以

通过施加外部磁场在一定程度上调控纳米梁的动

力学特性，从而推进碳纳米管、氮化硼纳米管等纳

米梁在纳米传感器及纳机电系统等领域的开发和

利用。因此，对磁场中纳米梁结构的动力学特性

进行研究具有重要意义，目前已成为许多学者研

究的焦点［５－７］。

实验研究［８］表明碳纳米管等纳米材料存在

明显的尺度效应。经典连续介质力学因无尺度相

关性而无法准确描述纳米材料的力学行为［９］。

非局部理论的提出［１０］较好地弥补了经典连续介

质力学理论在纳米尺度下的不足，在纳米材料力

学问题研究中得到了广泛应用。非局部理论认

为，一点处的应力状态不仅与该点的应变状态有

关，还与整个域内其他点的应变状态也都有关。

基于非局部Ｅｕｌｅｒ梁理论和非局部 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁
理论，Ｌｅｉ和 Ａｄｈｉｋａｒｉ等［１１－１２］建立了外加阻尼影
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响下的黏弹性纳米梁的振动控制方程，并利用传

递函数法得到了纳米梁固有频率的封闭解。

Ｗａｎｇ和 Ｄｅｎｇ等［１３］根据非局部 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模
型研究了磁场及热力场下输流碳纳米管在

Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹性基体中的动力学问题，并分析了非
局部参数、磁场及热力场对振动特性的影响。

Ｇüｖｅｎ［１４］利用该模型提出了一种理论方法用以计
算单壁碳纳米管在初始应力和外部磁场影响下的

频率响应。Ｋｉａｎｉ［１５］利用非局部 Ｒａｙｌｅｉｇｈ梁、
Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁及其他高阶梁模型对弹性基体中单
壁碳纳米管在纵向磁场影响下的传播特性进行了

分析。同时，Ｋｉａｎｉ［１６］还研究了纵向变化磁场对弹
性基体中双壁碳纳米管振动特性的影响情况。

Ｗａｎｇ和Ｄｏｎｇ等［１７］通过建立弹性基体中碳纳米

管在磁场影响下的振动控制方程分析了碳纳米管

的动力学特性。根据非局部 Ｅｕｌｅｒ梁理论，
Ｎａｒｅｎｄａｒ等［１８］研究了纵向磁场对 Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹性
基体中单壁碳纳米管波传播的影响情况。

就目前而言，在研究基体上纳米梁的动力学

问题中所涉及的基体大都等效为 Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性模
型或Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹性模型。然而，实际工程中涉及
的多数基体（如纳米复合材料中的聚合物基

体［１９］、生物纳米传感器所处的生物体组织［２０］等）

都表现出典型的黏弹性特性，采用传统的弹性模

型无法准确描述其黏弹性特性。目前，针对非局

部纳米梁在黏弹性基体上动力学特性问题的研究

还很少，而其在外部磁场影响下的研究工作更是

鲜有报道。为此，本文建立了一种研究黏弹性基

体上非局部纳米梁在磁场影响下的动力学特性分

析模型，可为相关问题研究提供有益参考。

１　动力学控制方程

１１　麦克斯韦关系式

根据麦克斯韦关系式［２１］有
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磁场引起的洛伦兹力可写为

ｆ＝η（Ｊ×Ｈ）＝ｆｘｉ＋ｆｙｊ＋ｆｚｋ

＝η０ｉ＋Ｈ２ｘ
２ｖ
ｘ２
＋

２ｖ
ｙ２
＋

２ｗ
ｙ( )ｚ[ ｊ＋

　Ｈ２ｘ
２ｗ
ｘ２
＋

２ｗ
ｙ２
＋

２ｖ
ｙ( )ｚ ]ｋ （７）

针对一维纳米梁的振动问题，有 ｗ＝ｗ（ｘ，ｔ），则
可得到由纵向磁场引起的洛伦兹力ｑ为

ｑ＝∫Ａｆｚｄｚ＝ηＡＨ２ｘ
２ｗ
ｘ２

（８）

式中，Ａ为纳米梁的横截面积。

１２　纳米梁振动控制方程

取某根置于黏弹性基体上的非局部纳米梁为

研究对象，梁受外部纵向磁场作用影响，其简化力

学模型如图 １所示。基于广义 Ｍａｘｗｅｌｌ黏弹性模
型［６］，本文将该纳米梁等效为非局部黏弹性Ｅｕｌｅｒ
梁模型［１２，２２］进行分析。同时，利用非黏性阻尼的

Ｋｅｌｖｉｎ黏弹性地基模型［２３］模拟基体的力学特性。

根据非局部黏弹性理论［１０，２４］，得到系统的动力学

平衡方程为

图１　外部磁场影响下的某黏弹性基体上纳米梁
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为松弛时间，ηｍ为阻尼系数；Ｉ为横截面积 Ａ对 ｙ
轴的惯性矩；ρ为纳米梁质量密度；ｗ为横向变
形；ｅ０ａ为非局部参数；τ和ｔ为时间；ｋ和 Ｃ０分别
表示基体的刚度系数和阻尼系数；μ０为黏性系数
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（当μ０→∞时，基体阻尼为黏性阻尼）；ｑ为磁场
引起的洛伦兹力。

为求得纳米梁的固有频率，令振动控制方程

式（９）的解形如ｗ＝Ｗ（ｘ）ｅｉωｔ，其中 ω和 Ｗ（ｘ）分
别表示纳米梁的复固有频率及对应的振型。将其

代入振动方程式（９），可得
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ｍ

ｄ４珚Ｗ
ｄ珋ｘ４
＋α２ξｄ

４珚Ｗ
ｄ珋ｘ４
－

ξｄ
２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
＋ ω２－ ｋ ＋ｉωζ０

μ０
ｉω＋μ( )[ ]

０

α２ｄ
２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
＋

ｋ ＋ｉωζ０
μ０

ｉω＋μ( )
０

－ω[ ]２ Ｗ ＝０ （１０）

式中，ｋ ＝ｋ／ρＡ，ζ０＝Ｃ０／ρＡ，ξ＝ηＨ
２
ｘ／ρＬ

２，ｃ＝

ＥＩ／ρ槡 Ａ／Ｌ２，α＝ｅ０ａ／Ｌ，珋ｘ＝ｘ／Ｌ，珚Ｗ＝Ｗ／Ｌ（其中 Ｌ
为纳米梁的长度）。由式（１０）可以看出，简化后
的振动控制方程为 珚Ｗ的四阶常系数微分方程，其
系数是关于复固有频率 ω的函数。对于四阶常
系数微分方程式（１０），方程解的形式可写成四项
形如 珚Ｗ＝珚Ｗｎｅ

－ｉβ珋ｘ之和，则有

ｃ２ １＋ｉω∑
Ｎ

ｍ＝１

Ｅｍ
Ｅ∞

τｍ
１＋ｉωτ( )

ｍ

β４＋α２ξβ４＋ξβ２－

ω２－ ｋ ＋ｉωζ０
μ０

ｉω＋μ( )[ ]
０

α２β２＋

ｋ ＋ｉωζ０
μ０

ｉω＋μ( )
０

－ω[ ]２ ＝０ （１１）

当纳米梁两端施加典型边界条件（如简支、

固支等）时，可确定频率参数 β的取值。此时，振
动控制方程式（１１）可化为关于ω的Ｎ＋２次常系
数多项式，从而可确定纳米梁的固有频率。

１３　边界条件

为求解振动控制方程的解，首先需要确定纳

米梁的边界条件。下面给出了纳米梁的三种典型

边界条件。

１）自由边界条件
Ｑ（ｘ，ｔ）＝Ｍ（ｘ，ｔ）＝０　（ｘ＝０或 Ｌ） （１２）
２）简支边界条件
ｗ（ｘ，ｔ）＝Ｍ（ｘ，ｔ）＝０　（ｘ＝０或 Ｌ） （１３）

３）固支边界条件

ｗ（ｘ，ｔ）＝ｗ（ｘ，ｔ）
ｔ

＝０　（ｘ＝０或 Ｌ）（１４）

其中，Ｍ（ｘ，ｔ）和Ｑ（ｘ，ｔ）为纳米梁的弯矩和剪力，
具体表达式分别为

Ｍ（ｘ，ｔ）＝ρＡＬ３ ｃ２ １＋ｉω∑
Ｎ

ｍ＝１

Ｅｍ
Ｅ∞

τｍ
１＋ｉωτ( )

ｍ

ｄ２珚Ｗ
ｄ珋ｘ{ ２＋

α２ξｄ
２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
＋α２ ω２－ ｋ ＋([ 　

　

ｉωζ０
μ０

ｉω＋μ) ]
０

珚}Ｗ （１５）

Ｑ（ｘ，ｔ）＝ρＡＬ２ ｃ２ １＋ｉω∑
Ｎ

ｍ＝１

Ｅｍ
Ｅ∞

τｍ
１＋ｉωτ( )

ｍ

ｄ３珚Ｗ
ｄ珋ｘ{ ３＋

α２ξｄ
３珚Ｗ
ｄ珋ｘ３
＋α２ ω２－ ｋ ＋([ 　

　

ｉωζ０
μ０

ｉω＋μ) ]
０

ｄ珚Ｗ
ｄ珋}ｘ （１６）

２　问题求解

２１　特定条件下解析解

假设黏弹性基体的阻尼为黏性阻尼（即 μ０→
∞），并将广义Ｍａｘｗｅｌｌ黏弹性模型简化为Ｋｅｌｖｉｎ
Ｖｏｉｇｔ模型（取 Ｎ＝１，Ｅ１→∞），则振动控制方程
式（１１）可化为
－（１＋α２β２）ω２＋［ｃ２β４τｄ＋ζ０（１＋α

２β２）］ｉω＋
ｃ２β４＋（ξβ２＋ｋ）（１＋α２β２）＝０ （１７）
式中，τｄ＝η１／Ｅ∞。求解关于 ω的二次方程
式（１７）即可得到该特定条件下纳米梁的复固有
频率解析解

ωｎ＝
ζ０
２＋

ｃ２β４

２（１＋α２β２）
τ[ ]ｄ ｉ±

－
ζ０
２＋

ｃ２β４

２（１＋α２β２）
τ[ ]ｄ

２

＋ ｃ２β４

１＋α２β２
＋ξβ２＋ｋ[ ]槡



（１８）
式中，虚部和实部分别表征了系统的阻尼比和阻

尼频率。同时，通过式（１８）可以得到令系统为非
往复振动（即实部为 ０）的松弛时间 τｄ的临界
值为

（τｄ）ｃｒｉｔ＝
１＋α２β２

ｃ２β４
２ ｃ２β４

１＋α２β２
＋ξβ２＋ｋ

槡
 －ζ( )０
（１９）

根据特定的物理意义，解析式（１８）为多种典
型情况的一般表达式，下面仅就几种简单情况进

行讨论：

１）当非局部纳米梁简化为经典弹性 Ｅｕｌｅｒ梁
时，α＝τｄ＝０，则有

　ωｎ＝
ζ０
２ｉ± － ζ０( )２

２

＋ｃ２β４＋ξβ２＋ｋ
槡

 （２０）

与熟知的Ｅｕｌｅｒ梁经典解ωｎ＝ｃβ
２相比，考虑了黏

弹性基体和外部磁场的影响。

２）当不考虑外部磁场及黏弹性基体影响，且
纳米梁为非局部弹性梁时，τｄ＝ｋ ＝ζ０＝ξ＝０，则
固有频率为

ωｎ＝ｃβ
２ １
１＋α２β槡 ２ （２１）

·３６·
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该解与文献［２５］中给出的固有频率表达式一致。
３）当ξ＝０，即不考虑外部磁场对纳米梁的影

响时，固有频率则可写为

ωｎ＝
ζ０
２＋

ｃ２β４

２（１＋α２β２）
τ[ ]ｄ ｉ±

－
ζ０
２＋

ｃ２β４

２（１＋α２β２）
τ[ ]ｄ

２

＋ ｃ２β４

１＋α２β２
＋ｋ[ ]槡



（２２）
该解在文献［２２］中已给出。

上述为针对某特定条件给出纳米梁固有频率

的解析解。对于一般情况，振动控制方程（１０）可
利用传递函数法［２６］进行求解。

２２　传递函数法求解

为了得到振动控制方程的解，首先定义状态

向量

η（珋ｘ，ω）＝ 珚Ｗ，
ｄ珚Ｗ
ｄ珋ｘ
，
ｄ２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
，
ｄ３珚Ｗ
ｄ珋ｘ[ ]３

Ｔ

（２３）

利用状态向量（２３），可将式（１０）写为状态方程
形式

ｄη（珋ｘ，ω）
ｄ珋ｘ

＝Φ（ω）η（珋ｘ，ω） （２４）

Φ（ω）＝

０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

ω２－Ａ２
ｃ２Ａ１＋α

２ξ
０
ξ－α２（ω２－Ａ２）
ｃ２Ａ１＋α

２ξ















０

（２５）
其中，

Ａ１ ＝１＋ｉω∑
Ｎ

ｍ＝１

Ｅｍ
Ｅ∞

τｍ
１＋ｉωτｍ

Ａ２ ＝ｋ ＋ｉωζ０
μ０

ｉω＋μ０
状态方程（２４）的解可写为

η（珋ｘ，ω）＝ｅ珋ｘΦ（ω）η（０，ω） （２６）
取 珋ｘ＝１，则式（２６）可改为

η（１，ω）＝ｅΦ（ω）η（０，ω） （２７）
同理，利用状态向量（２３），纳米管的边界条

件可写为

Ｍ（ω）η（０，ω）＋Ｎ（ω）η（１，ω）＝０ （２８）
式中，Ｍ（ω）和Ｎ（ω）分别为纳米梁左右两端的边
界条件选择矩阵［２６］。将式（２７）代入式（２８）可得

［Ｍ（ω）＋Ｎ（ω）ｅΦ（ω）］η（０，ω）＝０ （２９）
则，求解如式（３０）所示的特征方程即可得到纳米
梁的固有频率。

ｄｅｔ［Ｍ（ω）＋Ｎ（ω）ｅΦ（ω）］＝０ （３０）

且固有频率ωｊ对应的模态振型为
η（珋ｘ，ωｊ）＝ｅ珋

ｘΦ（ωｊ）η（０，ωｊ） （３１）

３　算例分析

为了验证本文所建模型及求解方法的正确

性，首先利用文献［２７］中已有结果与本文计算结
果进行对比，如表 １所示。算例中涉及的基本参
数与文献［２７］一致：碳纳米管直径ｄ＝０６７８ｎｍ，
弹性模型 Ｅ＝５５ＴＰａ，质量密度 ρ＝２３ｇ／ｃｍ３，
等效壁厚δ＝００６６ｎｍ，长细比Ｌ／ｄ＝１０。同时不
考虑黏弹性基体和外部磁场影响，即ｋ ＝ζ０＝Ｈｘ＝
τｄ＝０。从表中可以看出，利用传递函数法得到的
纳米梁在各边界条件下的前三阶频率参数β与文
献［２７］中相应结果吻合较好，验证了本文所建模
型及求解方法的正确性。同时还可以看出，纳米

梁各阶固有频率随着边界连接刚度的增大而明显

增大。另外，表 １中还给出了黏弹性基体上纳米
梁在受外部磁场影响下的前三阶频率参数。经分

析可知，考虑系统的阻尼特性后的固有频率出现

虚部（即阻尼比），且黏弹性基体和磁场对纳米梁

的动力学特性具有较大影响。下面针对非局部参

数、黏弹性基体和磁场等的具体影响特性作进一

步分析。

在分析外部磁场对纳米梁振动特性影响时，

定义纳米梁的频率比（ＭａｇｎｅｔｉｃＦｒｅｑｕｅｎｃｙＲａｔｉｏｓ，
ＭＦＲｓ）为 ω／ωＨｘ０，其中 ωＨｘ０表示纳米梁在无外加
磁场情况下的阻尼频率值。图 ２给出了纳米梁
在不同非局部参数 α和松弛时间 τｄ下频率比
ＭＦＲｓ随磁场强度 Ｈｘ的变化情况。本算例中使
用的纳米梁及黏弹性基体的材料参数同上算例，

且仅以简支边界条件下纳米梁为例进行分析。从

图２（ａ）可以看出，纳米梁的频率比 ＭＦＲｓ实部随
着磁场强度Ｈｘ的增大而明显增大，且其值均大于
１，即施加外部磁场可明显提高黏弹性基体上纳米
梁的结构刚度。同时，增大非局部参数 α时，纳
米梁阻尼频率受外部磁场的影响也随之明显增

大，而松弛时间τｄ对纳米梁阻尼频率的影响则很
小。从图２（ｂ）可以看出，纳米梁频率比 ＭＦＲｓ虚
部不受外部磁场的影响，该变化情况与纳米梁复

固有频率解析表达式（１８）相符，即外部磁场仅影
响式（１８）的实部，虚部与其无关。另外，纳米梁
频率比 ＭＦＲｓ虚部（即阻尼比）随着松弛时间 τｄ
的增大而明显增大，随着非局部参数 α的增大而
逐渐减小。

·４６·
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表１　纳米梁在不同边界条件和非局部参数α下的前三阶频率参数β
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｐａｒａｍｅｔｅｒｓβｆｏｒｔｈｅｎａｎｏｂｅａｍｓｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｎｄｎｏｎｌｏｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓα

边
界
条
件

无基体及磁场影响下纳米梁

（ｋ ＝ζ０＝Ｈｘ＝τｄ＝０）

α＝０ α＝０．１ α＝０．３

本文解
文献

［２７］
本文解

文献

［２７］
本文解

文献

［２７］

有外部磁场影响下的黏弹性基体上纳米梁

（ｋ ＝１０５，ζ０＝１００，Ｈｘ＝１０
８，τｄ＝１０

－４）

α＝０ α＝０．１ α＝０．３

简
支
梁

３．１４１６ ３．１４１６ ３．０６８５ ３．０６８５ ２．６８００ ２．６８００ ３．２８０１＋０．２２００ｉ３．２１７５＋０．２０６８ｉ２．８９８８＋０．１４７７ｉ

６．２８３２ ６．２８３２ ５．７８１７ ５．７８１７ ４．３０１３ ４．３０１３ ６．１３９８＋１．６４１８ｉ５．７３６１＋１．２６４８ｉ４．４８５４＋０．５１０６ｉ

９．４２４８ ９．４２４８ ８．０４００ ８．０４００ ５．４４２２ ５．４４２２ ８．６０８４＋８．６０８４ｉ７．２１２０＋３．７２４６ｉ５．５８５３＋１．０２３５ｉ

悬
臂
梁

１．８７５１ １．８７５１ １．８７９２ １．８７９２ １．８９１９ １．９１５４ １．８７５９＋０．０９３９ｉ１．８９５１＋０．０９３３ｉ２．０５７８＋０．０８８６ｉ

４．６９４１ ４．６９４１ ４．５４７５ ４．５４７５ ３．７６６５ ３．７６６５ ４．７４３２＋０．６７６２ｉ４．５４０９＋０．５８２７ｉ３．７６８０＋０．３０２６ｉ

７．８５４８ ７．８５４８ ７．１４５９ ７．１４５９ ５．２９８８ ５．２９８８ ７．１２８６＋３．４３４０ｉ６．６７０６＋２．２７５１ｉ５．０７７５＋０．７５２０ｉ

固
支
梁

４．７３００ ４．７３００ ４．５９３５ ４．５９４５ ３．９０７１ ３．９１８４ ４．７７６５＋０．６９１７ｉ４．５７００＋０．５９４６ｉ３．７８５８＋０．３０６８ｉ

７．８５２５ ７．８５３２ ７．１４５４ ７．１４０２ ５．１９１７ ５．１９６３ ７．１２８０＋３．４３１５ｉ６．６６９８＋２．２７３９ｉ５．０７７０＋０．７５１８ｉ

１０．９９６０１０．９９６０ ９．２５８０ ９．２５８３ ６．２６６２ ６．２３１７１２．８４４０＋１２．８４４０ｉ７．２２８０＋７．２２８０ｉ６．０２８０＋１．３２３５ｉ

（ａ）ＭＦＲｓ实部
（ａ）ＲｅａｌｐａｒｔｏｆＭＦＲｓ

（ｂ）ＭＦＲｓ虚部
（ｂ）ＩｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｏｆＭＦＲｓ

图２　不同非局部参数α和松弛时间τｄ下磁场强度Ｈｘ
对频率比ＭＦＲｓ的影响情况

Ｆｉｇ．２　ＥｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｓｔｒｅｎｇｔｈｏｆｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄＨｘｏｎｔｈｅ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏｓＭＦＲｓｆｏｒｖａｒｉｏｕｓｖａｌｕｅｓｏｆｎｏｎｌｏｃａｌ

ｐａｒａｍｅｔｅｒαａｎｄｒｅｌａｘａｔｉｏｎｔｉｍｅτｄ

　　不同磁场强度及基体阻尼下纳米梁长细比
Ｌ／ｄ对频率比ＭＦＲｓ的影响情况如图３所示。从
图３（ａ）中可知，纳米梁频率比 ＭＦＲｓ的实部先随
着长细比Ｌ／ｄ的增大逐渐增大，而后又逐渐减小，
在长细比Ｌ／ｄ＝２６时达到最大值。固有频率的解
析表达式（１８）可以对该变化趋势进行解释，根据
式（１８）可知，阻尼频率随参数 ｃ的变化趋势与
图３（ａ）一致，而由参数 ｃ的定义可知，参数 ｃ２与
长细比的平方（Ｌ／ｄ）２近似成反比，即改变长细比
Ｌ／ｄ后引起参数ｃ的变化从而间接影响了阻尼频
率的变化趋势。同时，增大磁场强度可以明显增

大频率比 ＭＦＲｓ的实部，而基体阻尼的变化则对
其影响很小。图３（ｂ）给出了长细比 Ｌ／ｄ对频率
比ＭＦＲｓ虚部的影响情况。从图中可以看出，纳
米梁阻尼比随着长细比 Ｌ／ｄ的增大先减小后增
大，即存在某个确定的长细比 Ｌ／ｄ使得频率比
ＭＦＲｓ虚部最小。该变化规律同样可从固有频率
解析表达式（１８）中看出，改变长细比 Ｌ／ｄ可直接
影响式（１８）中参数 ｃ的取值，从而间接影响了
式（１８）中虚部的变化规律。另外，减小基体阻尼
可以大幅度地减小纳米梁的阻尼比。由于频率比

ＭＦＲｓ虚部为固有频率虚部与阻尼频率的比值，
因此ＭＦＲｓ虚部的变化趋势与阻尼频率具有一定
的相关性。在实际工程应用中，可以首先利用本

文所建模型得到系统阻尼频率和阻尼比随长细比

的变化曲线，然后根据具体的工程需要，确定满足

实际工程要求的最优长细比。

为了分析边界条件对纳米梁振动特性的影响

·５６·
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（ａ）ＭＦＲｓ实部
（ａ）ＲｅａｌｐａｒｔｏｆＭＦＲｓ

（ｂ）ＭＦＲｓ虚部
（ｂ）ＩｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｏｆＭＦＲｓ

图３　不同磁场强度Ｈｘ和基体阻尼参数ζ０下

长细比Ｌ／ｄ对频率比ＭＦＲｓ的影响情况
Ｆｉｇ．３　ＥｆｆｅｃｔｏｆａｓｐｅｃｔｒａｔｉｏＬ／ｄｏｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏｓ
ＭＦＲｓｆｏｒｖａｒｉｏｕｓｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｓｔｒｅｎｇｔｈｏｆｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄ
Ｈｘａｎｄｄａｍｐｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆｔｈｅｆｏｕｎｄａｔｉｏｎζ０

情况，图４给出了固支 －固支（Ｃ－Ｃ）、固支 －简
支（Ｃ－Ｓ）、简支－简支（Ｓ－Ｓ）和悬臂（Ｃ－Ｆ）条
件下纳米梁频率比 ＭＦＲｓ随 Ｈｘ的变化曲线。由
图 ４（ａ）可知，随着磁场强度Ｈｘ的增大，各边界条
件下纳米梁阻尼频率均明显增大，且幅度从大到

小按Ｃ－Ｆ、Ｓ－Ｓ、Ｃ－Ｓ、Ｃ－Ｃ排序，这说明减小
纳米梁的边界连接刚度可以明显提高阻尼频率对

磁场强度的敏感度。频率比ＭＦＲｓ虚部变化情况
如图 ４（ｂ）所示，同样可以看出虚部与磁场强度
Ｈｘ的变化无关，仅随边界连接刚度的增大而逐渐
增大。

４　结论

基于非局部 Ｅｕｌｅｒ梁模型，建立了黏弹性基
体上纳米梁在磁场影响下的动力学分析模型。通

过引入非局部理论、Ｋｅｌｖｉｎ黏弹性地基模型及洛
伦兹力，首先建立了系统的振动控制方程，然后利

（ａ）ＭＦＲｓ实部
（ａ）ＲｅａｌｐａｒｔｏｆＭＦＲｓ

（ｂ）ＭＦＲｓ虚部
（ｂ）ＩｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｏｆＭＦＲｓ

图４　不同边界条件下磁场强度Ｈｘ
对频率比ＭＦＲｓ的影响情况

Ｆｉｇ．４　ＥｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｓｔｒｅｎｇｔｈｏｆｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄＨｘｏｎｔｈｅ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏｓＭＦＲｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

用传递函数法对该方程进行了求解。同时本文还

得到了特定条件下纳米梁固有频率的解析解，并

对多种典型情况作了分析。通过与文献中已有结

果对比，验证了本文所建模型的正确性，并在此基

础上分析了非局部参数、磁场强度、长细比、阻尼

系数及边界条件等影响因素的动力学特性。主要

结论包括：

１）外部磁场可大幅度提高纳米梁的阻尼频
率，当磁场强度Ｈｘ由０增大到４×１０

８Ａ／ｍ时，各
非局部参数下纳米梁的阻尼频率均增大了１００％
以上，且增大幅度随着非局部参数的增大而明显

增大，但系统的阻尼比不受磁场变化影响。

２）存在一个最优长细比 Ｌ／ｄ使得纳米梁阻
尼频率对外部磁场的敏感度最高。此外，存在确

定的长细比Ｌ／ｄ使得系统的阻尼比最小。
３）边界条件对纳米梁振动特性有较大影响，

减小纳米梁的边界连接刚度可以明显提高阻尼频

率对磁场强度的敏感度。

·６６·
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