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摘　要：在卫星星间测距模拟信号仿真及实际测试中，为提高测距模拟信号精度和系统可用带宽，提出
基于边界拟合Ｒｅｍｅｚ算法的高精度分数时延滤波器的设计算法。该算法利用 Ｆａｒｒｏｗ结构的多项式近似思
想，采用多项式拟合Ｒｅｍｅｚ算法设计滤波器的冲激响应边界系数，通过多相分解实现分数时延滤波器组。该
算法改善了当设计的滤波器阶数较高时冲激响应边界的不连续现象，进而降低了群时延误差，提高了精度。

仿真结果表明，该算法设计的滤波器的分数时延精度得到了提高，同时系统可用带宽提高近一倍，实现时需

使用的乘法器数目也有明显降低。
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　　分数时延在卫星导航模拟［１］、雷达［２］、通

信［３］等领域有着广泛的应用。在卫星星间测距

信号模拟中，分数时延是模拟高分辨率伪码多普

勒信号的关键技术。通常可以使用有限冲激响应

（ＦｉｎｉｔｅＩｍｐｕｌｓｅＲｅｓｐｏｎｓｅ，ＦＩＲ）或无限冲激响应
（ＩｎｆｉｎｉｔｅＩｍｐｕｌｓｅＲｅｓｐｏｎｓｅ，ＩＩＲ）两种结构实现分
数时延［４－５］，ＦＩＲ滤波器结构以其线性相位和较
高的稳定性而得到了更多的关注。

分数时延滤波器的设计有多种方法［６－７］，目

前研究较多的主要是多相结构多速率采样法和

Ｆａｒｒｏｗ结构多速率采样法。Ｆａｒｒｏｗ结构多速率采
样法的优点是占用的存储资源少、改变分数时延

需实时更新的参数少，不足是系统带宽小、占用的

乘法器资源较多［３］；多相结构多速率采样法的优

点和不足正好与 Ｆａｒｒｏｗ结构多速率采样法的相
反。由 于 通 常 现 场 可 编 程 门 阵 列 （Ｆｉｅｌｄ
ＰｒｏｇｒａｍｍａｂｌｅＧａｔｅＡｒｒａｙ，ＦＰＧＡ）芯片的存储资源
富裕而乘法器资源较为紧张，因此实现分数时延

滤波器时多采用多相结构多速率采样法。

多相结构多速率采样法的核心是设计可供多

相分解的高阶滤波器，设计高阶滤波器的方法较

多，主要有窗函数法、最小二乘法、插值法、Ｒｅｍｅｚ
算法等，其中Ｒｅｍｅｚ算法拥有灵活的迭代设计方
法，能够取得较高的分数时延精度，因此本文采用

Ｒｅｍｅｚ算法作为设计的基本算法。
目前在多相结构多速率采样法的分数时延滤
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波器设计中，通常一次设计只做到采样周期的几

十分之一［８］，因为较多的多相分解会导致分数时

延滤波器组的一致性变差、群时延误差增大等问

题［３］。针对这些问题，本文采用 Ｒｅｍｅｚ算法进行
分数时延滤波器设计，同时利用 Ｆａｒｒｏｗ结构的多
项式拟合思想［９］，对Ｒｅｍｅｚ算法设计的高阶滤波器
进行边界拟合，从而实现在较多的多相分解下仍具

有较好一致性和较低群时延误差的分数时延滤波器

组，最终降低群时延误差，提高分数时延的精度。

１　基于多相结构的分数时延滤波器组设
计算法

　　采用多相结构多速率采样法设计的１／Ｍ分
数时延滤波器组具有如图 １所示的结构，其分数
时延性能的优劣取决于其中 Ｈ０（ｚ），…，ＨＭ－１（ｚ）
这Ｍ个滤波器的设计。根据滤波器的多相分解
理论，这Ｍ个滤波器可以通过分解一个高阶的低
通滤波器而得到，因此多相结构多速率采样法设

计分数时延滤波器组的实质就是设计满足分解要

求的高阶低通滤波器。

图１　分数时延滤波器组的实现结构
Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｌａｙｆｉｌｔｅｒｓ

　　使用 Ｒｅｍｅｚ算法设计的低通滤波器满足最
大误差最小准则［１０］，具有很高的灵活性，其最大

特点是在确定滤波器阶数 Ｎ、通带截止频率 ωｐ、
阻带截止频率ωｓ的情况下，可以设计出通带和阻
带都等波纹的滤波器。然而当 Ｍ增大到一定程
度时，Ｒｅｍｅｚ算法设计出的滤波器的冲激响应边
界会出现不连续点［６］，如图２（ａ）所示，这就会导
致多相分解后的分数时延滤波器组群时延误差增

加，如图 ２（ｂ）所示。

（ａ）滤波器冲激响应
（ａ）Ｉｍｐｕｌｓｅｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｆｉｌｔｅｒ

（ｂ）多相分解后的群时延曲线
（ｂ）Ｇｒｏｕｐｄｅｌａｙａｆｔｅｒｐｏｌｙｐｈａｓｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ

图２　Ｒｅｍｅｚ算法设计的低通滤波器响应
Ｆｉｇ．２　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｌｏｗｐａｓｓｆｉｌｔｅｒｄｅｓｉｇｎｅｄｂｙＲｅｍｅｚａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　　出现不连续点的原因，从 Ｒｅｍｅｚ算法设计滤
波器的物理意义上说，是为了满足最佳一致逼近

准则，从而实现滤波器的通带区间和阻带区间的

误差函数均匀、一致且最小，即保证了滤波器频率

响应的通带和阻带等波纹［１１］。其主要设计过程

是利用切比雪夫交错点定理从频域上进行设计，

·３２１·
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所有参数均使用 Ｒｅｍｅｚ算法迭代求解，设计求解
完成后做傅里叶逆变换从而得到滤波器冲激响

应［１１］。因此用该方法设计完成的滤波器其时域

状态在整个设计过程中都是不关心的，而多相分

解恰恰是从滤波器时域的冲激响应出发进行设

计，故被分解滤波器的时域形状会影响分数时延

滤波器组的误差性能。

２　边界拟合Ｒｅｍｅｚ算法

理想的分数时延滤波器组的系统函数为：

Ｈｄ（ω，ｒ）＝ｅ
－ｊωτ＝ｅ－ｊω（Ｄ＋

ｒ
Ｍ－１） （１）

式中：Ｄ为整数倍时延；ｒ表示第 ｒ个分数时延滤
波器，ｒ≤Ｍ－１，ｒ∈Ν；ω为归一化角频率。

设使用 Ｒｅｍｅｚ算法设计出的高阶低通滤波
器的系统函数为：

Ｈ（ｚ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｚ－ｎ （２）

式中，Ｎ为滤波器阶数，ｈ（ｎ）为滤波器冲激响应，
ｎ为公式中的自增变量。

对上述高阶滤波器使用Ｍ相的多相分解，可
以得到：

Ｈ（ｚ）＝∑
Ｍ－１

ｒ＝０
ｚ－ｒ∑
（Ｎ／Ｍ）－１

ｎ＝０
ｈ（ｒ＋ｎＭ）ｚ－ｎＭ

＝∑
Ｍ－１

ｒ＝０
Ｈｒ（ｚ

Ｍ）ｚ－ｒ （３）

其中，

Ｈｒ（ｚ
Ｍ）＝ ∑

（Ｎ／Ｍ）－１

ｎ＝０
ｈ（ｒ＋ｎＭ）ｚ－ｎＭ （４）

利用Ｎｏｂｌｅ恒等式［６］变换后的分数时延滤波

器组为：

Ｈｒ（ｚ）＝ ∑
（Ｎ／Ｍ）－１

ｎ＝０
ｈ（ｒ＋ｎＭ）ｚ－ｎ，

ｒ≤Ｍ－１，ｒ∈Ν （５）
因此，式（５）即为使用ＦＩＲ滤波器组对式（１）

分数时延的实现。

为了评价所设计的滤波器的性能，给出群时

延误差函数（ＧｒｏｕｐＤｅｌａｙＥｒｒｏｒＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＧＤＥＦ）
定义［１２］：

ｅτ（ω，ｒ）＝ τｄ（ω，ｒ）－τＨ（ω，ｒ） （６）
式中，τｄ（ω，ｒ）表示理想的ｒ个分数时延滤波器组
Ｈｄ（ω，ｒ）的群时延，τＨ（ω，ｒ）表示 ＦＩＲ滤波器组
Ｈｒ（ｚ）的群时延。

根据式（１）和式（５），有：

　τｄ（ω，ｒ）＝－
ａｒｇ［Ｈｄ（ω，ｒ）］

ω
＝Ｄ＋ ｒ

Ｍ－１ （７）

τＨ（ω，ｒ）＝－
ａｒｇ［Ｈｒ（ｚ）｜ｚ＝ｅｊω］

ω
　　　　

＝－ａｒｇ［ＦＴ［ｈ（ｒ＋ｎＭ）］］
ω

（８）

其中，ａｒｇ［·］表示求系统函数的相频响应，
ＦＴ［·］表示进行傅里叶变换。

前文提到使用 Ｒｅｍｅｚ算法设计滤波器需要
确定滤波器阶数Ｎ、通带截止频率ωｐ和阻带截止
频率ωｓ。对于设计多相结构分数时延滤波器来
说，由于其插值特性，其阻带截止频率是确定的，

即ωｓ＝１／（Ｍ－１）；为了节约资源，通常选择较小
的Ｎ，同时为了增加带宽，需要选择较大的ωｐ。

这里采用较常用的仿真方法来确定Ｎ和ωｐ，
确定的原则为最大群时延误差最小以及其上确界

原则：

ｍｉｎ
Ｎ，ωｐ
｛ｍａｘ
０≤ω≤ωｕ

［ｅτ（ω，ｒ）］｝≤
１
Ｍ－１，

１≤ｒ≤Ｍ－２，ｒ∈Ｎ （９）
式中，ωｕ为由 ｒ个子滤波器构成的系统的通带截
止频率。

式（９）也说明，对于分数时延滤波器组设计
结果，从约束优化的角度上说，属于对群时延误差

使用“最大最小准则”，即对每一个分数时延滤波

器，都要求其满足最大群时延误差最小且不能超

过上界，而不再是 Ｒｅｍｅｚ算法设计滤波器时使用
的通带和阻带波动误差的最佳一致逼近准则。

由图 ２可知，多相分解后的第１个和第 Ｍ个
子滤波器会受到冲激响应边界的不连续的影响，

若要使这两个子滤波器与其余Ｍ－２个子滤波器
的群时延特性一致，就要消除 Ｒｅｍｅｚ算法带来的
不连续现象。由于冲激响应的对称性，以下仅对

第１个子滤波器进行不连续性的消除，第 Ｍ个子
滤波器的不连续点的冲激响应值可以直接等于第

１个子滤波器。
根据Ｆａｒｒｏｗ结构的思想，各子滤波器的对应

系数应满足多项式近似的原理，因此，可以利用其

他Ｍ－１个子滤波器对第１个子滤波器的系数进
行不连续性消除。下面给出算法步骤及推导：

第一步：提取其他 Ｍ－１个子滤波器的第一
个系数。根据式（５），这Ｍ－１个系数组成的集合
为Ａ＝｛ｈ（１），ｈ（２），ｈ（３），…，ｈ（Ｍ－１）｝。

第二步：对这个集合中的所有数进行多项式

拟合，利用拟合后最大群时延误差最小的原则以

及误差函数上界，即

ｍｉｎ
ｍ
｛ｍａｘ
０≤ω≤ωｕ

［ｅτ（ω，０）］｝≤
１
Ｍ－１ （１０）

得到多项式的阶数 ｍ，拟合方法的选择可参照文
献［１３］，最后得到多项式拟合函数：

·４２１·
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ｆ（ｘ）＝ａｍｘ
ｍ＋ａｍ－１ｘ

ｍ－１＋…＋ａ１ｘ＋ａ０，
１≤ｘ≤Ｍ－１，ｘ∈Ｎ （１１）

第三步：将不连续点的 ｘ值代入拟合函数
式（１１）中，得到修正后的不连续点数值 ｆ（ｘ），此
时整个滤波器的冲激响应即变为连续，Ｒｅｍｅｚ算
法在分数时延滤波器组的设计中得到了修正。

值得说明的是，按照上文的方法约束优化后，

得到的是一组满足工程需求的满意解，但不一定

是最优解。

３　仿真分析与实例验证

３．１　边界拟合Ｒｅｍｅｚ算法的合理性分析

Ｒｅｍｅｚ算法设计的滤波器之所以会出现冲激
响应在边界处不连续的现象是因为在其算法迭代

过程中需要满足阻带等波纹的约束，而利用边界

拟合方法将不连续点拟合成连续点实质是降低阻

带增益。这是因为冲激响应边界处的点对阻带增

益影响较多，而对通带和过渡带几乎没有影

响［６］。通过图３所示的改进后 Ｒｅｍｅｚ算法滤波
器的频率响应可以看到，阻带增益进一步降低。

这种降低在一般滤波器的设计中未必是有益的，

但是在分数时延滤波器的设计中一定是有益的，

因为提高了滤波器对插值引起的频谱扩展的抑

制，这也证明了本文所提算法改进的合理性。

图３　改进前后Ｒｅｍｅｚ算法设计的滤波器频率响应对比
Ｆｉｇ．３　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｆｉｌｔｅｒｓｄｅｓｉｇｎｅｄｂｙ
Ｒｅｍｅｚａｌｇｏｒｉｔｈｍｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｂｏｕｎｄａｒｙｆｉｔｔｉｎｇ

３．２　仿真结果

假定数字基带信号的采样频率为６０ＭＨｚ，时
延精度要求小于等于０１ｎｓ，因此采样点之间应
被分解为 １６７份，即 Ｍ＝１６７，同时可以确定
Ｒｅｍｅｚ算法的阻带截止频率 ωｓ＝１／１６６≈
０００６０２４πｒａｄ／ｓａｍｐｌｅ。由于 １６７是质数，因此
文献［８］提出的基于因数分解的构造性设计方法
不再适用，只能使用本文提出的方法。

利用第２节中的方法，根据仿真结果，得到滤
波器阶数Ｎ＝１８，通带截止频率 ωｐ＝０４６／１６７≈
０００２７５４πｒａｄ／ｓａｍｐｌｅ。

然后选择不同的多项式阶数 ｍ对集合 Ａ进
行拟合，并计算其最大群时延误差，得到表 １。可
以看到当ｍ＝２时，可以得到最小的最大群时延
误差。

此时拟合函数的表达式为：

ｆ（ｘ）＝－５．３７２×１０－１０ｘ２＋６．６７５×１０－８ｘ＋
８．６４６×１０－７，
１≤ｘ≤１６６，ｘ∈Ｎ （１２）

将ｘ＝０代入式（１２）可得：
ｈ（０）＝ｆ（０）＝８．６４６×１０－７ （１３）

表１　不同多项式阶数及其对应最大群时延误差
Ｔａｂ．１　Ｍａｘｇｒｏｕｐｄｅｌａｙｅｒｒｏｒｖｅｒｓｕｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｒｄｅｒ

多项式阶数ｍ ｍａｘ
０≤ω≤ωｕ

｛ｅτ（ω，０）｝

１ －１８．５９ｄＢ

２ －２３．０９ｄＢ

３ －２２．３３ｄＢ

４ －２２．１９ｄＢ

５ －２２．２３ｄＢ

６ －２２．２３ｄＢ

７ －２２．２２ｄＢ

８ －２２．２１ｄＢ

做出改进前后所有频率和分数时延下的群时

延误差，如图 ４所示。从图 ４可见改进后的分数
时延滤波器组的最大群时延误差比改进前降低了

大约１０ｄＢ，且所有通带的误差均降至 １／１６６≈
－２２２０ｄＢ以下，满足最大群时延误差最小及其
上确界原则，改进效果明显。

将该多项式插值的改进 Ｒｅｍｅｚ算法与文
献［３］中提出的算法进行对比。根据仿真，可取
文献［３］中算法的多项式阶数为５、滤波器阶数为
８，得到的对比结果如表 ２所示。可以看出本文
所提出的改进算法比文献［３］中的方法可用带宽
增加近一倍，若要求文献［３］中的带宽与本文所
提方法一致，其滤波器阶数至少需选为４２，大大
增加了系统延时和乘法器资源；本文算法虽然占

用的存储资源较多，但使用的乘法器资源较少，这

在ＦＰＧＡ实现的过程中是比较有优势的；本文所
提出的算法需要实时更新的参数数目要比文

献［３］中算法的多，但最大群时延误差要比文

·５２１·
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献［３］中算法的小。综上，本文所提算法可以较
好地适用于高带宽、高精度、低实时性的应用中。

（ａ）改进前
（ａ）Ｂｅｆｏｒｅｂｏｕｎｄａｒｙｆｉｔｔｉｎｇ

（ｂ）改进后
（ｂ）Ａｆｔｅｒｂｏｕｎｄａｒｙｆｉｔｔｉｎｇ

图４　分数时延滤波器组的群时延误差
Ｆｉｇ．４　Ｇｒｏｕｐｄｅｌａｙｅｒｒｏｒｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｌａｙｆｉｌｔｅｒｓ

表２　分数时延滤波器设计结果比较

Ｔａｂ．２　Ｃｈａｒａｃｔｅｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｌａｙｆｉｌｔｅｒｓ

文献［３］中的
Ｆａｒｒｏｗ结构

改进Ｒｅｍｅｚ算法
多相结构

归一化后

可用带宽
０．３６９１π ０．６７７７π

需存储的

滤波器系数数目
４０ ３００６

需使用的

乘法器数目
４０ １８

实时更新

参数个数
１ １８

最大群时延误差 －２２．２３ｄＢ －２３．０９ｄＢ

需要说明的是，在实际工程应用中，一般而

言会在空间复杂度允许的条件下尽量降低时间

复杂度，还会在空间和时间复杂度均允许的情

况下降低群时延误差，即降低群时延误差的重

要性要大于降低时间和空间复杂度的重要性，

而降低时间复杂度的重要性要大于降低空间复

杂度的重要性。因此，首先群时延的误差容许

范围应满足式（９）所确定的误差准则，否则即使
时间及空间复杂性再低，也不能满足工程的精

度需求；在该前提下，群时延误差越小则说明在

通带内系统所带来的信号失真越小，信号失真

是实际信号处理中虽然不可避免但仍在极力降

低其影响的现象。表 ２中比较的两种算法均是
在满足式（９）的前提下而进行的比较，且本文所
提算法的群时延误差更小，即带来的信号失真

更小。从时间复杂度的角度上来说，参数更新

的速度要求越快越好，而更新 １个参数最快需
要１个时钟周期的时间，因此本文所提算法需
要１８个时钟周期才能完成更新，而文献［３］中
的算法只需要 １个时钟周期即可以完成更新。
但在实际实现中，利用增加空间复杂度即并行

化的方式可以使这１８个参数在１个时钟周期内
完成更新，因此利用空间换时间的方式来达到

降低时间复杂度的目的是可行且合理的。而对

于空间复杂度本身来说，又分为存储资源和乘

法器资源。在 ＦＰＧＡ中，存储资源的数量远大于
乘法器资源的数量，因此应在存储资源允许的

条件下降低乘法器资源；而本文所提算法恰好

是增加了存储资源但降低了乘法器资源。因

此，本文所提算法具有更优的工程实现意义。

４　结论

针对分数时延滤波器对高精度的要求，使用

改进的Ｒｅｍｅｚ算法设计出了高精度的分数时延
滤波器。利用拟合的改进算法解决了 Ｒｅｍｅｚ算
法设计的高阶滤波器冲激响应边界不连续的问

题。利用群时延误差函数分析了分数时延滤波器

组的性能，提高了分数时延精度，同时增加了分数

时延滤波器组的可用带宽，降低了需使用的乘法

器数量。算法不足之处则在于存储器数量占用较

多，实时性较低。因此本文所提算法适用于高带

宽、高精度、低实时性的应用。该算法也已成功应

用在本文基金支持项目的星间伪码测距测试中，

效果良好。
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