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具有空间坐标耦合的二阶集群模型分析

刘易成，李　翔，聂　芬
（国防科技大学 文理学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：在空间坐标耦合的情形下建立一种改进的二阶分布式集群模型。分析结果显示，如果系统的拓
扑结构不变，当其确定的有向图具有有向支撑树并且速度的伴随系数大于某一临界值时，整个群体将随着

耦合矩阵的旋转角的变化而呈现出三种集群样式———直线模式、圆柱螺线模式以及对数螺线模式。最后给

出了这三种样式所对应的数值仿真结果。

关键词：空间坐标耦合；一致集群；弱集群；集群模式；圆柱螺线

中图分类号：Ｏ２３１．５　　文献标志码：Ｊ　　文章编号：１００１－２４８６（２０１７）０６－１１８－０８

Ａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｃｏｌｌｅｃｔｉｖｅｍｏｄｅｌｗｉｔｈ
ｓｐａｔｉａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｃｏｕｐｌｉｎｇ

ＬＩＵＹｉｃｈｅｎｇ，ＬＩＸｉａｎｇ，ＮＩＥＦｅｎ
（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＬｉｂｅｒａｌＡｒｔｓａｎｄＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＮａｔｉｏｎａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００７３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ａｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｃｏｌｌｅｃｔｉｖｅｍｏｄｅｌｗｉｔｈｓｐａｔｉａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｃｏｕｐｌｉｎｇｗａｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔ：ｉｆｔｈｅ

ｔｏｐｏｌｏｇｙｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｉｓｕｎｃｈａｎｇｅｄ，ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｇｒａｐｈｈａｓａｄｉｒｅｃｔｅｄｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅａｎｄｔｈｅｓｐｅｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｉｓｏｖｅｒｔｈｅｃｒｉｔｉｃａｌｖａｌｕｅ，ｔｈｅ

ｓｙｓｔｅｍｗｉｌｌｐｒｅｓｅｎｔｔｈｒｅｅｆｌｏｃｋｉｎｇｐａｔｔｅｒｎｓｗｉｔｈｔｈｅｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｍａｔｒｉｘ—ｌｉｎｅａｒｐａｔｔｅｒｎ，ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｐｉｒａｌｐａｔｔｅｒｎ，ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ

ｓｐｉｒａｌｐａｔｔｅｒｎ．Ｓｏｍｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｓｅｔｈｒｅｅｐａｔｔｅｒｎｓｗｅｒｅｃａｒｒｉｅｄｏｕｔｉｎｔｈｅｌａｓｔｓｅｃｔｉｏｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｓｐａｔｉａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｃｏｕｐｌｉｎｇ；ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｆｌｏｃｋｉｎｇ；ｗｅａｋｆｌｏｃｋｉｎｇ；ｆｌｏｃｋｉｎｇｐａｔｔｅｒｎ；ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｐｉｒａｌ

　　随着控制理论的不断发展，对单个智能体的
控制已日趋成熟，并发展出了许多控制方法，如比

例微积分（ＰｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌＩｎｔｅｇｒａｌＤｅｒｉｖａｔｉｖｅ，ＰＩＤ）控
制、自适应控制、鲁棒控制、智能控制等。

近２０年来，对多智能体系统的研究，引起了
越来越多的学者的关注。对于这种具有内部相互

作用的多智能体系统，有两种常用的控制方法：中

心式控制方法和分布式控制方法。中心式控制方

法，即系统存在一个控制中心，负责管理系统中所

有智能体的状态。本质上，中心式控制方法是对

传统单智能体系统控制方法的简单延伸和推广。

与之相比，分布式控制方法不需要“中心”的存

在，体现出更多的优势，如稳定性、自适应性、灵活

性、和可测量性等。由于现实中多智能体系统内

部常常具有交流、感知范围、带宽等因素的限制，

分布式控制方法相对于中心式控制方法具有更加

鲜明的物理意义和实际应用价值。随着包括无人

机的协同控制、卫星群体的交流协作、分布式传感

网络等领域中分布式系统的广泛应用，分布式协

同行为已经成为人们研究的热点，尤其在对无人

控制系统，包括无人机、无人车、无人水下工具的

研究过程中，分布式系统常常被用来解决多个智

能体之间的协同问题。这种协同具体是指，通过

整个系统内部的信息传递和信息交换，使得所有

智能体的最终状态达成一致或形成某种结构。

事实上，这种“无中心”的分布协同现象在生

态学、生物学、社会学以及经济学等领域也广泛存

在，表现出显著的大尺度性、交互性和智能性等特

点。例如，在生态学中，鸟群的迁徙行为、鱼群的

定向运动、细菌的快速聚集、蜜蜂群体在少数工蜂

指引下的协同行为等，都是具有重要理论价值和

广阔应用前景的研究课题，并且受到众多研究团

队的关注［１－３］。分布式控制系统的研究也常常被

应用于分布式计算［４］、管理科学［５－６］、物理学［７］

等领域。
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以及 Ｒｅｎ［１１］等最先提出并研究了一类一阶分布
式控制模型：
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ｒｉ（ｔ）＝ｕｉ（ｔ）＝－∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ［ｒｉ（ｔ）－ｒｊ（ｔ）］（１）

式中：ｒｉ∈ＲＲ代表智能体 ｉ的状态；ｕｉ∈ＲＲ代表控
制输入；ａｉｊ为一常数，代表个体 ｊ对个体 ｉ的影响
强度。

之后，Ｒｅｎ和 Ａｔｋｉｎｓ在文献［１２］中拓展了上
述一阶模型，研究了二阶集群模型：

ｘｉ（ｔ）＝ｖｉ（ｔ）

ｖｉ（ｔ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ［ｘｊ（ｔ）－ｘｉ（ｔ）］＋γ∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ［ｖｊ（ｔ）－ｖｉ（ｔ）{ ］

（２）
其中，ｘｉ∈ＲＲ代表第 ｉ个智能体的位置，ｖｉ∈ＲＲ代
表速度，γ为正耦合常数。

在文献［１２］中，对于二阶的集群模型，系统
的拓扑结构具有有向支撑树是系统实现集群的必

要而非充分条件。同时，作者给出了系统实现一

致集群的一个充分条件。之后，文献［１３］得到了
系统（２）实现一致集群的充要条件。

但是以上模型均在一维空间中讨论。对于现

实中三维空间的情形，Ｒｅｎ［１４］讨论了一种具有阻
尼项的三维系统模型：

ｘｉ（ｔ）＝ｖｉ（ｔ）

ｖｉ（ｔ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＣ［ｘｊ（ｔ）－ｘｉ（ｔ）］－γｖｉ（ｔ

{
）

（３）

其讨论了当Ｃ∈ＲＲ３×３为旋转矩阵时系统的一致集
群规律，指出当阻尼系数γ的值大于某一常数时，
系统将随着旋转角度θ的变化而呈现出不同的集
群样式。其他对二阶集群模型的讨论可参阅文

献［１５－１８］。　
本文通过引入空间坐标耦合，研究了另一种

二阶分布式系统模型，讨论并分析了其集群模式，

扩展了相关结论。

１　具有空间坐标耦合的集群模型

本节从数学模型角度处理集群模式的形成和

演化规律。考虑如下具有空间坐标耦合的集群

模型：

ｘｉ（ｔ）＝ｖｉ（ｔ）

ｖｉ（ｔ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＣ［ｘｊ（ｔ）－ｘｉ（ｔ）］＋γ∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＣ［ｖｊ（ｔ）－ｖｉ（ｔ）

{
］
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其中：ｘｉ∈ＲＲ

ｍ代表第ｉ个智能体的位置，ｖｉ∈ＲＲ
ｍ代

表速度，ｍ为空间维数；相应地，ｘｉ，ｖｉ分别表示
它们的导数；常数 ａｉｊ≥０表示智能体 ｊ对 ｉ的作
用强度，ｘｊ（ｔ）－ｘｉ（ｔ）和ｖｊ（ｔ）－ｖｉ（ｔ）分别表示位
移伴随项和速度伴随项；γ＞０表示系统对速度伴

随项的依赖程度；Ｃ表示位移和速度伴随项各分
量间的耦合矩阵。

本模型拓展了 Ｒｅｎ和 Ａｔｋｉｎｓ在文献［１２］中
提出的一维模型，并引入了一种新的空间坐标耦

合方式，考虑了在高维情形下由空间坐标耦合所

导致的模式形成问题。而与文献［１４］中的耦合
方式不同的是，本模型中没有速度阻尼项，取而代

之的是速度趋同项。这样的模型使智能体群的轴

向速度不趋于零，而整个多智能体系统将同时具

有轴向的直线运动和垂直于轴向的周期运动

样式。

为描述多智能体系统最终形成的集群样式，

给出如下定义：

定义 １　１）对任意的初始值｛ｘｉ（０），
ｖｉ（０）｝，如果系统（４）的解｛ｘｉ（ｔ），ｖｉ（ｔ）｝满足

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｘｊ（ｔ）－ｘｉ（ｔ） ＝０

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｖｊ（ｔ）－ｖｉ（ｔ） ＝{ ０
（５）

则称多智能体系统（４）是一致集群的。
２）如果对任意的初始值｛ｘｉ（０），ｖｉ（０）｝，存

在常数Ｍ＞０，使得
ｓｕｐ
ｔ≥０
ｘｊ（ｔ）－ｘｉ（ｔ） ＜Ｍ

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｖｊ（ｔ）－ｖｉ（ｔ） ＜{ Ｍ
（６）

则称多智能体系统（４）是弱集群的。
下面将讨论在位移伴随和速度伴随的共同作

用下，具有空间坐标耦合的集群系统（４）的一致
集群问题。

２　预备知识

如果将多智能体系统中的每个智能体对应于

有向图中的各个顶点，将智能体ｊ对智能体ｉ的影
响对应于有向图中由顶点 ｊ出发，指向顶点 ｉ的
边，且影响的强度大小对应于边的权值 ａｉｊ，那么，
多智能体系统（４）的拓扑结构将由其对应的有向
图Ｇ完全决定。记 Ｇ的邻接矩阵 Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，
拉普拉斯矩阵 Ｌ＝Ｄ－Ａ，其中 Ｄ ＝ｄｉａｇ｛ｃ１，

ｃ２，…，ｃｎ｝，ｃｉ＝∑
ｊ≠ｉ
ａｉｊ。对于拉普拉斯矩阵的性

质，可以总结为以下引理１：
引理１［７］　若Ｌ为有向图Ｇ对应的拉普拉斯

矩阵，则当有向图 Ｇ具有有向支撑树时，Ｌ有且
仅有一个零特征值，并且 Ｌ的非零特征值均具有
正的实部。此外，存在各分量非负的ν１∈ＲＲ

ｎ使得

νＴ１Ｌ＝０，ν
Ｔ
１１ｎ＝１，且Ｌ１ｎ＝０，即 ν１与１ｎ分别为 Ｌ

的零特征值所对应的左特征向量与右特征向量。

对于三维空间中的旋转矩阵 Ｃ∈ＲＲ３×３，若已

·９１１·



国 防 科 技 大 学 学 报 第３９卷

知其旋转轴和旋转角分别为 ａ＝［ａ１，ａ２，ａ３］
Ｔ及

θ∈［０，２π），则容易算出其特征值和对应的特征
向量。接下来用引理的形式具体说明。

引理２　已知旋转矩阵Ｃ∈ＲＲ３×３的旋转轴为

ａ（不妨设 ａ为单位向量），旋转角为 θ，则 Ｃ的三
个特征值分别为 β１＝１，β２＝ｅ

ｉθ，β３＝ｅ
－ｉθ。当 ａ２，

ａ３不全为零时，可选取 Ｃ的右特征向量为 τ１＝
ａ，τ２＝［ａ

２
２＋ａ

２
３，－ａ１ａ２＋ａ３ｉ，－ａ１ａ３－ａ２ｉ］

Ｔ，τ３＝
珋τ２，左特征向量为 ρ１＝τ１，ρ２＝珋τ２／τ２

２，ρ３＝

珋τ３／τ３
２，其中ｉ＝ －槡 １为虚数单位，－表示复数

的共轭。从而有τＴｌρｌ＝１，ｌ＝１，２，３。

记 Ｂ＝
０３ｎ×３ｎ Ｉ３ｎ
ＡＣ γＡ[ ]Ｃ，其中 γ为一正常

数，下面的定理旨在寻找矩阵 Ｂ的特征值和特征
向量。

定理１　已知ｎ阶方阵 Ａ的特征值为 μｋ，且
其对应的右特征向量和左特征向量分别为 ωｋ与
νｋ，则矩阵Ｂ的特征值为：

σ６（ｋ－１）＋２ｌ－１＝［γλ３（ｋ－１）＋ｌ＋ （γλ３（ｋ－１）＋ｌ）
２＋４λ３（ｋ－１）＋槡 ｌ］／２

σ６（ｋ－１）＋２ｌ＝［γλ３（ｋ－１）＋ｌ－ （γλ３（ｋ－１）＋ｌ）
２＋４λ３（ｋ－１）＋槡 ｌ］／２

其 所 对 应 的 右 特 征 向 量 可 分 别 取 为

ωｋτｌ
σ６（ｋ－１）＋２ｌ－１ωｋτ[ ]

ｌ

和
ωｋτｌ

σ６（ｋ－１）＋２ｌωｋτ[ ]
ｌ

，左特征

向 量 可 取 为
λ３（ｋ－１）＋ｌνｋρｌ
σ６（ｋ－１）＋２ｌ－１νｋρ[ ]

ｌ

和

λ３（ｋ－１）＋ｌνｋρｌ
σ６（ｋ－１）＋２ｌνｋρ[ ]

ｌ

，ｋ＝１，２，…，ｎ，ｌ＝１，２，３。其

中λ３ｋ－２＝μｋ，λ３ｋ－１＝μｋｅ
ｉθ，λ３ｋ＝μｋｅ

－ｉθ。当 Ａ的
零特征值的重数为１时，矩阵 Ｂ的零特征值的代
数重数为６，几何重数为３。

证明　由矩阵张量积的性质可知，ＡＣ的
特征值为 λ３ｋ－２＝μｋ，λ３ｋ－１＝μｋｅ

ｉθ，λ３ｋ＝μｋｅ
－ｉθ，其

所对应的右特征向量与左特征向量可分别取为

ωｋτｌ与νｋρｌ，ｋ＝１，２，…，ｎ，ｌ＝１，２，３。为计
算矩阵Ｂ的特征值σ，则需求解矩阵Ｂ的特征方
程ｄｅｔ（σＩ６ｎ－Ｂ）＝０。注意到：

ｄｅｔ（σＩ６ｎ－Ｂ）＝ｄｅｔ
σＩ３ｎ －Ｉ３ｎ
－ＡＣ σＩ３ｎ－γＡ[ ]( )Ｃ

＝ｄｅｔ［σ２Ｉ３ｎ－（１＋γσ）ＡＣ］

＝∏
３ｎ

ｋ＝１
［σ２－（１＋γσ）λｋ］

由特征方程ｄｅｔ（σＩ６ｎ－Ｂ）＝０，可知：

σｋ±＝
γλｋ± （γλｋ）

２＋４λ槡 ｋ

２ ，ｋ＝１，２，…，３ｎ

由此得到Ｂ的特征值与ＡＣ的特征值之间的关
系。容易知道，当 Ａ的零特征值的重数为１时，
ＡＣ的零特征值的重数为３，进而 Ｂ的零特征
值的重数为６。若ω为Ｂ的右特征向量，即

Ｂω＝
０３ｎ×３ｎ Ｉ３ｎ
ＡＣ γＡ[ ]Ｃ

ωａ
ω[ ]
ｂ

＝σ
ωａ
ω[ ]
ｂ

则ωｂ＝σωａ且（ＡＣ）ωａ＋γ（ＡＣ）ωｂ＝σωｂ，
从而（１＋γσ）（ＡＣ）ωａ＝σ

２ωａ，则ωａ必为Ａ
Ｃ的右特征向量，且ωｂ＝σωａ。则如果Ａ的零特
征值的重数为１，那么ＡＣ的零特征值的几何重
数为３，进而Ｂ的零特征值的几何重数也为３。同
理，可分析左特征向量。 □

３　一致集群分析

本节通过矩阵特征值分析的方法给出多智能

体系统（４）当 ｍ＝３时的一致集群判据。记 ｘ＝
［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ，ｖ＝［ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ］
Ｔ，将多智

能体系统（４）化为矩阵形式：
ｘ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]） ＝ ０３ｎ×３ｎ Ｉ３ｎ

－ＬＣ －γＬ[ ]Ｃ
ｘ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]） （７）

为方便起见，约定如下符号：记拉普拉斯矩阵

－Ｌ的特征值为μｋ，ｋ＝１，２，…，ｎ，其右特征向量
和左特征向量分别记为 ωｋ与 νｋ，且不妨设
νＴｋωｋ＝１。当μｋ＝０时，记 ａｒｇ（μｋ）＝０，不失一般
性，假设 ａｒｇ（μ１）≤ａｒｇ（μ２）≤…≤ａｒｇ（μｎ）。记

γｃ＝ ｍａｘ
２≤ｋ≤ｎ

Ｉｍ２（μｋ）／［－ μｋ
２Ｒｅ（μｋ）槡 ］；ｘ∞ ＝

（νＴ１Ｉ３）ｘ（０）；ｖ∞ ＝（ν
Ｔ
１Ｉ３）ｖ（０）。

定理２　若多智能体系统（３）的拓扑结构对
应的有向图Ｇ具有有向支撑树且 γ＞γｃ，则如下
结论成立：

１）当Ｃ＝Ｉ３时，多智能体系统（４）将实现一
致集群，且各智能体最终将以恒定速度 ｖ∞做直
线运动。即对任意ｋ＝１，…，ｎ，有

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
［ｘｋ（ｔ）－（ｘ∞ ＋ｖ∞ｔ）］＝０

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
［ｖｋ（ｔ）－ｖ∞］＝{ ０

２）令ψｌｋ∈（π／２，π）以及 ψ
ｕ
ｋ∈（π，３π／２）分

别为方程γ２ μｋｃｏｓ（ψ）＋ｓｉｎ
２（ψ）＝０的两个解。

若Ｃ的旋转角θ满足
θ＜θｃ＝ ｍｉｎ

ａｒｇ（μｋ）∈（π，３π／２）
［ψｕｋ－ａｒｇ（μｋ）］

则多智能体系统（４）将实现一致集群，且每个智
能体最终都以恒定速度ｖ∞做直线运动。
３）若 θ＝θｃ，并且系统拓扑图的拉普拉斯矩

阵－Ｌ存在唯一的简单特征值 μｋ０，ａｒｇ（μｋ０）∈
［π，３π／２），使得ψｕｋ０＝ａｒｇ（μｋ０）＋θ

ｃ，那么多智能

·０２１·
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体系统（４）最终将实现弱集群，所有智能体的运
动轨迹将收敛到具有相同轴线的圆柱螺线上，其

轴向速度为 ｖ∞。同时，在垂直于轴线的平面内，
各智 能 体 将 趋 于 圆 周 运 动，旋 转 周 期 为

－２πγｃｏｔ（ψｕｋ０）。智 能 体 ｊ的 旋 转 半 径 为

２ωｋ０（ｊ）ｐ
Ｔ
ｃ［ｘ

Ｔ（０），ｖＴ（０）］Ｔ ａ２２＋ａ槡
２
３， 其 中

ωｋ０（ｊ）代表ωｋ０的第ｊ个分量，

ｐｃ＝１／（σ
２
ｃ＋λ３ｋ０－１）

λ３（ｋ０－１）＋ｌνｋ０ρ２
σｃνｋ０ρ[ ]

２

其中σｃ＝－ｔａｎ（ψ
ｕ
ｋ０）／γｉ。

４）若系统拓扑图的拉普拉斯矩阵－Ｌ存在唯
一的简单特征值 μｋ０，ａｒｇ（μｋ０）∈［π，３π／２），使得

ψｕｋ０－ａｒｇ（μｋ０）＜θ＜ ｍｉｎ
ａｒｇ（μｋ）∈［π，３π／２），ｋ≠ｋ０

［ψｕｋ－ａｒｇ（μｋ）］，

则所有智能体的运动轨迹将收敛到具有相同轴线

的对数螺柱线上，其轴向速度为 ｖ∞。同时，在垂
直于中心轴线的平面内，各智能体的运动周期为

２π／Ｉｍ（σｃ）；智能体 ｊ绕轴运动的截面半径为

２ωｋ（ｊ）ｐ
Ｔ
ｃ［ｘ

Ｔ（０），ｖＴ（０）］Ｔ ａ２２＋ａ槡
２
３·ｅ

Ｒｅ（σｃ）ｔ，

其中σｃ＝γλ＋ （γλ）２＋４槡 λ／２，λ＝μｋ０ｅ
θｉ。

证明　１）当Ｃ＝Ｉ３时，方程（７）可化为以下
形式：

ｘ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]） ＝ ０３ｎ×３ｎ Ｉ３ｎ

－Ｌ －γ[ ]ＬＩ( )３ ｘ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]） （８）

记Ω＝
０３ｎ×３ｎ Ｉ３ｎ
－Ｌ －γ[ ]Ｌ，由于任意矩阵在复数域

内均相似Ｊｏｒｄａｎ标准型，则可找到可逆矩阵 Ｐ，
使得Ｐ－１ΩＰ＝Ｊ为 Ｊｏｒｄａｎ标准型．由题设条件，
－Ｌ有且只有一个零特征值，由定理１可知，Ω
的零特征值的代数重数为２，几何重数为１，且零
特征值所对应的右特征向量与广义右特征向量可

分别取为ｑ１＝［１
Ｔ，０Ｔ］Ｔ，ｑ２＝［０

Ｔ，１Ｔ］Ｔ，广义左
特征向量与左特征向量可分别取为 ｐ１＝［ν

Ｔ
１，

０Ｔ］Ｔ，ｐ２＝［０
Ｔ，νＴ１］

Ｔ。不妨设 Ｐ的前两列为 ｑ１，
ｑ２，Ｐ

－１ 的 前 两 行 为 ｐ１， ｐ２， 则 Ｊ ＝
０ １ ０１×（２ｎ－２）
０ ０ ０１×（２ｎ－２）

０（２ｎ－２）×１ ０（２ｎ－２）×１ Ｊ









′
，其 中 Ｊ′为

Ｊｏｒｄａｎ型矩阵。由文献［１３］给出的充要条件可
知，当 γ＞γｃ时，Ｊ′的对角元素均具有负的实部。
因此，

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ＰｅＪｔＰ－１－
１ｎν

Ｔ
１ ｔ１ｎν

Ｔ
１

０ｎ×ｎ １ｎν
Ｔ[ ]






１

＝０

注意到

ｘ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]） ＝（ＰｅＪｔＰ－１Ｉ３）ｘ（０）ｖ（０[ ]）

由此，

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｘ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]） －

１ｎν
Ｔ
１ ｔ１ｎν

Ｔ
１

０ｎ×ｎ １ｎν
Ｔ[ ]
１

Ｉ







３

ｘ（０）
ｖ（０[ ]






）
＝０

因此，对任意智能体ｋ＝１，…，ｎ，有
ｌｉｍ
ｔ→＋∞
｛ｘｋ（ｔ）－（ν

Ｔ
１Ｉ３）［ｘ（０）＋ｖ（０）ｔ］｝＝０

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
［ｖｋ（ｔ）－（ν

Ｔ
１Ｉ３）ｖ（０）］＝０

也即系统（４）实现一致集群，且最终各智能体均
以恒定速度ｖ∞做直线运动。
２）当Ｃ为旋转矩阵时，记

Ａ＝－Ｌ

Ｂ＝
０３ｎ×３ｎ Ｉ３ｎ
－ＬＣ －γＬ[ ]Ｃ

则由定理１可知，ＡＣ的特征值 λｋ与 Ｂ的特征
值σｋ满足：

σｋ±＝
γλｋ± （γλｋ）

２＋４λ槡 ｋ

２ ，ｋ＝１，２，…，３ｎ

由γ＞γｃ，可知Ａ的非零特征值μｋ的幅角均落于
区间（ψｌｋ，ψ

ｕ
ｋ）之中，结合条件 ｜θ｜＜θ

ｃ可知，

ａｒｇ（λ３（ｋ－１）＋ｌ）≤ａｒｇ（μｋ）＋ θ ＜ψ
ｕ
ｋ对所有 ｌ＝

１，２，３，ｋ＝２，…，ｎ成立。又因为 Ｂ的特征值两
两共轭，因此ＡＣ的每个非零特征值 λ３（ｋ－１）＋ｌ
都落于区间（ψｌｋ，ψ

ｕ
ｋ）之中，即 ψ

ｌ
ｋ≤ａｒｇ（λ３（ｋ－１）＋ｌ）

＜ψｕｋ。由定理１可知，矩阵Ｂ的所有非零特征值
都具有负的实部，即 σｊ＝０（ｊ＝１，２，…，６）以及
Ｒｅ（σｊ）＜０（ｊ＝７，８，…，６ｎ）。同时，０所对应的右
特征向量与广义右特征向量可分别为：

ｑｌ１＝：［１
ＴτＴｌ，０

ＴτＴｌ］
Ｔ

ｑｌ２＝：［０
ＴτＴｌ，１

ＴτＴｌ］
Ｔ

广义左特征向量与左特征向量可分别取为：

ｐｌ１＝：［ν
Ｔ
１ρ

Ｔ
ｌ，０

ＴρＴｌ］
Ｔ

ｐｌ２＝：［０
ＴρＴｌ，ν

Ｔ
１ρ

Ｔ
ｌ］
Ｔ

注意到

∑
３

ｌ＝１

（１ｎτｌ）（ν
Ｔ
１ρ

Ｔ
ｌ） ｔ（１ｎτｌ）（ν

Ｔ
１ρ

Ｔ
ｌ）

０３ｎ×３ｎ （１ｎτｌ）（ν
Ｔ
１ρ

Ｔ
ｌ

[ ]
）
·

ｘ（０）
ｖ（０[ ]
）
＝
１ｎν

Ｔ
１ ｔ１ｎν

Ｔ
１

０ｎ×ｎ １ｎν
Ｔ[ 


１
Ｉ



 ]３ ｘ（０）

ｖ（０[ ]）
因此

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]） －

１ｎν
Ｔ
１ ｔ１ｎν

Ｔ
１

０ｎ×ｎ １ｎν
Ｔ[ ]
１

Ｉ







３
ｘ（０）
ｖ（０[ ]






）
＝０

由此，系统（４）实现了一致集群，且最终各智能体
均以恒定速度ｖ∞做直线运动。

·１２１·
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３）记Ｂ＝
０３ｎ×３ｎ Ｉ３ｎ
－ＬＣ －γＬ[ ]Ｃ。不妨设θ＝

θｃ（当θ＝－θｃ时，分析方法完全相同），那么－Ｌ
存在唯一特征值μｋ０，ａｒｇ（μｋ０）∈［π，３π／２），使得

θｃ＝ψｕｋ０－ａｒｇ（μｋ０），则 λ３ｋ０－１＝μｋ０ｅ
θｉ＝｜μｋ０｜ｅ

ψｕｋ０。

由定理１知σ６ｋ０－３＝（－ｔａｎψ
ｕ
ｋ０／γ）ｉ。由 Ｂ的特征

值两两共轭知 Ｂ有特征值 珚σ６ｋ０－３＝（ｔａｎψ
ｕ
ｋ０／γ）ｉ。

再根据定理１，可选取 σ６ｋ０－３对应的右特征向量

为 ｑ６ｋ０－３ ＝：
ωｋ０τ２

σ６ｋ０－３ωｋ０τ[ ]
２

，左特征向量为

ｐ６ｋ０－３＝：
１

λ３ｋ０－１＋σ
２
６ｋ０－３

λ３ｋ０－１νｋ０ρ２
σ６ｋ０－３νｋ０ρ[ ]

２

。容易验

证ｐＴ６ｋ０－３ｑ６ｋ０－３＝１，且由题设条件知 σ６ｋ０－３及其共
轭珚σ６ｋ０－３是 Ｂ的唯一一对纯虚数特征值。由文
献［１３］给出的充要条件可知 Ｂ的其他非零特征
值均具有负的实部。注意到

ｘ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]） ＝ｅＢｔｘ（０）ｖ（０[ ]）

从而

ｘ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]） －

１ｎν
Ｔ
１ ｔ１ｎν

Ｔ
１

０ｎ×ｎ １ｎν
Ｔ[ ]
１

Ｉ







３
ｘ（０）
ｖ（０[ ]） ＋ｃ（ｔ）→０

其中

　ｃ（ｔ）＝［（ｅ－
ｔａｎψｕｋ０

ｔｉ

γ ｑ６ｋ０－３ｐ
Ｔ
６ｋ０－３）＋

（ｅ
ｔａｎψｕｋ０

ｔｉ

γ 珔ｑ６ｋ０－３珔ｐ
Ｔ
６ｋ０－３）］

ｘ（０）
ｖ（０[ ]）

设ｃｊ（ｔ）是ｃ（ｔ）的第ｊ个分量，那么
ｃ３（ｊ－１）＋ｌ＝ｒｃｏｓ［（－ｔａｎψ

ｕ
ｋ０／γ）ｔ＋ｈ］

其中

ｒ＝２τ２（ｌ）ωｋ０（ｊ）ｐ
Ｔ
６ｋ０－３［ｘ

Ｔ（０），ｖＴ（０）］Ｔ

ｈ＝ａｒｇ［ωｋ０（ｊ）ｐ
Ｔ
６ｋ０－３［ｘ

Ｔ（０），ｖＴ（０）］Ｔ］＋ａｒｇ［τ２（ｌ）］
τ２（ｌ）代表τ的第 ｌ个分量，ωｋ０（ｊ）代表 ωｋ０的第 ｊ
个分量（ｊ＝１，…，ｎ，ｌ＝１，２，３）。直接计算可得：

［ｃ３ｊ－２（ｔ），ｃ３ｊ－１（ｔ），ｃ３ｊ（ｔ）］
Ｔ ＝

２ωｋ０（ｊ）ｐ
Ｔ
６ｋ０－３［ｘ

Ｔ（０），ｖＴ（０）］Ｔ ａ２２＋ａ槡
２
３

则所有智能体的运动轨迹将收敛到具有相同轴线

的圆柱螺线上，其轴向速度为 ｖ∞。同时，在垂直
于轴线的平面内，各智能体将趋于圆周运动，旋转

周期为－２πγｃｏｔ（ψｕｋ０）。智能体ｊ的旋转半径为：

２ωｋ０（ｊ）ｐ
Ｔ
ｃ［ｘ

Ｔ（０），ｖＴ（０）］Ｔ ａ２２＋ａ槡
２
３

４）沿用证明３的记号，如果－Ｌ存在唯一的
简单特征值μｋ０，ａｒｇ（μｋ０）∈［π，３π／２），使得

ψｕｋ０－ａｒｇ（μｋ０）＜θ＜ ｍｉｎ
ａｒｇ（μｊ）∈［π，３π／２），ｊ≠ｋ０

［ψｕｊ－ａｒｇ（μｊ）］

则 σ６ｋ０－３＝（γλ３ｋ０－１＋ γ２λ２３ｋ０－１＋４λ３ｋ０槡 －１）／２具
有正实部。类似证明３的分析方法，Ｂ有６个零
特征值，两个具有正实部的特征值和其他具有负

实部的特征值。由此可知：

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]） －

１ｎｐ
Ｔ ｔ１ｎｐ

Ｔ

０ｎ×ｎ １ｎｐ[ ]Ｔ Ｉ






３

ｘ（０）
ｖ（０[ ]） ＋ｃ（ｔ








） ＝０

ｃ（ｔ）＝ （ｅσ６ｋ０－３ｑ６ｋ０－３ｐ
Ｔ
６ｋ０－３）＋（ｅ

珔σ６ｋ０－３珋ｑ６ｋ０－３珋ｐ
Ｔ
６ｋ０－３[ ]）

ｘ（０）
ｖ（０[ ]）

其中

σ６ｋ０－３＝
γλ３ｋ０－１＋ γ２λ２３ｋ０－１＋４λ３ｋ０槡 －１

２
设ｃｊ（ｔ）是ｃ（ｔ）的第ｊ个分量，则有

ｃ３（ｊ－１）＋ｌ＝ｒｅ
Ｒｅ（σｋ０）ｃｏｓＩｍ（σｋ０）＋[ ]ｈ

则所有智能体的运动轨迹将收敛到具有相同轴线

的对数螺柱线上，且具有定理２中结论４所描述
的运动样式。 □

注　 定理２中结论１的情形，由于空间中的
三个分量没有耦合，方程（４）事实上可以分解为
独立的三个子系统。记 ｘ（１）＝［ｘ１１，ｘ２１，…，ｘｎ１］

Ｔ，

ｘ（２）＝［ｘ１２，ｘ２２，…，ｘｎ２］
Ｔ，ｘ（３）＝［ｘ１３，ｘ２３，…，ｘｎ３］

Ｔ，

ｖ（１） ＝［ｖ１１，ｖ２１，…，ｖｎ１］
Ｔ，ｖ（２） ＝［ｖ１２，ｖ２２，…，ｖｎ２］

Ｔ，

ｖ（３）＝［ｖ１３，ｖ２３，…，ｖｎ３］
Ｔ，则方程（７）可改写为：

ｘ（ｌ）（ｔ）
ｖ（ｌ）（ｔ[ ]） ＝

０ｎ×ｎ Ｉｎ
－Ｌ －γ[ ]Ｌ

ｘ（ｌ）（ｔ）
ｖ（ｌ）（ｔ[ ]），ｌ＝１，２，３

利用文献［１２］的方法，亦可证明结论１。

４　数值结果

本节通过数值模拟简单验证文章的主要结

论。在数值模拟中假设智能体数 ｎ＝４，反映系统
结构的拉普拉斯矩阵为：

Ｌ＝

１ －１／２ ０ －１／２
０ １ －１／３ －２／３
－１／５ －４／５ １ ０
－１／４ ０ －３／











４ １

且据此可求得γｃ＝０３０１５，θｃ＝１３４４°。迭代步
长设置为Δｔ＝００１，初始位置 ｘ（０）和初始速度
ｖ（０）选取如下：
ｘ（０）＝（４，－２，－３，１０，－９，８，８，６，－８，－５，－３，４）
ｖ（０）＝（－４，２，－４，２，０，３，２，４，４，－２，２，－３）
对于定理２所描述的第一种情形，也即Ｃ＝Ｉ３

时的数值模拟如图１所示。图１中三幅子图分别
表示４个智能体投影于ｘ，ｙ，ｚ方向的位移 －时间
轨迹。在数值模拟中，取 γ＝γｃ＋０２。可以看
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出，当迭代步数ｔ达到３０００时，４个智能体的各坐
标值已趋于一致。

对于定理２所述的第二种情形，也即 Ｃ为一
旋转矩阵且满足一致集群的条件时，得到４个智
能体投影于各坐标轴的位移－时间轨迹如图２所
示。数值模拟中取γ＝γｃ＋０２，θ＝θｃ－５°。可以
看出，当迭代步数超过３０００时，各智能体的位置
已趋于一致。

图１　无空间坐标耦合的一致集群模式
Ｆｉｇ．１　Ｕｎｉｆｏｒｍｃｏｌｌｅｃｔｉｖｅｍｏｄｅｗｉｔｈｎｏｓｐａｔｉａｌ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｃｏｕｐｌｉｎｇ

图２　具有空间坐标耦合的一致集群模式
Ｆｉｇ．２　Ｕｎｉｆｏｒｍｃｏｌｌｅｃｔｉｖｅｍｏｄｅｗｉｔｈｓｐａｔｉａｌ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｃｏｕｐｌｉｎｇ

　　对于定理２所描述的第三种情形，即 Ｃ为一
旋转矩阵且满足弱集群的条件时，４个智能体投
影于各坐标轴的位移－时间图如图３所示。数值
模拟中取γ＝γｃ＋０２，θ＝θｃ＝１３４４°，迭代８０００
次后停止。从数值模拟结果可以看出，各智能体

除了具有趋于轴向的直线运动外，还叠加了垂直

于轴向的圆周运动。

·３２１·
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图３　具有空间坐标耦合的圆柱螺旋模式
Ｆｉｇ．３　Ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｈｅｌｉｃａｌｍｏｄｅｗｉｔｈｓｐａｔｉａｌ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｃｏｕｐｌｉｎｇ

　　
当Ｃ为一旋转矩阵且旋转角满足定理２第

四种情形所描述的条件时，各个智能体投影于各

坐标轴的位移－时间图如图４所示。数值模拟中

取γ＝γｃ＋０２，θ＝２０．９６°＞θｃ，迭代８０００次后停

止。从数值模拟结果可以看出，各智能体除了具

有趋于轴向的直线运动外，还叠加了垂直于轴向

的对数螺线运动。

图４　具有空间坐标耦合的发散对数螺旋模式
Ｆｉｇ．４　Ｄｉｖｅｒｇｅｎｔｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃｓｐｉｒａｌｍｏｄｅｗｉｔｈ

ｓｐａｔｉａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｃｏｕｐｌｉｎｇ

５　结论

本文讨论了一类扩展的二阶分布式集群模

型。理论分析和数值模拟结果表明：当复杂系统

的结构和初值改变时，系统最终将呈现出三种集

群样式。当坐标旋转角度小于某一临界值时，集

群模型将收敛于直线模式；当旋转角度等于临界

值时，集群模型收敛于圆柱螺线模式；而当旋转

角度大于临界值时，集群模型收敛于对数螺柱线

·４２１·
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模式。三种集群模式的最终位置和速度都由初始

值和特征向量显式刻画，提供了有效控制集群模

式的方法。同时，该理论结果，在多智能体协

同、多任务同步规划和多层次协同探测等领域具

有重要应用。
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