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摘　要：基于改进的 Ｎｅｗｍａｒｋ组合梁模型和平面应力模型分别建立考虑界面滑移的楔形变截面钢 －混
凝土组合梁的一维和二维求积元单元。对组合梁的弯曲、自由振动问题进行计算分析，将两类单元的计算结

果进行比较和讨论。结果表明，对于工程结构中常见的楔形变截面组合梁的弯曲问题，可以采用自由度较

少，计算成本较低的一维模型；对于自由振动问题，一维模型可以较为准确地描述一阶振动模态；若需对高阶

振动模态进行分析，可选用更为准确的二维模型。
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　　钢－混凝土组合梁结构充分发挥了钢材、混
凝土两种材料的性能优势，具有强度高、刚度大、

自身重量轻以及施工便捷等诸多优点，在工程结

构领域得到了广泛应用［１］。实践及研究表明，由

于混凝土板与钢梁通过柔性的剪力连接件相互连

接，受荷时二者界面间相对滑移客观存在，其对

钢－混凝土组合梁结构的静、动态力学性能均有
较大影响。Ｎｅｗｍａｒｋ等［２］较早地建立了界面滑移

组合梁的力学模型。随着研究的不断深入，组合

梁在复杂荷载及边界条件下的力学响应日益引起

关注，许多学者开始利用有限元法研究组合梁结

构。而由普通Ｅｕｌｅｒ梁单元推广得到的低阶组合
梁单元，随着剪力连接刚度的增大，界面滑移的计

算结果严重震荡且无法通过加密网格进行克服，

这种现象称为滑移闭锁（ｓｌｉｐｌｏｃｋｉｎｇ）［３］。为解决
该问题，高阶位移型单元［３］、力型（柔度法）单

元［４－５］、混合型单元［６－７］相继提出。计算结果表

明，低阶混合型单元仍存在滑移闭锁问题，而高阶

单元、力型（柔度法）单元虽能克服滑移闭锁问

题，但存在自由度数量庞大，计算效率较低的问

题。同时，现有研究多以等截面组合梁为对象，鲜

见变截面组合梁的研究报道。实际上，工程实践

中桥梁结构［８］及新近提出的分离式结构体系［９］

中存在大量变截面组合梁构件，有必要建立相应

的数学模型并对其进行计算分析。

求积 元 法 （ｗｅａｋｆｏｒｍ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅｅｌｅｍｅｎｔ
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ｍｅｔｈｏｄ）是一种基于变分原理并结合了高效数值
积分和微分求积法二者优势的新型高阶数值方

法［１０］，在处理复杂几何形状、非均匀材料、强几何

非线性问题上相比有限元法有独特优势［１１－１３］。

笔者前期的研究表明，等截面组合梁求积元单元

不存在滑移闭锁问题，且计算效率优于高阶有

限元［１４］。

本文基于改进的 Ｎｅｗｍａｒｋ模型和平面应力
模型分别建立楔形变截面组合梁一维和二维求积

元单元。对其弯曲、自由振动问题进行计算分析，

为工程实践中楔形变截面组合梁结构的分析和设

计提供计算方法和参考依据。

１　楔形变截面组合梁一维分析模型

１．１　改进的Ｎｅｗｍａｒｋ组合梁模型

工程结构中常见的楔形变截面钢－混凝土组
合梁如图１所示，上层为矩形截面混凝土板；下层
为Ｈ型截面钢梁，上、下翼缘截面尺寸一致，腹板
高度沿梁长Ｌ线性变化，上、下层间采用剪力连接
件有效连接。同时建立上、下层梁的空间参考坐

标系Ｏｔ－ＸｔＹｔＺｔ及 Ｏｂ－ＸｂＹｂＺｂ，Ｘｔ轴为上层梁
中性层与纵向对称面的交线，ＸｔＯｔＹｔ平面与上层
梁中性层平面重合且原点 Ｏｔ位于上层梁左端截
面平面内，下层梁的空间参考坐标系定义与上层

梁类似。

图１　楔形变截面组合梁示意图
Ｆｉｇ．１　Ｔａｐｅｒｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍ

假设上、下层梁均为 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁且允
许界面间产生沿上层梁轴向的相对滑移而不允许

竖向掀起，图２给出了组合梁的位移场。上、下层
梁轴线的夹角为α，ｕｔ、ｗｔ分别为Ｘｔ、Ｚｔ向的位移，
θｔｙ为绕Ｙ

ｔ轴转角。各量右上标符号 ｔ对应于上
层梁，符号 ｂ对应于下层梁，ｕｓ为界面相对滑
移量。

基于以上假设，组合梁的位移场可表示为

图２　界面滑移楔形变截面组合梁位移场
Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｉｅｌｄｆｏｒａｔａｐｅｒｅｄ

ｐａｒｔｉａｌｌｙｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍ

ｄｔ＝［ｕｔ＋ｚｔθｔｙ　０　ｗ
ｔ］Ｔ

ｄｂ＝［ｕｂ＋ｚｖｂθｂｙ　０　ｗ
ｂ］{ Ｔ

（１）

对于ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁
γｘｚ＝θｙ＋ｗ，ｘ＝０　　θｙ＝－ｗ，ｘ （２）

则

ｄｔ＝［ｕｔ－ｚｔｗｔ，ｘｔ　０　ｗ
ｔ］Ｔ

ｄｂ＝［ｕｂ－ｚｂｗｂ，ｘｂ　０　ｗ
ｂ］{ Ｔ

（３）

式中导数均为对本层梁坐标系求导。

上、下层梁轴向应变εｔｘ、ε
ｂ
ｘ分别为

εｔｘ＝ｕ
ｔ
，ｘｔ－ｚ

ｔｗｔ，ｘｔｘｔ

εｂｘ＝ｕ
ｂ
，ｘｂ－ｚ

ｂｗｂ，ｘｂｘ{
ｂ

（４）

为确保上、下层梁界面不发生竖向掀起，上、

下层梁在层间界面处的位移应满足

ｗｔ＝ｗｂｃｏｓα－（ｕｂ＋ｈｂｗｂ，ｘｂ）ｓｉｎα （５）
式中，ｈ为各层梁中性层至上、下层梁交界面的距
离。相应地，界面相对滑移量ｕｓ为
ｕｓ＝ｗ

ｂｓｉｎα＋（ｕｂ＋ｈｂｗｂ，ｘｂ）ｃｏｓα－（ｕ
ｔ－ｈｔｗｔ，ｘｔ）

（６）
定义广义应变向量ε

εｔ＝［ｕｔ，ｘｔ －ｗｔ，ｘｔｘｔ ｕｓ］Ｔ

εｂ＝［ｕｂ，ｘｂ －ｗｂ，ｘｂｘｂ］{ Ｔ
（７）

定义广义应力向量σ
σｔ＝［Ｎｔ Ｍｔ ｆｓ］Ｔ

σｂ＝［Ｎｂ Ｍｂ］{ Ｔ
（８）

其中，Ｎｔ、Ｎｂ、Ｍｔ、Ｍｂ分别为上、下层梁内轴力及弯
矩，ｆｓ为剪力连接件单位长度承受之力。

１．２　一维求积元单元

物理域中组合梁一维求积元单元如图３（ａ）
所示，相应标准域单元如图３（ｂ）所示。

·３４·
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（ａ）物理域
（ａ）Ｐｈｙｓｉｃａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

　　　　　　　　　　　　 （ｂ）标准域
（ｂ）Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

　　　

图３　一维求积元单元几何映射
Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎａｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓｏｆ１Ｄｑｕａｄｒａｔｕｒｅｅｌｅｍｅｎｔ

　　单元应变能Ｕ（ｅ）可表示为

Ｕ（ｅ） ＝∫Ｌ
１
２（ε

ｔ）ＴＥｔεｔｄｘ＋∫Ｌｃｏｓα
１
２（ε

ｂ）ＴＥｂεｂｄｘ

（９）
式中，

Ｅｔ＝
ＥＡｔ ０ ０
０ ＥＩｔ ０
０ ０









Ｋ

Ｅｂ＝
ＥＡｂ ０
０ ＥＩ[ ]











 ｂ

（１０）

式中，Ｅ为材料弹性模量，Ｋ为剪力连接刚度，
Ａｔ（Ａｂ）、Ｉｔ（Ｉｂ）分别为截面相对于ｘｔ（ｘｂ）轴的零次
矩（面积）、二次矩。

根据求积元求解基本步骤，首先将待求解问

题从物理域通过式（１１）转换到标准域

ξ＝２Ｌｘ
ｔ－１＝ ２

Ｌｃｏｓα
ｘｂ－１，ξ∈［－１， １］

（１１）
并将εｔ、εｂ中变量对相应物理域的导数转化到标
准域。

εｔ＝［ｕｔ，ｘｔ －ｗｔ，ｘｔｘｔ ｕｓ］Ｔ＝Ｄｔ３×９珔ε

εｂ＝［ｕｂ，ｘｂ －ｗｂ，ｘｂｘｂ］Ｔ＝Ｄｂ２×９珔{ ε
（１２）

其中，标准域中的应变向量定义为

珔ε＝［ｕｔｕｔ，ξｕ
ｂ ｕｂ，ξｕ

ｂ
，ξξｗ

ｂ ｗｂ，ξｗ
ｂ
，ξξｗ

ｂ
，ξξξ］

Ｔ

（１３）
其中，Ｄｔ、Ｄｂ可据式（１１）求出。利用Ｌｏｂａｔｔｏ数值
积分［１５］计算式（９），则

Ｕ（ｅ） ＝Ｌ４∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｈｉ珔ε

Ｔ
ｉ［（Ｄ

ｔ）ＴＥｔＤｔ＋

（Ｄｂ）ＴＥｂＤｂｃｏｓα］ｉ珔εｉ （１４）
其中，Ｎ表示积分点数，右侧下标 ｉ表示该变量在
积分点处的值，Ｈｉ为相应积分点对应的权系数。

一维组合梁单元物理域整体坐标系下的位移

向量为

ｄ（ｅ）＝［θｂ１ … ｕｔｉ ｕ
ｂ
ｉ ｗｂｉ … θｂ    Ｎ］

Ｔ，

ｉ＝１，…，Ｎ （１５）
各分量右下标表示其所属的积分点，与标准域中

的位移向量

珔ｄ（ｅ）＝［（ｗｂ，ξ）１ … ｕｔｉｕ
ｂ
ｉ ｗ

ｂ
ｉ … （ｗｂ，ξ）    Ｎ］

Ｔ，

ｉ＝１，…，Ｎ （１６）
通过式

珔ｄ（ｅ）＝Ｔｄ（ｅ） （１７）
相互联系，其中转换矩阵

Ｔ＝ｄｉａｇ（－Ｌｃｏｓα／２ １ … １ －Ｌｃｏｓα／２）
（１８）

结合微分求积法则和广义微分求积法则［１６］，

将式（１４）中所含积分点处的导数表示为积分点
处基本自由度的线性加权代数和，则

珔εｉ＝Ｂｉ珔ｄ
（ｅ） （１９）

Ｂｉ＝

０ … δｉｊ ０ ０ … ０

０ … Ｃ（１）ｉｊ ０ ０ … ０

０ … ０ δｉｊ ０ … ０

０ … ０ Ｃ（１）ｉｊ ０ … ０

０ … ０ Ｃ（２）ｉｊ ０ … ０

０ … ０ ０ δｉｊ … ０

Ｇ（１）ｉ１ … ０ ０ Ｇ（１）ｉ（ｊ＋１） … Ｇ（１）ｉ（Ｎ＋２）
Ｇ（２）ｉ１ … ０ ０ Ｇ（２）ｉ（ｊ＋１） … Ｇ（２）ｉ（Ｎ＋２）
Ｇ（３）ｉ１ ０ ０ Ｇ（３）ｉ（ｊ＋１） Ｇ（３）ｉ（Ｎ＋２



























































































）

，

ｊ＝１，…，Ｎ （２０）
其中，Ｃ（ｍ）ｉｊ 、Ｇ

（ｍ）
ｉｊ 分别为ｍ阶微分求积及广义微分

求积系数［１６］，δｉｊ为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ符号。则式（１４）可
进一步表示为

Ｕ（ｅ）＝１２
珔ｄ（ｅ）Ｔ珚Ｋ（ｅ）珔ｄ（ｅ） （２１）

其中，

珚Ｋ（ｅ） ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ＨｉＢ

Ｔ
ｉ［（Ｄ

ｔ）ＴＥｔＤｔ＋

（Ｄｂ）ＴＥｂＤｂｃｏｓα］ｉＢｉ
Ｌ
２ （２２）

类似地，单元的外力势能 Ｖ（ｅ）、动能 Ｔ（ｅ）均采
用相同的步骤离散。在单元水平运用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
原理

δ∫
ｔ２

ｔ１
（Ｔ（ｅ）－Ｕ（ｅ）－Ｖ（ｅ））ｄｔ＝０ （２３）

·４４·
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并将Ｕ（ｅ）、Ｖ（ｅ）、Ｔ（ｅ）代入式（２３），可得

珡Ｍ（ｅ）珔ｄ（̈ｅ）＋珚Ｋ（ｅ）珔ｄ（ｅ）＝珚Ｆ（ｅ） （２４）
相应地，物理坐标系下的单元运动方程

Ｍ（ｅ）ｄ̈（ｅ）＋Ｋ（ｅ）ｄ（ｅ）＝Ｆ（ｅ） （２５）
可通过转换矩阵Ｔ得到。

如有必要，可进一步进行单元拼接，从而形成

总体刚度方程。对于弯曲问题，式（２５）转化为线
性代数方程组。对于自由振动问题，式（２５）转化
为广义代数特征值问题。进一步引入问题的边界

条件即可得问题的解。

２　变截面组合梁二维分析模型

２．１　平面应力模型

将变截面组合梁的弯曲与自由振动作为平面

应力问题求解，如图４所示，将上层混凝土板（区
域１）、Ｈ型钢梁上翼缘（区域２）、腹板（区域３）及
下翼缘（区域４）视为平面应力问题求解区域。

图４　楔形变截面组合梁平面应力模型
Ｆｉｇ．４　Ｐｌａｎｅｓｔｒｅｓｓｍｏｄｅｌｏｆｔａｐｅｒｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍ

假设该平面厚度为１，按照刚度及质量相等
的原则将变截面组合梁各部分的材料参数作等效

处理并在组合梁各部分分别建立平面应力问题的

控制微分方程，则

ε（ｉ）ｘ ＝
１
Ｅｉ
（σ（ｉ）ｘ －νｉσ

（ｉ）
ｙ ）

ε（ｉ）ｙ ＝
１
Ｅｉ
（σ（ｉ）ｙ －νｉσ

（ｉ）
ｘ ）

γ（ｉ）ｘｙ ＝
１
Ｇｉ
τ（ｉ）











 ｘｙ

（２６）

式中，上角标 ｉ表示相关量所属组合梁的不同区
域，Ｇ、ν分别为剪切模量及泊松比。

考虑界面滑移，区域１与区域２在交界面处有
相同的Ｙ向位移ｖ，独立的Ｘ向位移ｕ；区域２与区
域３、区域３与区域４之间界面是完全连接的，相关
区域在界面处有相同的Ｘ向位移ｕ及Ｙ向位移ｖ。

２．２　二维求积元单元

二维求积元单元物理域到标准域的单元几何

映射如图５所示，二者可通过线性四边形区域变
换实现。

类似地，按照求积元方法的求解步骤，分别对单

图５　平面应力求积元单元几何映射
Ｆｉｇ．５　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓｏｆ２Ｄｑｕａｄｒａｔｕｒｅｅｌｅｍｅｎｔ

元的应变能Ｕ（ｅ）、外力势能Ｖ（ｅ）、动能Ｔ（ｅ）同时在ξ、η
两个方向进行离散，并在单元水平上运用Ｈａｍｉｌｔｏｎ
原理，即可得到二维求积元单元的运动方程。

有关求积元方法求解常截面组合梁及二维弹

性问题的详细步骤可参阅文献［１０，１４］。为进行
比较，同时建立了不存在“滑移闭锁”问题的 １６
自由度［３］一维有限元变截面组合梁单元。

３　数值计算分析

考虑工程结构中一典型单跨变截面组合梁，

其最小截面尺寸（右端截面）如图６所示。

图６　楔形变截面组合梁右端截面尺寸
Ｆｉｇ．６　Ｔａｐｅｒｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆｒｉｇｈｔｅｄｇｅ

该组合梁上层材料为混凝土，弹性模量

３０ＧＰａ，密度２５００ｋｇ／ｍ３；下层为 Ｈ型钢，弹性模
量２１０ＧＰａ，密度７８５０ｋｇ／ｍ３。

首先，对求积元法与有限元法的计算效率进

行比较。结果表明，达到相同的计算精度时，求积

元法的求解自由度数目约为有限元法的一半，其

计算效率优于有限元。而后，采用求积元法对楔

形变截面组合梁的弯曲和自由振动问题进行分析

讨论。为保证计算精度，一维求积元模型，简记为

１ＤＱＥＭ，沿梁轴向（Ｘ向）划分１个求积元单元，
采用 １７个积分点；二维求积元模型，简记为
２ＤＱＥＭ，每个区域划分１个求积元，沿梁轴向（Ｘ
向）采用１７个积分点，区域１～４横向（Ｙ向）分别
采用５、３、９、３个积分点。

·５４·
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３．１　弯曲问题

考虑工程实际，分别对简支边界条件（Ｓｉｍｐｌｙ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｎｄ－Ｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｎｄ，ＳＳ）和左端固
支、右端自由边界条件（Ｃｌａｍｐｅｄｅｎｄ－Ｆｒｅｅｅｎｄ，ＣＦ）
下组合梁受均布荷载ｑ０作用的弯曲问题进行分析。

对于ＳＳ边界条件（ｑ０＝３０ｋＮ／ｍ），计算结果
表明，随着 α的增大，组合梁挠度及界面滑移均
显著减小。对于组合梁的挠度，二维模型的计算

结果均大于一维模型，当剪力连接刚度较大时，二

者差幅较大，且随夹角 α的增大而提高；对于界
面滑移，在绝大部分情况下，一维模型的计算结果

与二维模型吻合良好，仅当剪力连接刚度和 α均
较大时，在组合梁左端靠近支座处，一维模型的计

算结果略大于二维模型。图７、图８分别给出了
ＳＳ边界条件下当 Ｌ＝４ｍ，Ｋ＝５００ＭＰａ时，ｗｂ及
ｕｓ沿梁长的分布。

图７　挠度沿梁长的分布
Ｆｉｇ．７　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍ

图８　界面滑移沿梁长的分布
Ｆｉｇ．８　Ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒｓｌｉｐｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍ

表１给出了ＳＳ边界条件下，组合梁跨中挠度
的相对误差为

（１ＤＱＥＭ－２ＤＱＥＭ）／２ＤＱＥＭ％ （２７）
由表１可见，相对误差随 α及 Ｋ的增大而增

大，随跨度Ｌ的增大而减小。当跨度较小时（Ｌ＝

２ｍ），一维模型与二维模型相对误差均超过了
１０％，但应注意到此时跨中挠度的计算值很小
（不超过１ｍｍ）。当跨度较大时（Ｌ＝６ｍ），一维
模型与二维模型的相对误差均小于１０％。

表１　组合梁跨中挠度相对误差（ＳＳ）
Ｔａｂ．１　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｍｉｄｓｐａｎｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ（ＳＳ）％

Ｋ＝５０ＭＰａ

α＝０° α＝１° α＝２° α＝３°

Ｌ＝２ｍ －７．３２ －１１．１ －１５．５ －２０．１
Ｌ＝４ｍ －１．３７ －３．４５ －５．９９ －８．８２
Ｌ＝６ｍ －０．５８ －２．０８ －３．９０ －５．９９

Ｋ＝５００ＭＰａ

α＝０° α＝１° α＝２° α＝３°

Ｌ＝２ｍ －９．２８ －１３．９ －１８．９ －２４．１
Ｌ＝４ｍ －２．２９ －５．３７ －８．８６ －１２．６
Ｌ＝６ｍ －１．０３ －３．３０ －５．９７ －８．９８

对于ＣＦ边界条件（ｑ０＝２０ｋＮ／ｍ），一维模型
的计算结果与二维模型吻合良好。图９、图１０分
别给出了当 Ｌ＝４ｍ，Ｋ＝５００ＭＰａ时，ｗｂ及 ｕｓ沿
梁长的分布。

图９　挠度沿梁长的分布
Ｆｉｇ．９　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍ

图１０　界面滑移沿梁长的分布
Ｆｉｇ．１０　Ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒｓｌｉｐｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍ

·６４·



　第１期 申志强，等：楔形变截面钢－混凝土组合梁弯曲和自由振动的求积元分析

表２给出了 ＣＦ边界条件下，组合梁右端挠
度的相对误差。当跨度较小时（Ｌ＝２ｍ），一维模
型与二维模型相对误差均不超过１０％。当跨度
较大时（Ｌ＝６ｍ），相对误差均小于５％。总体而
言，ＣＦ边界条件下一维模型的计算结果与二维模
型更加接近。

表２　组合梁右端挠度相对误差（ＣＦ）
Ｔａｂ．２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｒｉｇｈｔｅｄｇｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ（ＣＦ）

％

Ｋ＝５０ＭＰａ

α＝０° α＝１° α＝２° α＝３°
Ｌ＝２ｍ －１．０９ －２．８４ －４．６２ －６．３３
Ｌ＝４ｍ －０．３４ －１．４３ －２．４３ －３．５２
Ｌ＝６ｍ －０．１６ －０．９６ －１．７４ －２．６８

Ｋ＝５００ＭＰａ

α＝０° α＝１° α＝２° α＝３°
Ｌ＝２ｍ －１．９５ －４．１２ －６．２４ －８．２５
Ｌ＝４ｍ －０．６３ －２．０１ －３．３２ －４．７０
Ｌ＝６ｍ －０．２６ －１．２２ －２．２１ －３．３７

　　综上可知，随着组合梁跨度Ｌ的减小和α的
增大，一维模型与二维模型计算结果的差异愈

来愈明显。这是由于随着组合梁跨度 Ｌ的减小
和 α的增大，宏观上增大了组合梁的高跨比，结
构在弯曲平面内的剪切变形对于挠度的影响越

来越大，从而造成忽略剪切变形的一维模型与

二维模型计算结果的差异不断增大。同时，一

维模型与二维模型对于 ＣＦ边界条件的施加方
式较为一致，而对于 ＳＳ边界条件的施加则存在
不同的简化，这是造成前者计算结果误差小于

后者的一个原因。

３．２　自由振动问题

分别对ＳＳ边界条件、ＣＦ边界条件下变截面
组合梁自由振动问题进行计算分析。计算结果表

明，各阶自振频率均随α的增大而增大。
表３、表４分别给出了 ＳＳ边界条件、ＣＦ边界

条件下，跨度Ｌ，夹角α及剪力连接刚度Ｋ变化时
组合梁前三阶自振频率计算的相对误差。

表３　组合梁前三阶自振频率相对误差（ＳＳ）
Ｔａｂ．３　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔ３ｏｒｄｅｒｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（ＳＳ）

％
Ｋ＝５０ＭＰａ

α＝０° α＝１° α＝２° α＝３°

Ｋ＝５００ＭＰａ

α＝０° α＝１° α＝２° α＝３°

Ｌ＝２ｍ
１ｓｔ ５．８０ １２．６３ １７．５５ １７．２８ ６．４６ １１．３０ １７．２５ ２４．１２

２ｎｄ ０．５２ －２．７９ －３．７６ －０．００１ １４．３８ １６．９７ １８．２１ １８．９８

３ｒｄ １５．５５ ２３．７７ ３４．１０ ４６．４０ １３．９４ ２２．５９ ３４．２２ ４８．２７

Ｌ＝４ｍ
１ｓｔ ０．９４ ３．１１ ６．２４ １０．２８ １．６７ ４．６４ ８．４５ １３．０２

２ｎｄ ５．３４ １０．６７ ８．７９ ７．１５ ４．８３ １３．５２ ２４．４９ ３５．９９

３ｒｄ ０．５４ ０．３８ ６．６５ １３．０９ １５．５３ １８．１８ １７．３２ １７．２３

Ｌ＝６ｍ
１ｓｔ ０．４３ ２．０３ ４．３８ ７．４７ ０．７９ ３．０７ ６．１３ ９．９２

２ｎｄ １．３９ ６．４９ １５．２７ ２５．８０ ２．２５ ８．４４ １６．３３ ２５．６８

３ｒｄ ９．３０ ７．０６ ２．４２ －２．７８ ４．６０ ２１．４６ ３２．２０ ３１．０７

表４　组合梁前三阶自振频率相对误差（ＣＦ）
Ｔａｂ．４　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔ３ｏｒｄｅｒｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（ＣＦ）

％
Ｋ＝５０ＭＰａ

α＝０° α＝１° α＝２° α＝３°

Ｋ＝５００ＭＰａ

α＝０° α＝１° α＝２° α＝３°

Ｌ＝２ｍ
１ｓｔ ０．６４ １．７０ ２．８５ ４．０３ １．１３ ２．４６ ３．８６ ５．２７

２ｎｄ ３．５４ ７．８６ １２．８３ １７．９２ ４．１６ ８．８１ １４．０４ １９．３４

３ｒｄ ７．３３ １４．４６ ２２．７４ ３１．３５ ７．８７ １５．１８ ２３．５７ ３２．２４

Ｌ＝４ｍ
１ｓｔ ０．２０ ０．８６ １．５２ ２．２６ ０．３７ １．２１ ２．０６ ２．９９

２ｎｄ １．０４ ３．９５ ６．９３ ９．８７ １．６２ ５．３１ ８．９３ １２．４２

３ｒｄ ２．３１ ８．０２ １４．１１ ２０．０８ ２．９４ ９．２６ １５．７９ ２２．１２

Ｌ＝６ｍ
１ｓｔ ０．０９ ０．５８ １．１０ １．７２ ０．１６ ０．７５ １．３９ ２．１５

２ｎｄ ０．５１ ２．６４ ４．７２ ６．８５ ０．９３ ３．９４ ６．７５ ９．５６

３ｒｄ １．１２ ５．４６ ９．８２ １４．１８ １．６９ ６．９７ １２．０５ １７．０３
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　　由表３可见，对于基频，一维模型的计算结果
均大于二维模型，二者的相对误差随 α及 Ｋ的增
大而增大，随跨度 Ｌ的增大而减小。当跨度较小
（Ｌ＝２ｍ）时，楔形变截面组合梁一维模型与二维
模型计算结果的相对误差均超过了１０％。当跨
度较大时（Ｌ＝６ｍ），一维模型与二维模型计算结
果的相对误差均小于１０％。而对于二阶及三阶
自振频率，以上规律并不明显，且一维模型与二维

模型计算结果的相对误差较大。

由表４可见，一维模型的计算结果均大于二
维模型，二者的相对误差随 α及 Ｋ的增大而增
大，随跨度Ｌ的增大而减小，且随振动阶数的升高
而增大。对于基频，一维模型与二维模型计算结

果的相对误差均未超过６％；而对于二阶及三阶
自振频率，相对误差较大。

以上结果表明，一维模型能够较为准确地描

述以横向振动模态为主的基频，故其与二维模型

计算结果的差异相对较小且误差变化具有规律

性。随着振动模态阶数的升高，轴向振动模态及

更为复杂的轴向与横向耦合振动（剪切变形）模

态逐步产生，使一维模型与二维模型相对误差逐

渐增大。同时，误差变化的规律性逐步减弱。

４　结论

考虑楔形变截面钢－混凝土组合梁结构分析
和设计的实际需求，基于改进的 Ｎｅｗｍａｒｋ模型和
平面应力模型分别建立了楔形变截面组合梁的一

维和二维求积元单元。对其弯曲、自由振动问题

进行了计算分析，将两种单元的计算结果进行了

比较和讨论。主要结论如下：

１）随着夹角 α的增大，变截面组合梁的挠度
和界面滑移显著减小；自振频率逐渐增大。

２）对于工程结构中常见楔形变截面组合梁
（Ｌ≥４ｍ，０°＜α≤３°）的弯曲问题，可以采用自由
度较少，计算成本较低的一维模型；对于自由振动

问题，一维模型可以较为准确地描述一阶振动模

态；若需对高阶振动模态进行分析，可选用更为精

确的二维模型。
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