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作动器最优配置的柔性结构振动主动控制

高维金，王　亮，刘永光
（北京航空航天大学 自动化科学与电气工程学院，北京　１００１９１）

摘　要：柔性结构广泛应用于航空航天等领域，为了获得结构的最佳动力学性能，在主动振动控制中作
动器或传感器位置优化成为关键。基于结构有限元动力学方程，在状态空间利用系统可控和可观Ｇｒａｍｉａｎ矩
阵考虑结构剩余模态的影响，推导一种新的作动器／传感器优化准则。根据优化准则结合非线性整数规划遗
传算法对作动器的位置进行配置。以悬臂板为研究对象，采用基于状态反馈的线性二次型调节器研究悬臂

板的振动控制效果。与其他配置方法进行比较，验证了新方法的优越性。
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中图分类号：ＴＰ２４　　文献标志码：Ａ　　文章编号：１００１－２４８６（２０１８）０１－１６１－０７

Ａｃｔｉｖｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｗｉｔｈｏｐｔｉｍａｌａｃｔｕａｔｏｒｆｏｒｆｌｅｘｉｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ

ＧＡＯＷｅｉｊｉｎ，ＷＡＮＧＬｉａｎｇ，ＬＩＵＹｏｎｇｇｕａｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｕｔｏｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＥｌｅｃｔｒｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

ＢｅｉｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１００１９１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｆｌｅｘｉｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓａｒｅｗｉｄｅｓｐｒｅａｄｌｙａｐｐｌｉｅｄｉｎｆｉｅｌｄｓｏｆａｅｒｏｓｐａｃｅ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｂｅｓｔｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，ｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｌｏｃａｔｉｏｎｓｏｆａｃｔｕａｔｏｒａｎｄｓｅｎｓｏｒｂｅｃｏｍｅａｋｅｙｐｒｏｂｌｅｍｉｎａｃｔｉｖｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌ．Ｔｈｅｎｅｗｐｒｏｐｏｓｅｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｃｒｉｔｅｒｉａ

ｂａｓｅｄｏｎｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｄｙｎａｍｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｅｎｓｕｒｉｎｇｇｏｏｄｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｉｌｉｔｙｏｒｏｂｓｅｒｖａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓａｎｄｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｒｅｍａｉｎｉｎｇｍｏｄｅｓｅｆｆｅｃｔ

ｗｅｒｅｄｅｒｉｖｅｄ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｎｔｅｇｅｒｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｗａｓｕｔｉｌｉｚｅｄｔｏｆｉｎｄｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｆａｃｔｕａｔｏｒａｎｄｓｅｎｓｏｒ．Ａｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｐｌａｔｅ

ｗａｓｓｉｍｕｌａｔｅｄｂｙｕｓｉｎｇｓｔａｔｅｆｅｅｄｂａｃｋｌｉｎｅａｒｑｕａｄｒａｔｉｃｒｅｇｕｌａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｔｏｖａｌｉｄａｔｅｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｕｐｐｒｅｓｓｉｏｎｅｆｆｅｃｔｓ．Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈｅａｄｖａｎｔａｇｅｓｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｆｌｅｘｉｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ；Ｇｒａｍｉａｎｍａｔｒｉｘ；ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｃｒｉｔｅｒｉｏｎ；ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｎｔｅｇｅｒｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ａｃｔｉｖｅ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌ

　　由于轻量化、领域特殊性的要求，一些柔性结
构应用比较广泛，尤其在空间领域，如太阳帆板、

板形天线等［１］。对于柔性结构来说，其共同特点

是模态阻尼小、柔度大，在复杂激励环境中容易发

生共振现象，影响航天器的性能。随着智能材料

的发展应用［２－４］，通过主动控制抑制柔性结构的

振动问题值得进一步研究。

对于附加作动器或传感器的柔性结构来说，

存在这样一个问题，即作动器或传感器的位置优

化配置。尤其对于高度集成的系统，作动器或传

感器的位置配置必须在研发阶段完成。不合适的

位置配置解决方案很可能导致系统研发及维护成

本的提升。在对柔性结构进行主动控制时，作动

器或传感器的位置及种类与控制性能密切相关，

未经优化配置时很可能导致系统可控、可观性下

降而严重影响到系统的控制性能。关于作动器或

传感器位置配置，根据相关文献研究大致归结为

两类：一类是同时考虑控制参数和作动器或传感

器优化参数［５］。比如，Ｌｉｕ等［６］以柔性结构干扰

和作动输出的闭环传递函数的空间 Ｈ２范数为优
化指标，优 化 了 传 感 器 或 作 动 器 的 位 置。

Ｈｉｒａｍｏｔｏ等［７－８］采用了一种 Ｈ∞控制器和传感器
或作动器位置优化同时设计的方法。对于该类方

法，不同的控制器需要不同的设计准则，即在一个

控制器下优化的作动器或传感器位置不适用于其

他控制器。另一类则是作动器或传感器位置优化

独立于控制器［９－１０］。Ｗａｎｇ等［１１］采用作动器输

出作动力最大化为目标优化了作动器的位置。

Ｄｈｕｒｉ等［１２］提出一种基于控制向量奇异值分析的模

态可控性方法优化了作动器的位置。Ｚｏｒｉｃ等［１３］基
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于可控Ｇｒａｍｉａｎ矩阵奇异值的优化准则，利用粒
子群优化算法优化了作动器、传感器的位置。然

而，“溢出”对于主动控制实施来说是个重要的问

题，实际中由于模型截断，对于一个反馈控制系统

来说，很难保证高频模态不对控制系统产生影响。

尽管如此，仅少量文献考虑了剩余模态在优化过

程中的影响［１４－１７］。

鉴于此，本文考虑剩余模态的影响、保证结构

良好的可控、可观性，推导出作动器或传感器位置

优化准则，并在此基础上提出采用非线性整数规划

思想的遗传算法（ＮｏｎＬｉｎｅａｒＩｎｔｅｇｅｒＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ
ＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＮＬＩＰＧＡ）优化作动器、传感器
的位置。

１　主动振动控制方程

考虑一个柔性板结构，假设在其上布置了 Ｎｓ
个传感器和 Ｎａ个作动器，根据动力学有限元法
理论，包含作动器和传感器的 ｎ个自由度的受控
动力方程为：

Ｍｑ̈＋Ｃｑ＋Ｋｑ＝Ｌｕｕａ
ｙ＝Ｌｓ{ ｑ

（１）

式中：Ｍ，Ｃ和Ｋ分别为结构ｎ×ｎ的质量矩阵、阻
尼矩阵和刚度矩阵；ｑ为结构的ｎ×１节点位移向
量；ｕａ为节点处作动器的 ｒ×１控制向量，ｒ代表
作动器的数量；Ｌｕ为控制力向量的 ｎ×ｒ配置矩
阵；ｙ为观测坐标 ｍ×１列向量，ｍ代表传感器的
数目；Ｌｓ为输出ｍ×ｎ系数矩阵。

假设结构的阻尼为瑞利阻尼，基于模态叠加

原理，有ｑ＝Φｑｍ，ｑｍ为模态空间坐标向量，Φ为
模态空间正交基振型矩阵。将式（１）转化成解耦
的模态空间表述为：

ｑ̈ｍ＋２ζωｑｍ＋ω
２ｑｍ＝Ｌｍ，ｕｕａ

ｙ＝Ｌｍ，ｓｑ{
ｍ

（２）

式中：ζ≡ｄｉａｇ｛ζ１，ζ２，…，ζｎ｝表示结构的各阶模态
阻尼比；ω≡ｄｉａｇ｛ω１，ω２，…，ωｎ｝表示结构的各阶
模态角频率；Ｌｍ，ｕ≡Φ

ＴＬｕ；Ｌｍ，ｓ≡ＬｓΦ。
令ｘ＝［ωｉ（ｑｍ）ｉ （ｑｍ）ｉ］Ｔ，将式（２）表示成

状态空间的形式为：

ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕａ
ｙ＝{ Ｃｘ

（３）

式中，

Ａ＝ｄｉａｇ
０ ω１
－ω１ －２ζ１ω( )

１

，
０ ω２
－ω２ －２ζ２ω( )

２
{ ，…，

０ ωｎ
－ωｎ －２ζｎω( ) }

ｎ

Ｂ＝

０ ０ … ０
ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｒ
０ ０ … ０
ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｒ
  

０ ０  ０
ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂ





















ｎｒ

Ｃ＝

ｃ１１ ０ ｃ１２ ０ … ｃ１ｎ ０

ｃ２１ ０ ｃ２２ ０ … ｃ２ｎ ０

     

ｃＮｓ１ ０ ｃＮｓ２ ０ … ｃＮｓｎ













０

由于结构的动力特性一般由其低阶模态决

定，在实际工程中可以根据外激励频率确定结构

所需计算的前几阶频率模态，这里定义要控制的

模态为控制模态，其余的模态称为剩余模态。因

此，可以将式（２）表述为如下形式：

（̈ｑｍ）ｉ＋２ζ
Ｃ
ｉω
Ｃ
ｉ（ｑｍ）ｉ＋（ω

Ｃ
ｉ）
２（ｑｍ）ｉ＝∑

Ｎａ

ｈ＝１
ｂＣｉｈ（ｕａ）ｈ，

　　ｉ＝１，２，…，ＮＣ

（̈ｑｍ）ｉ＋２ζ
Ｒ
ｉω
Ｒ
ｉ（ｑｍ）ｉ＋（ω

Ｒ
ｉ）
２（ｑｍ）ｉ＝∑

Ｎａ

ｈ＝１
ｂＲｉｈ（ｕａ）ｈ，

　　ｉ＝１，２，…，ＮＲ

ｙｊ＝∑
Ｎｃ

ｉ＝１
ｃＣｊｉ（ｑｍ）ｉ＋∑

ＮＲ

ｉ＝１
ｃＲｊｉ（ｑｍ）ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ

















ｓ

（４）
式中，ζＣｉ和ω

Ｃ
ｉ分别为控制模态数的模态阻尼比

和固有角频率；ζＲｉ和 ω
Ｒ
ｉ分别为剩余模态数的模

态阻尼比和固有角频率；ＮＣ和 ＮＲ分别为控制模
态数和剩余模态数；（ｕａ）ｈ为表示第 ｈ个作动器
的作动力；ｂＣｉｈ和ｂ

Ｒ
ｉｈ分别为由结构的 ｉ阶控制模态

和剩余模态运动引起的第 ｈ个作动器的作动系
数；ｃＣｊｉ和 ｃ

Ｒ
ｊｉ分别为由结构的 ｉ阶控制模态和剩余

模态运动引起的第ｊ个传感器的敏感系数。
在实际工程中，由于一些要求传感器和作动

器布置的数量是有限的，这就要求必须在有限传

感器或作动器的前提下使其发挥最大的作用。因

此，对于作动器来说，理论上应该使控制模态吸收

的作动力最大即可控度最优、剩余模态吸收的作

动能量为零以避免控制溢出，则其应满足如下

关系：

ｂＣｉｈ０，ｉ∈｛１，２，…，ＮＣ｝，ｈ∈｛１，２，…，Ｎａ｝

ｂＲｉｈ＝０，ｉ∈｛１，２，…，ＮＲ｝，ｈ∈｛１，２，…，Ｎａ{ ｝

（５）
同理，传感器测得的振动信号应仅包含控制

·２６１·
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模态信息输入到控制系统，即可观测度最优，则满

足如下关系：

ｃＣｊｉ０，ｉ∈｛１，２，…，ＮＣ｝，ｊ∈｛１，２，…，Ｎｓ｝

ｃＲｊｉ＝０，ｉ∈｛１，２，…，ＮＲ｝，ｊ∈｛１，２，…，Ｎｓ{ ｝

（６）

２　传感器和作动器优化位置配置

２．１　作动器位置优化准则

传感器或作动器优化配置指的是其在结构的

面内分布优化，具体就是沿梁的长度方向或在板

的二维平面内寻求传感器和作动器的最佳位置。

根据动力有限元、模态理论及系统控制理论方法，

本文给出基于系统可观 Ｇｒａｍｉａｎ矩阵和可控
Ｇｒａｍｉａｎ矩阵的准则来配置，由于篇幅的限制，只
给出作动器优化准则的具体推导过程。

对于式（３），其可控 Ｇｒａｍｉａｎ矩阵形式可表
示成：

ｗｃ（ｔ）＝∫
ｔ

０
ｅＡｔＢＢＴｅＡＴｔｄｔ （７）

考虑可控 Ｇｒａｍｉａｎ矩阵，其李雅普诺夫方程
可以写成：

Ａｗｃ＋ｗｃＡ
Ｔ＋ＢＢＴ＝０ （８）

第ｉ阶模态下的李雅普诺夫方程可以简
化为：

ｗｃｉ（Ａｉ＋Ａ
Ｔ
ｉ）＋ＢｉＢ

Ｔ
ｉ＝０ （９）

式中，ＢｉＢ
Ｔ
ｉ＝
０ ０
０ Ｂｉ[ ]２

２
；Ｂｉ

２
２＝（ｂ

２
ｉ１＋ｂ

２
ｉ２＋…＋

ｂ２ｉＮｃ）。
将式（３）的Ａ、Ｂ矩阵代入式（９），可得第ｉ阶

模态的可控Ｇｒａｍｉａｎ矩阵为：

ｗｃｉ＝
Ｂｉ

２
２

４ζｉωｉ
＝ １
４ζｉωｉ∑

ｒ

ｊ＝１
ｂ２ｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｎ）

（１０）
结构的可控Ｇｒａｍｉａｎ矩阵可表述为如式（１１）

所示的对角阵形式：

ｗｃ＝ｄｉａｇ｛ｗｃ１，ｗｃ２，…，ｗｃｎ｝ （１１）
对于作动器的配置，若某阶 ｗｃｉ很小，即系统

可控度小则这阶模态很难被控制。同理若剩余模

态的可控Ｇｒａｍｉａｎ分量很大，则会导致控制溢出，
影响控制效果。在考虑作动器消耗最小能量且能

达到最好控制效果的前提下，采用如下寻优准则：

ｍａｘ｛ｍｉｎ［Ｗｃｏｎｃ （Ａ１，Ａ２，…，ＡＮａ）］－

ρｃｍａｘ［Ｗ
ｕｎｃｏｎ
ｃ （Ａ１，Ａ２，…，ＡＮａ）］｝

　
（１２）

式中：ρｃ为权重系数，根据实际条件调整剩余模
态的权重；Ａ１，Ａ２，…，ＡＮａ表示作动器的布置位

置；Ｗｃｏｎｃ 和Ｗ
ｕｎｃｏｎ
ｃ 分别为被控模态和剩余模态关

于作动器位置的Ｇｒａｍｉａｎ矩阵。
作动器的布置准则可以表述为：

ｍａｘｍｉｎ ∑
ＮＣ

ｉ＝１
ｗ( )ｃｉ

ＮＣ

∏
ＮＣ

ｉ＝１
ｗ

槡 ｃｉ

σｗ( )











ｃｉ

{ －

ρｃｍａｘ ∑
ＮＲ

ｉ＝１
ｗ( )ｃｉ

ＮＲ

∏
ＮＲ

ｉ＝１
ｗ

槡 ｃｉ

σｗ( )









 }

ｃｉ

（１３）

式中：∑
ＮＣ

ｉ＝１
ｗｃｉ表示作动器对结构的输入总能量；

ＮＣ

∏
ＮＣ

ｉ＝１
ｗ

槡 ｃｉ表示各阶模态作动能量的平均变化率；

σ（ｗｃｉ）为各阶控制模态的标准差，用来惩罚那些
具有很大和很小作动能量的位置使得控制模态都

得到很好的控制。

２．２　传感器位置优化准则

同理，若任意 ｉ阶的 ｗｏｉ的值很小，则代表该

阶模态不能有效地观测到。在使所需控制模态的

信息最大化、剩余模态的信息尽可能小的原则下，

寻找传感器的优化位置，使得式（１４）成立：
ｍａｘ｛ｍｉｎ［Ｗｃｏｎｏ （Ｓ１，Ｓ２，…，ＳＮｓ）］－

ρｓｍａｘ［Ｗ
ｕｎｃｏｎ
ｏ （Ｓ１，Ｓ２，…，ＳＮｓ）］｝

　
（１４）

式中：ρｓ为权重系数，根据实际条件调整剩余模
态的权重；Ｓ１，Ｓ２，…，ＳＮｓ表示传感器的布置位置；

Ｗｃｏｎｏ 和Ｗ
ｕｎｃｏｎ
ｃ 分别为被观模态和剩余模态关于传

感器位置的可观Ｇｒａｍｉａｎ矩阵。
为了在有限传感器布置的条件下使得其提取

的各阶模态信息量均大且保证其总信息量最大，

式（１４）中的Ｗｃｏｎｏ 和Ｗ
ｕｎｃｏｎ
ｏ 分别可以写成：

Ｗｃｏｎｏ ＝
∑
ＮＣ

ｉ＝１
ｗ( )ｏｉ

ＮＣ

∏
ＮＣ

ｉ＝１
ｗ

槡 ｏｉ

σ（ｗｏｉ）

Ｗｕｎｃｏｎｏ ＝
∑
ＮＲ

ｉ＝１
ｗ( )ｏｉ

ＮＲ

∏
ＮＲ

ｉ＝１
ｗ

槡 ｏｉ

σ（ｗｏｉ















）

（１５）

式中：∑
ＮＣ

ｉ＝１
ｗｏｉ表示控制模态输出信息的总和；

ＮＣ

∏
ＮＣ

ｉ＝１
ｗ

槡 ｏｉ表示各阶控制模态的几何平均值，用来

描述各阶的平均变化率；σ（ｗｏｉ）为各阶控制模态
的标准差。对于剩余模态来说，其意义相同。

传感器优化配置准则为：

·３６１·
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ｍａｘｍｉｎ ∑
ＮＣ

ｉ＝１
ｗ( )ｏｉ

ＮＣ

∏
ＮＣ

ｉ＝１
ｗ

槡 ｏｉ

σ（ｗｏｉ）









　{ －

ρｓｍａｘ ∑
ＮＲ

ｉ＝１
ｗ( )ｏｉ

ＮＲ

∏
ＮＲ

ｉ＝１
ｗ

槡 ｏｉ

σ（ｗｏｉ）









 }　 （１６）

２．３　基于遗传算法的传感器或作动器位置优化

在多个传感器或作动器位置寻优时，遗传算

法能够保证全局最优的优化效果，因此，本文基于

传感器或作动器的配置准则采用遗传算法来求解

其最优位置。由于传感器和作动器的优化原理一

致，本文只对作动器的位置优化配置进行详细

介绍。

考虑结构为一悬臂板，将其进行有限单元划

分为１０×１６的网格，则有１１×１７个节点，从理论
来说，除去边界点，如果在８×１４节点的位置各布
置一个作动器，则效果最好。然而，这在实际当中

由于各种限制因素，作动器的数量会有严格的

要求。

为了问题描述的一般化，结构在作动器作用

下的动力学方程表示为：

Ｍｎ×ｎ̈ｘｎ×１＋Ｃｎ×ｎｘｎ×１＋Ｋｎ×ｎｘｎ×１＝Ｌｎ×ｒＵｒ×１
（１７）

式中：Ｍｎ×ｎ，Ｃｎ×ｎ，Ｋｎ×ｎ分别为结构的质量、阻尼、
刚度矩阵；ｘｎ×１为结构的节点位移矩阵；Ｌｎ×ｒ是元
素为０和１的系数矩阵，其中 ｒ代表作动器配置
个数；Ｕｒ×１为作动器的作动矢量矩阵。

假设考虑结构的前ｍ阶模态，由模态展开定
理可知 ｘｎ×１ ＝Φｎ×ｍｑｍ×１，将其代入式（１７）中
可得：

Ｍｎ×ｎΦｎ×ｍｑ̈ｍ×１＋Ｃｎ×ｎΦｎ×ｍｑｍ×１＋
Ｋｎ×ｎΦｎ×ｍｑｍ×１＝Ｌｎ×ｒＵｒ×１ （１８）

同样假定结构阻尼为瑞利阻尼，对式（１８）进行归
一化处理，两边同乘以ΦＴｎ×ｍ可得：
ｑ̈ｍ×１＋２ζｍ×ｍωｍ×ｍｑｍ×１＋ω

２
ｍ×ｍｑｍ×１＝Φ

Ｔ
ｎ×ｍＬｎ×ｒＵｒ×１

（１９）

在式（１９）中，令 Ｂ＾＝ΦＴｎ×ｍＬｎ×ｒ，对于矩阵 Ｂ
＾

来说，其相当于式（３）中 Ｂ在去掉零元素后余下

的矩阵Ｂ
!

，则可以将Ｂ＾与 Ｂ
!

建立起关系。其中 Ｂ
!

可以写成如下形式：

Ｂ
!

＝

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｒ
ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｒ
  

ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂ













ｎｒ

（２０）

从式（１０）中可以看出，所提出的作动器优

化配置准则和 Ｂ
!

有关，而 ζ和 ω则可以根据有
限元法计算得到。为了获取作动器的最优位

置，则可以等效地来规划矩阵Ｌｎ×ｒ中元素１的位
置，元素１对应的位置坐标就是作动器最优的
配置位置。

若要获取作动器的优化位置，则只需要得到

矩阵Ｌｎ×ｒ即可。对于变量为０和１元素的规划属
于非线性整数规划问题，下面就将遗传算法应用

于非线性规划问题，建立其具有ｎ×ｒ个０和１决
策变量的优化模型：

ｍａｘｍｉｎ ∑
ＮＣ

ｉ＝１
ｗ( )ｃｉ

ＮＣ

∏
ＮＣ

ｉ＝１
ｗ

槡 ｏｉ

σ（ｗｃｉ）









　{ －

ρｃｍａｘ ∑
ＮＲ

ｉ＝１
ｗ( )ｃｉ

ＮＲ

∏
ＮＲ

ｉ＝１
ｗ

槡 ｃｉ

σ（ｗｃｉ）









 }　

　　ｓ．ｔ．

ｗｃｉ＝
Ｂｉ

２
２

４ζｉωｉ
＝ １
４ζｉωｉ∑

ｒ

ｊ＝１
ｂ２ｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｎ

０≤∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｉｊ≤ｒ

０≤∑
ｒ

ｊ＝１
ｂｉｊ≤ｒ

ｉ＝１，２，…，ｎ
ｊ＝１，２，…，ｒ
ｂｉｊ＝



















０ｏｒ１

（２１）

３　数值分析算例

３．１　作动器配置位置结果

表１给出了悬臂板结构的几何参数及材料属
性参数。

表１　结构基本物理参数
Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

物理参数 数值

长度／ｍｍ ４００

宽度／ｍｍ ２００

厚度／ｍｍ ５

密度／（ｋｇ／ｍ３） ２８００

弹性模量／ＧＰａ ７０

阻尼比ζｉ（ｉ＝１，２，…，５） ０．０００１

为了得到结构更精确的振动响应，计算了结

·４６１·
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构的前５阶频率，见表２。根据 ωｉ＝２πｆｉ（ｉ＝１，
２，…，５）即可求取各阶的角频率。

表２　结构前５阶自然频率
Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｖｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

阶数 １ ２ ３ ４ ５

频率／Ｈｚ ２４．２ ３８．２ ６１．８ ８１．３ ９６．１

由于采用作动器和传感器同位配置，根据该优

化模型，基于 ＮＬＩＰＧＡ仅对作动器的位置进行优
化即可。本文只考虑一个和两个作动器主动作动

条件下的振动控制效果，对于悬臂板考虑其前两阶

模态为控制模态，余下三阶模态为剩余模态。这里

ρｃ＝０５，作动器的位置优化结果如图１所示。

图１　作动器优化位置
Ｆｉｇ．１　Ｏｐｔｉｍａｌｌｏｃａｔｉｏｎｓｏｆａｃｔｕａｔｏｒｓ

３．２　控制律及观测器

采用线性二次型调节器（ＬｉｎｅａｒＱｕａｄｒａｔｉｃ
Ｒｅｇｕｌａｔｏｒ，ＬＱＲ）控制算法进行振动主动控制，对
于式（３）状态方程，假若其为可控系统，则基于状
态观测的控制律可以为

ｕａ＝－Ｋｘ （２２）
式中，Ｋ为反馈增益矩阵。

对于反馈增益矩阵，则可以由如下二次性能

指标优化得到：

Ｊｕａ ＝
１
２∫

∞

０
ｘＴＱｘ＋ｕＴａＲｕａ ｄｔ （２３）

式中，Ｑ和 Ｒ分别为半正定和正定对称矩阵。反
馈增益矩阵可以写为：

Ｋ＝Ｒ－１ＢＴＰ （２４）
其中，Ｐ为如式（２５）所示代数Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解。

ＡＴＰ＋ＰＡ－ＰＢＲ－１ＢＴＰ＋Ｑ＝０ （２５）
根据式（３）即可得到闭环系统方程为：

ｘ＝（Ａ－ＢＫ）ｘ （２６）
从式（２６）可知，控制律需要知道状态向量 ｘ

的信 息。假 定 状 态 系 统 方 程 可 观，引 入

Ｌｕｅｎｂｅｒｇｅｒ观测器来计算状态估计值 )ｘ，则有
式（２７）成立：

)ｘ·＝ )Ａｘ＋Ｂｕａ＋Ｌ（ｙ－ )Ｃｘ） （２７）
式中，Ｌ为观测增益矩阵。则控制律变化为：

ｕａ＝－ )Ｋｘ （２８）

３．３　不同外部激励的振动控制

为了验证振动主动控制的效果，外部激励分

别选择狄拉克冲击脉冲和阶跃信号。其中响应观

测位置及外激励作用位置示意如图２所示。

图２　观测点及外激励位置示意图
Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｐｏｉｎｔａｎｄ

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｐｏｓｉｔｉｏｎ

当外部激励为狄拉克脉冲激励时，无控制时

的位移响应如图３所示。施加控制后悬臂板的振
动控制效果如图４所示。

图３　无控制开环位移响应
Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｔｒｏｌ

从图４可知，两个作动器的控制作用优于单
个作动器的作用效果。理想的情况———作动器不

受限制时，作动器越多，振动控制效果越好。当作

动器数量为单个时，本文方法和文献［１４］所采用
的作动器配置方法的控制效果差不多，但本文的

方法仍然优于文献［１４］的方法。而作动器数量
为两个时，可以从图４（ｂ）中看出本文配置方法下
的作动效果明显优于文献方法。这也正验证了作

动器数量对控制性能的影响。

当外激励为阶跃信号时，由于阶跃信号含有

丰富的频率成分，可以激起悬臂板的多阶模态。

图５给出了频域下作动器的主动控制效果。

·５６１·
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（ａ）单个作动器作用控制效果
（ａ）Ｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｏｆｓｉｎｇｌｅａｃｔｕａｔｏｒａｃｔｉｏｎ

（ｂ）两个作动器作用控制效果
（ｂ）Ｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｏｆｔｗｏａｃｔｕａｔｏｒｓａｃｔｉｏｎ

图４　不同作动器数量的时域控制效果
Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｕｍｂｅｒｏｆ

ａｃｔｕａｔｏｒｓｉｎｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ

（ａ）单个作动器作用的控制效果
（ａ）Ｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｏｆｓｉｎｇｌｅａｃｔｕａｔｏｒａｃｔｉｏｎ

（ｂ）两个作动器作用控制效果
（ｂ）Ｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｏｆｔｗｏａｃｔｕａｔｏｒｓａｃｔｉｏｎ

图５　不同作动器数量的频域控制效果
Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｕｍｂｅｒｏｆ

ａｃｔｕａｔｏｒｓｉｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ

　　从图５可以看出，本文作动器配置条件下的
振动控制效果明显优于文献［１４］方法。由图可
知二阶频率处没有尖峰，也即结构的模态振型发

生了变化。之所以出现这样的情况，可以从本文

与文献［１４］优化准则的不同寻找到原因。在文

献［１４］中提到的优化准则其考虑的是具有独立
模态的意义，而本文优化准则中则考虑模态平均

的意义，相当于耦合模态。由振动模态理论可知，

独立模态控制仅是改变控制模态的频率和模态阻

尼，对模态形状没有影响，而耦合模态控制将控制

模态和剩余模态耦合，相当于特征向量重新配置。

４　结论

本文结合有限元动力学、控制理论推导了作

动器和传感器的位置配置优化准则，基于该准则

利用ＮＬＩＰＧＡ算法获得作动器的最优位置。在
传感器和作动器同位配置的条件下对悬臂板进行

数值模拟，可以得出如下结论：

１）有限元动力学方法与 ＮＬＩＰＧＡ算法结合
可以解决结构振动主动控制中传感器和作动器位

置优化配置的问题；

２）本文提出的优化准则优于文献［１４］方法，
对于柔性结构如太阳展板、板型天线等的振动控

制，尤其对于模态形状要求有所改变的情况，本文

方法是有效的。

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）

［１］　王军，杨亚东，张家应，等．面向结构振动控制的压电作
动器优化配置研究 ［Ｊ］．航空学报，２０１２，３３（３）：
４９４－５００．
ＷＡＮＧ Ｊｕｎ， ＹＡＮＧ Ｙａｄｏｎｇ， ＺＨＡＮＧ Ｊｉａｙｉｎｇ， ｅｔａｌ．
Ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｏｆｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃａｃｔｕａｔｏｒｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｆｏｒ
ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］．Ａｃｔａ Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃａ ｅｔ
ＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１２，３３（３）：４９４－５００．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２］　ＡｇｒａｗａｌＢＮ，ＥｌｓｈａｆｅｉＭＡ，ＳｏｎｇＧＢ．Ａｄａｐｔｉｖｅａｎｔｅｎｎａ
ｓｈａｐｅｃｏｎｔｒｏｌｕｓｉｎｇ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ａｃｔｕａｔｏｒｓ［Ｊ］． Ａｃｔａ
Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａ，１９９７，４０（１１）：８２１－８２６．

［３］　柳萍，毛剑琴，张伟，等．基于Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎｌｉｋｅ模型的超
磁致伸缩作动器建模与控制 ［Ｊ］．北京航空航天大学学
报，２０１３，３９（７）：９１７－９２１，９２６．
ＬＩＵＰｉｎｇ，ＭＡＯＪｉａｎｑｉｎ，ＺＨＡＮＧＷｅｉ，ｅｔａｌ．Ｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄ
ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｇｉａｎｔ ｍａｇｎｅｔｏｓｔｒｉｃｔｉｖｅ ａｃｔｕａｔｏｒｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ
Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎｌｉｋｅｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＢｅｉｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆ
ＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，２０１３，３９（７）：９１７－９２１，
９２６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［４］　ＺａｂｉｈｏｌｌａｈＡ，ＳｅｄａｇａｈｔｉＲ，ＧａｎｅｓａｎＲ．Ａｃｔｉｖｅｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｓｕｐｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｓｍａｒｔｌａｍｉｎａｔｅｄｂｅａｍｓｕｓｉｎｇｌａｙｅｒｗｉｓｅｔｈｅｏｒｙ
ａｎｄａｎｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌｓｔｒａｔｅｇｙ［Ｊ］．ＳｍａｒｔＭａｔｅｒｉａｌｓａｎｄ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００７，１６（６）：２１９０－２２０１．

［５］　咸奎成，黄海．自适应压电桁架形状控制中作动器优化
配置 ［Ｊ］．北京航空航天大学学报，２００７，３３（５）：
５２７－５３０．
ＸＩＡＮＫｕｉｃｈｅｎｇ，ＨＵＡＮＧＨａｉ．Ｏｐｔｉｍａｌａｃｔｕａｔｏｒｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ
ｆｏｒｓｈａｐｅｃｏｎｔｒｏｌｏｆａｄａｐｔｉｖｅｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｔｒｕｓｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆＢｅｉｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，２００７，
３３（５）：５２７－５３０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［６］　ＬｉｕＷ，ＨｏｕＺＫ，ＤｅｍｅｔｒｉｏｕＭＡ．Ａｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｓｃｈｅｍｅ
ｆｏｒｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｓｅｎｓｏｒ／ａｃｔｕａｔｏｒｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｆｌｅｘｉｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ

·６６１·



　第１期 高维金，等：作动器最优配置的柔性结构振动主动控制

ｕｓｉｎｇｓｐａｔｉａｌＨ２ ｍｅａｓｕｒｅｓ［Ｊ］．ＭｅｃｈａｎｉｃａｌＳｙｓｔｅｍｓａｎｄ
ＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００６，２０（４）：８８１－８９５．

［７］　ＨｉｒａｍｏｔｏＫ，ＤｏｋｉＨ，ＯｂｉｎａｔａＧ．Ｏｐｔｉｍａｌｓｅｎｓｏｒ／ａｃｔｕａｔｏｒ
ｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｏｒａｃｔｉｖｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｕｓｉｎｇｅｘｐｌｉｃｉｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ
ａｌｇｅｂｒａｉｃＲｉｃｃａｔｉｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄ
Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，２０００，２２９（５）：１０５７－１０７５．

［８］　ＧｎｅｙＭ，ＥｓｋｉｎａｔＥ．Ｏｐｔｉｍａｌａｃｔｕａｔｏｒａｎｄｓｅｎｓｏｒｐｌａｃｅｍｅｎｔｉｎ
ｆｌｅｘｉｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｕｓｉｎｇｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｃｒｉｔｅｒｉａ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，２００７，３１２（１／２）：２１０－２３３．

［９］　王威远，魏英杰，王聪，等．压电智能结构传感器／作动
器位置优化研究 ［Ｊ］．宇航学报，２００７，２８（４）：
１０２５－１０２９．
ＷＡＮＧＷｅｉｙｕａｎ，ＷＥＩＹｉｎｇｊｉｅ，ＷＡＮＧＣｏｎｇ，ｅｔａｌ．Ｏｐｔｉｍａｌ
ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｏｆｓｅｎｓｏｒ／ａｃｔｕａｔｏｒｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｏｒｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｓｍａｒｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，２００７，２８（４）：
１０２５－１０２９．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１０］　ＢｒｕａｎｔＩ，ＰｒｏｓｌｉｅｒＬ．Ｏｐｔｉｍａｌｌｏｃａｔｉｏｎｏｆａｃｔｕａｔｏｒｓａｎｄｓｅｎｓｏｒｓ
ｉｎａｃｔｉｖｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＭａｔｅｒｉａｌ
ＳｙｓｔｅｍｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００５，１６（３）：１９７－２０６．

［１１］　ＷａｎｇＱ，ＷａｎｇＣＭ．Ａｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｉｌｉｔｙｉｎｄｅｘｆｏｒｏｐｔｉｍａｌ
ｄｅｓｉｇｎｏｆｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃａｃｔｕａｔｏｒｓｉｎｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｏｆｂｅａｍ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，２００１，
２４２（３）：５０７－５１８．

［１２］　ＤｈｕｒｉＫＤ，ＳｅｓｈｕＰ．Ｐｉｅｚｏａｃｔｕａｔｏｒｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄｓｉｚｉｎｇｆｏｒ

ｇｏｏｄｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓａｎｄｍｉｎｉｍａｌｃｈａｎｇｅｉｎｏｒｉｇｉｎａｌ
ｓｙｓｔｅｍｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］．ＳｍａｒｔＭａｔｅｒｉａｌｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００６，
１５（６）：１６６１－１６７２．

［１３］　ＺｏｒｉｃＮＤ，ＳｉｍｏｎｏｖｉｃＡＭ，ＭｉｔｒｏｖｉｃＺＳ，ｅｔａｌ．Ｏｐｔｉｍａｌ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｏｆｓｍａｒｔｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍｓｗｉｔｈｏｐｔｉｍａｌｓｉｚｅ
ａｎｄｌｏｃａｔｉｏｎｏｆｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｓｅｎｓｉｎｇａｎｄａｃｔｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＭａｔｅｒｉａｌＳｙｓｔｅｍｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２０１３，
２４（４）：４９９－５２６．

［１４］　ＢｒｕａｎｔＩ，ＧａｌｌｉｍａｒｄＬ，ＮｉｋｏｕｋａｒＳ．Ｏｐｔｉｍａｌｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ
ａｃｔｕａｔｏｒａｎｄｓｅｎｓｏｒｌｏｃａｔｉｏｎｆｏｒａｃｔｉｖｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌ，ｕｓｉｎｇ
ｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，
２０１０，３２９（１０）：１６１５－１６３５．

［１５］　ＢｉｇｌａｒＭ，ＧｒｏｍａｄａＭ，ＳｔａｃｈｏｗｉｃｚＦ，ｅｔａｌ．Ｏｐｔｉｍａｌ
ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｓｅｎｓｏｒｓａｎｄａｃｔｕａｔｏｒｓｆｏｒａｃｔｉｖｅ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｏｆａｐｌａｔｅｕｓｉｎｇａｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］．
ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａ，２０１５，２２６（１０）：３４５１－３４６２．

［１６］　ＢｒｕａｎｔＩ， Ｇａｌｌｉｍａｒｄ Ｌ， ＮｉｋｏｕｋａｒＳ． Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ
ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｓｅｎｓｏｒｓｌｏｃａｔｉｏｎａｎｄｎｕｍｂｅｒｕｓｉｎｇａｇｅｎｅｔｉｃ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ［Ｊ］． ＭｅｃｈａｎｉｃｓｏｆＡｄｖａｎｃｅｄ Ｍａｔｅｒｉａｌｓａｎｄ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２０１１，１８（７）：４６９－４７５．

［１７］　ＨａｌｉｍＤ，ＭｏｈｅｉｍａｎｉＳＯＲ．Ａｎｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｐｐｒｏａｃｈｔｏ
ｏｐｔｉｍａｌｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｃｏｌｌｏｃａｔｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃａｃｔｕａｔｏｒｓａｎｄ
ｓｅｎｓｏｒｓｏｎａｔｈｉｎｐｌａｔｅ［Ｊ］．Ｍｅｃｈａｔｒｏｎｉｃｓ，２００３，１３（１）：
２７－４７．

·７６１·


