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图像恢复中的稳健交替方向乘子法
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摘　要：交替方向乘子法在解决线性逆问题（包括图像恢复）中取得了良好的效果，但是其效果对惩罚参
数的选择非常敏感，不利于具体的应用。提出基于惩罚参数自适应选择原理的稳健交替方向乘子法，对其优

化条件和收敛性进行了详细分析。实验表明，在基于 Ｐａｒｓｅｖａｌ紧框架的图像恢复应用中，该算法不但对惩罚
参数的选择表现出良好的稳健性，而且效果优于交替方向乘子法，并优于其他目前热门的算法。
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　　图像恢复是一个经典的线性逆问题：
ｙ＝Ａｘ＋ｎ （１）

其中：ｘ是原图像，即目标图像；Ａ是线性算子的
矩阵表示，一般为模糊矩阵；ｙ为观测图像，即需
要修复的图像；ｎ则为噪声。众所周知，从 ｙ中修
复出ｘ是一个欠定问题，即存在多个解。幸运的
是，如果ｘ是稀疏的或在某个特定的域里稀疏，可
以利用压缩感知（ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇ）理论［１－２］以

较少的代价得到满意结果。

对于图像来说，ｘ表示的是各个像素点的灰
度值，因此ｘ不是稀疏变量。但是图像在某些特
定的小波或框架（一般假设为紧框架）中表示的

系数是稀疏的。文献［３］提供了这两种表示方
法———分析（ａｎａｌｙｓｉｓ）和合成（ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ）方法。对
于前者来说，其模型为：

ｍｉｎ
ｘ

１
２ ｙ－Ａｘ

２
２＋λＰｘ１ （２）

其中，λ为正则化参数，Ｐ为分析算子，则Ｐｘ表示
的是在小波基或紧框架下的稀疏系数［４］。后者

的模型为：

ｍｉｎ
ｓ

１
２ ｙ－ＡＷｓ

２
２＋λｓ１ （３）

其中，Ｗ为框架矩阵，则图像 ｘ＝Ｗｓ，其中 ｓ为相
应的稀疏系数。注意式（２）和式（３）都是凸优化
问题，其正则化项 ｌ１范数惩罚的都是稀疏系数，
从而达到其正则化的目的。

解决问题（２）～（３）最经典的方法是迭代阈
值收缩（ＩｔｅｒａｔｉｖｅＳｈｒｉｎｋａｇｅ／Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ，ＩＳＴ）算
法，其核心是所谓的阈值收缩函数，也被称为

Ｍｏｒｅａｕ近似映射或去噪函数，定义为：
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Ｐｒｏｘλｆ（ｔ）＝ａｒｇｍｉｎｘ
１
２ ｔ－ｘ

２
２＋λｆ（ｘ） （４）

当ｆ（ｘ）为ｌ１范数时，式（４）即为众所周知的
软阈值（ｓｏｆｔｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ）：
Ｓｏｆｔλ（ｔ）＝Ｐｒｏｘλ · １（ｔ）＝ｓｉｇｎ（ｔ）ｍａｘ｛ｔ－λ，０｝

（５）
但是当矩阵 Ａ处在病态条件下，ＩＳＴ算法在

解决问题（２）～（３）时会变得很慢。为了克服这
一点，许多加速版本的 ＩＳＴ算法被提出来了。例
如，ＴｗＩＳＴ（ＴｗｏｓｔｅｐＩＳＴ）［５］中每一次的迭代取决
于之前的两次迭代，而在ＩＳＴ算法中，其只取决于
之前一次的迭代。在许多基于小波和全方差

（ＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎ，ＴＶ）的图像恢复问题中，它比ＩＳＴ
算法在计算速度上有了很大幅度的提高。另外一

种经典的快速 ＩＳＴ算法（ＦａｓｔＩＳＴＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，
ＦＩＳＴＡ）［６］也在速度上比 ＩＳＴ算法有明显优势。
类似于ＴｗＩＳＴ，ＦＩＳＴＡ也是一种两步版本的ＩＳＴ算
法，并且是Ｎｅｓｔｅｒｏｖ优化梯度算法（针对光滑凸问
题）［７］的非光滑变体。还有一种 ＩＳＴ算法的变
体———ＳｐａＲＳＡ算法［８］通过每一步选择不同的步

长来提高算法的速度。

近几年来，除了以上的ＩＳＴ系列算法，交替方
向 乘 子 法 （Ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ ＤｉｒｅｃｔｉｏｎｓＭｅｔｈｏｄ ｏｆ
Ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，ＡＤＭＭ）［９］受到很多学者的关注。
ＡＤＭＭ融合了变量分裂技术［１０］和增广拉格朗日

方法［１１］，其与最近被提出来的 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代方
法［１２－１３］有着紧密的联系。作为典型的 ＡＤＭＭ算
法，文献［１４］针对非约束优化问题，提出了一种
分裂增广拉格朗日收缩算法（ＳｐｌｉｔＡｕｇｍｅｎｔｅｄ
ＬａｇｒａｎｇｉａｎＳｈｒｉｎｋａｇｅＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＳＡＬＳＡ），在图像
去卷积、图像恢复以及核磁共振成像中，ＳＡＬＳＡ
的表现都优于ＦＩＳＴＡ、ＴｗＩＳＴ和ＳｐａＲＳＡ。

尽管ＳＡＬＳＡ相对于其他的算法表现出了很大
的优势，但是它在具体实施中怎样选择惩罚参数是

一个难题。事实上，ＳＡＬＳＡ的结果对惩罚参数的选
择非常敏感，为了达到满意的结果，在实施中不得

不做大量的尝试以选择最合适的惩罚参数。本文

正是为了克服这一难题，利用惩罚参数自适应选择

原理［１５］，提出了一种稳健交替方向乘子法，它对惩

罚参数的选择具有非常好的稳健性，并且其在各项

评价指标上也优于ＳＡＬＳＡ和其他算法。

１　ＡＤＭＭ算法框架

１．１　优化问题和ＡＤＭＭ算法

首先考虑下面的非约束优化问题：

ｍｉｎ
ｘ
ｆ（ｘ）＋ｇ（Ｂｘ） （６）

其中，Ｂ∈ＲＲＭ×Ｎ，ｘ∈ＲＲＮ，ｆ：ＲＲＮ→珚珚ＲＲ和ｇ：ＲＲＭ→珚珚ＲＲ。
变量分裂技术就是通过约束ｖ＝Ｂｘ来增加新的变
量ｖ∈ＲＲＭ，使式（６）变成一个约束优化问题：

ｍｉｎ
ｘ
ｆ（ｘ）＋ｇ（ｖ）ｓ．ｔ．ｖ＝Ｂｘ （７）

而ＡＤＭＭ［９］算法就是通过交替优化由式（７）生成
的增广拉格朗日方程得到的，具体见算法１。

算法１　ＡＤＭＭ算法
Ａｌｇ．１　ＡＤＭＭａｌｇｏｒｉｔｈｍ

Ｓｔｅｐ１：设ｋ＝０，选择μ＞０，ｖ０和ｄ０

Ｓｔｅｐ２：ｘｋ＋１∈ａｒｇｍｉｎｘ ｆ（ｘ）＋
μ
２ Ｂｘ－ｖｋ－ｄｋ

２

Ｓｔｅｐ３：ｖｋ＋１∈ａｒｇｍｉｎｖ ｇ（ｖ）＋
μ
２ Ｂｘｋ＋１－ｖ－ｄｋ

２

Ｓｔｅｐ４：ｄｋ＋１＝ｄｋ－（Ｂｘｋ＋１－ｖｋ＋１）

Ｓｔｅｐ５：ｋ＝ｋ＋１
Ｓｔｅｐ６：如果满足停止条件就停止，否则转Ｓｔｅｐ２

１．２　ＡＤＭＭ收敛性定理

对于问题（７）和相应的 ＡＤＭＭ算法（算法
２），Ｅｃｋｓｔｅｉｎ和Ｂｅｒｔｓｅｋａｓ［１６］给出了收敛性定理：

定理１［１４，１６］　针对问题（７），对于任意μ＞０，
ｖ０，ｄ０∈ＲＲ

Ｍ，假设下面四个假设成立：

假设１：Ｂ∈ＲＲＭ×Ｎ是列满秩矩阵；

假设２：ｆ，ｇ是正常的闭凸函数；
假设 ３：两个序列（ζｋ）ｋ∈ＮＮ ［０，＋∞）和

（ηｋ）ｋ∈ＮＮ ［０，＋∞）分别满足∑
∞

ｋ
ζｋ ＜∞ 和

∑
∞

ｋ
ηｋ ＜∞；

假设４：三个序列（ｘｋ）ｋ∈ＮＮＲＲ
Ｎ，（ｖｋ）ｋ∈ＮＮ

ＲＲＭ和（ｄｋ）ｋ∈ＮＮＲＲ
Ｍ满足：

ｘｋ＋１－ａｒｇｍｉｎｘ ｆ（ｘ）＋μ２ Ｂｘ－ｖｋ－ｄｋ( )２ ≤ζｋ
ｖｋ＋１－ａｒｇｍｉｎｙ ｇ（ｖ）＋μ２ Ｂｘｋ＋１－ｖ－ｄｋ( )２ ≤ηｋ
ｄｋ＋１＝ｄｋ－（Ｂｘｋ＋１－ｖｋ＋１













）

那么，如果问题（７）有解，序列（ｘｋ）ｋ∈ＮＮ收敛到它
的一个解；如果问题（７）无解，则两个序列
（ｘｋ）ｋ∈ＮＮ和（ｄｋ）ｋ∈ＮＮ中至少一个发散。

１．３　优化条件分析

对于问题（７），其优化的充分必要条件如下。
假设 ｘ、ｖ是原始可行解，ｄ为对偶可行

解，则对于原始可行性来说，有：

ｖ ＝Ｂｘ （８）

·３１１·
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其对偶可行性有

０∈ｆ（ｘ）－μＢＴｄ （９）
０∈ｇ（ｖ）＋μｄ （１０）

当ｆ和ｇ都为可微分函数时，其次微分为它们的
梯度，即ｆ＝｛!ｆ｝和ｇ＝｛!ｇ｝，则式（９）和
式（１０）为：

０＝
!

ｆ（ｘ）－μＢＴｄ （１１）
０＝

!

ｇ（ｖ）＋μｄ （１２）
由算法 １中的 Ｓｔｅｐ２，ｘｋ＋１是ｍｉｎｘ ｆ（ｘ）＋

μ
２ Ｂｘ－ｖｋ－ｄｋ

２的优化解，有：

０∈ｆ（ｘｋ＋１）＋μＢ
Ｔ（Ｂｘｋ＋１－ｖｋ－ｄｋ）

＝ｆ（ｘｋ＋１）＋μＢ
Ｔ［（ｄｋ－ｄｋ＋１＋ｖｋ＋１        ）

由算法１中的Ｓｔｅｐ４得到

－ｖｋ－ｄｋ］

＝ｆ（ｘｋ＋１）－μＢ
Ｔｄｋ＋１＋μＢ

Ｔ（ｖｋ＋１－ｖｋ） （１３）

同理，ｖｋ＋１是ｍｉｎｖ ｇ（ｖ）＋
μ
２ Ｂｘｋ＋１－ｖ－ｄｋ

２

的优化解，因此

０∈ｇ（ｖｋ＋１）＋μ［ｄｋ－（Ｂｘｋ＋１－ｖｋ＋１       ）］
算法１中的Ｓｔｅｐ４

＝ｇ（ｖｋ＋１）＋μｄｋ＋１ （１４）
分别比较式 （１０）和式 （１４），式 （９）和

式（１３），不难发现 ｖｋ＋１和 ｄｋ＋１通常满足式（１０），
而式（９）是通过迭代满足的，即当 ｖｋ＋１－ｖｋ→０
时，式（１３）→式（９）。因此

ｄｒｋ＋１＝μＢ
Ｔ（ｖｋ＋１－ｖｋ） （１５）

被当成是式（１３）的剩余值，也称为第 ｋ＋１迭代
步时的对偶剩余值（ｄｕａｌｒｅｓｉｄｕａｌ）。而

ｐｒｋ＋１＝Ｂｘｋ＋１－ｖｋ＋１ （１６）
被称为原始剩余值（ｐｒｉｍａｌｒｅｓｉｄｕａｌ）。

总之，ＡＤＭＭ算法的优化条件是式（８）、
式（９）和式（１０）。式（１０）在迭代过程中总是满
足的，而原始和对偶剩余值：ｐｒｋ＋１和 ｄｒｋ＋１在迭代
中收敛至０，分别使得式（８）和式（９）满足。

２　稳健ＡＤＭＭ算法框架

基于上面的ＡＤＭＭ算法框架，可以结合基于
原始和对偶剩余值的惩罚参数 μ自适应选择原
理［１５］，得到稳健ＡＤＭＭ（ＲｏｂｕｓｔＡＤＭＭ，ＲＡＤＭＭ）
算法。

２．１　惩罚参数自适应选择原理

为了加快ＡＤＭＭ算法的收敛速度，可以考虑
每一个迭代中采用不同的惩罚参数 μｋ，这样也减
少了算法对初始值的依赖。由 ＡＤＭＭ算法的迭
代过程可知，μ越大，对远离初始可行解的数值惩
罚越大，从而产生小的初始剩余值 ｐｒｋ＋１。但是 μ
越大，会使对偶剩余值ｄｒｋ＋１增大；相反，如果μ越

小，能减少ｄｒｋ＋１，但是会增加 ｐｒｋ＋１。基于这些考
虑，产生了惩罚参数自适应选择原理［１５］：

μｋ＋１＝
αμｋ　 ｐｒｋ＋１ ２＞δｄｒｋ＋１ ２

μｋ／β　 ｄｒｋ＋１ ２＞δｐｒｋ＋１ ２

μｋ　　
{

其他

（１７）

其中，α＞１，β＞１，δ＞１。式（１７）的目的就是用δ来
捆绑ｐｒｋ＋１和 ｄｒｋ＋１，使它们都收敛至０。例如，当
ｐｒｋ＋１相对于 ｄｒｋ＋１过大（ｐｒｋ＋１ ２＞δｄｒｋ＋１ ２），惩

罚参数增加至αμｋ；相反，当ｐｒｋ＋１相对于ｄｒｋ＋１过小
（ｄｒｋ＋１ ２＞δｐｒｋ＋１ ２），惩罚参数减少至μｋ／β。事
实上，为了进一步减少计算，式（１７）中的距离标量
２－范数：ｐｒ２（和 ｄｒ２）可用 ｐｒ（和 ｄｒ）来代
替，后者被定义为矩阵各元素的绝对值之和，例如

ｐｒ＝∑
ｉ
∑
ｊ
ｐｒｉｊ，其类似于向量的１－范数。

值得一提的是，在 ＡＤＭＭ算法中惩罚参数
μｋ＋１调整的时候，根据 ｄ＝λ／μ也需要及时更新
ｄｋ＋１，即：

ｄｋ＋１＝

ｄｋ／α　 ｐｒｋ＋１ ＞δｄｒｋ＋１
βｄｋ　 ｄｒｋ＋１ ＞δｐｒｋ＋１
ｄｋ　　

{
其他

（１８）

２．２　稳健ＡＤＭＭ算法

结合算法１，式（１５）、式（１６）和式（１８），可以得到
基于惩罚参数自适应选择的ＲＡＤＭＭ算法，见算法２。

算法２　ＲＡＤＭＭ算法
Ａｌｇ．２　ＲＡＤＭＭａｌｇｏｒｉｔｈｍ

Ｓｔｅｐ１：设ｋ＝０，选择μ０＞０，δ＞０，α＞０，β＞０，ｖ０和ｄ０

Ｓｔｅｐ２：ｘｋ＋１∈ａｒｇｍｉｎｘ ｆ（ｘ）＋
μｋ
２ Ｂｘ－ｖｋ－ｄｋ

２

Ｓｔｅｐ３：ｖｋ＋１∈ａｒｇｍｉｎｖ ｇ（ｖ）＋
μｋ
２ Ｂｘｋ＋１－ｖ－ｄｋ

２

Ｓｔｅｐ４：珔ｄｋ＋１＝ｄｋ－（Ｂｘｋ＋１－ｖｋ＋１）

Ｓｔｅｐ５：ｐｒｋ＋１＝Ｂｘｋ＋１－ｖｋ＋１
Ｓｔｅｐ６：ｄｒｋ＋１＝μｋＢ

Ｔ（ｖｋ＋１－ｖｋ）

Ｓｔｅｐ７：判定：如果 ｐｒｋ＋１ ＞δｄｒｋ＋１
Ｓｔｅｐ８：μｋ＋１＝αμｋ
Ｓｔｅｐ９：ｄｋ＋１＝珔ｄｋ＋１／α
Ｓｔｅｐ１０：否则如果 ｄｒｋ＋１ ＞δｐｒｋ＋１
Ｓｔｅｐ１１：μｋ＋１＝μｋ／β
Ｓｔｅｐ１２：ｄｋ＋１＝β珔ｄｋ＋１
Ｓｔｅｐ１３：否则
Ｓｔｅｐ１４：μｋ＋１＝μｋ
Ｓｔｅｐ１５：ｄｋ＋１＝珔ｄｋ＋１
Ｓｔｅｐ１６：结束判定
Ｓｔｅｐ１７：ｋ＝ｋ＋１
Ｓｔｅｐ１８：如果满足停止条件就停止，否则转Ｓｔｅｐ２

·４１１·
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２．３　收敛性分析

为了证明 ＲＡＤＭＭ收敛，可把 ＲＡＤＭＭ的算
法过程看作是两个部分组成：①运行 ＲＡＤＭＭ有
限个迭代；②接下来运行 ＳＡＬＳＡ。事实上，在
ＲＡＤＭＭ的实施中，由于惩罚参数自适应选择，原
始和对偶剩余值随着迭代过程将会相互趋近，在

一定的迭代步骤后，一般最后会出现：ｐｒｋ＋１ ／δ＜
ｄｒｋ＋１ ＜δ ｐｒｋ＋１ （或 ｄｒｋ＋１ ／δ＜ ｐｒｋ＋１ ＜
δｄｒｋ＋１ ），此时 μｋ＋１＝μｋ，就退化为 ＳＡＬＳＡ算法
了。注意，以上并没有说明当 ＲＡＤＭＭ算法中一
定出现 μｋ＋１＝μｋ，就会从此退化成 ＳＡＬＳＡ算法，
因此在下一个迭代中有可能满足使μｋ＋１增大或缩
小的条件。但是，由２１节的分析可知，正是由于
对惩罚参数的自适应控制，使算法能收敛得更快，

使原始和对偶剩余值同步和同水平减少，提高了

结果的精度。

无论如何，ＲＡＤＭＭ都可以看作是：在前面有
限迭代中通过调整惩罚参数μ来控制原始和对偶
剩余值，然后停止使用惩罚参数自适应选择，从而

退化成ＳＡＬＳＡ算法。基于此，如果 ＳＡＬＳＡ收敛，
则ＲＡＤＭＭ收敛。而１２节保证了 ＳＡＬＳＡ的收
敛，从而保证了 ＲＡＤＭＭ的收敛。下面将利用
ＲＡＤＭＭ进行图像恢复。

３　基于Ｐａｒｓｅｖａｌ紧框架的图像恢复

这一部分采用式（３）作为优化模型对图像进
行修复，并进一步假设 Ａ为块轮换卷积矩阵
（ｂｌｏｃｋｃｉｒｃｕｌａｎｔｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｍａｔｒｉｘ），Ｗ为标准化
紧框架矩阵（即Ｐａｒｓｅｖａｌ紧框架），则有：

ｍｉｎ
ｘ

１
２ ｙ－ＡＷｓ

２
２＋λｓ１ｓ．ｔ．ＷＷ

Ｈ＝Ｉ（１９）

其中，ＷＨ为Ｗ的共轭转置，Ｉ为单位矩阵。对于
问题（１９），结合问题（６）和算法２，设置：

ｆ（ｓ）＝１２ ｙ－ＡＷｓ
２
２

ｇ（ｖ）＝λｖ１

Ｂ＝
{

Ｉ

（２０）

对于式（２０），算法２中的Ｓｔｅｐ２～３变为：

ｓｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎｓ
１
２ ｙ－ＡＷｓ

２
２＋
μｋ
２ ｘ－ｖｋ－ｄｋ

２

（２１）

ｖｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎｖ λｖ１＋
μｋ
２ ｓｋ＋１－ｖ－ｄｋ

２（２２）

简单分析可知，在式（２１）中，通过设置目标
函数的导数为０，可以得到：

ｓｋ＋１＝（Ｗ
ＨＡＨＡＷ＋μｋＩ）

－１ωｋ （２３）

其中，ωｋ＝Ｗ
ＨＡＨｙ＋μｋ（ｖｋ＋ｄｋ）。而式（２２）是软

阈值（见式（５））：
ｖｋ＋１＝Ｓｏｆｔλ／μｋ（ｓｋ＋１－ｄｋ） （２４）

在 式 （２３）中，根 据 ＳｈｅｒｍａｎＭｏｒｒｉｓｏｎ
Ｗｏｏｄｂｕｒｙ矩阵求逆公式，有（ＷＨＡＨＡＷ＋μｋＩ）

－１＝
１
μｋ
［Ｉ－ＷＨＡＨ（ＡＡＨ＋μｋＩ）

－１ＡＷ］，又由于 Ａ是块

轮换矩阵，因此其能被分解为：

Ａ＝ＵＨＤＵ （２５）
其中：Ｕ为酉（ｕｎｉｔａｒｙ）矩阵（即有 ＵＨＵ＝ＵＵＨ＝Ｉ
或 ＵＨ ＝Ｕ－１），代表了二维离散傅里叶变换
（ＤｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＤＦＴ），通过快速傅里
叶（ＦａｓｔＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＦＦＴ）算法来计算 Ｕ或
ＵＨ的计算复杂度为 Ｏ（ＮｌｏｇＮ）；Ｄ为对角矩阵，
其对角元素即为Ａ的ＤＦＴ系数。因此，
（ＡＡＨ＋μｋＩ）

－１＝［ＵＨＤＵ（ＵＨＤＵ）Ｈ ＋μｋＩ］
－１＝

（ＵＨＤＨＤＵ＋μｋＵ
ＨＵ）－１＝ＵＨ（Ｄ ２＋μｋＩ）

－１Ｕ

（２６）
其中：Ｄ ２是把对角矩阵 Ｄ所有的元素取绝对
值的平方，因此也为一个对角矩阵。则 Ｄ ２＋
μｋＩ为对角矩阵，所以很容易得到（Ｄ

２＋μｋＩ）
－１

（只需把 Ｄ ２＋μｋＩ的对角元素取倒数，其计算复
杂度为Ｏ（Ｎ））。综合得到：

ｓｋ＋１＝
１
μｋ
［Ｉ－ＷＨＵＨＤＨ（Ｄ ２＋μｋＩ）

－１ＤＵＷ］ωｋ

（２７）
如果直接用ＦＦＴ算法来表示式（２７），则有：

ｓｋ＋１＝
１
μｋ
ωｋ－Ｗ

Ｈ Ｆ－１ · Ｆ（Ａ）Ｆ（Ａ）
Ｆ（Ａ）Ｆ（Ａ）＋μｋ

Ｆ（Ｗωｋ( )[ ]{ }）

（２８）
其中：“”和“·—”分别表示点乘和点除，即对应
的元素相乘和相除；Ｆ表示 ＦＦＴ算法，则Ｆ－１表示
反ＦＦＴ算法。

值得一提的是，由于采取的是设置方

案（２０），因此在算法２中相应的Ｂ＝Ｉ。算法２中
计算复杂度最大的两步是 Ｓｔｅｐ２和 Ｓｔｅｐ３，为
Ｏ（ＮｌｏｇＮ），其他迭代步骤的计算复杂度为 Ｏ（Ｎ）
或Ｏ（１）。因此，总体计算复杂度为Ｏ（ＮｌｏｇＮ）。

４　实验和结果

本实验中，对于模型（１），原始图像 ｘ选用图
像“Ｌｅｎａ”（见图１，５１２×５１２像素），Ａ对应９×９
的均匀模糊算子，其通过构造相应的循环矩阵并

进行 ＦＦＴ变换得到，ｎ为高斯噪声。ｙ为模糊和
加噪声后的观测图像，例如，信噪比（Ｓｉｇｎａｌｔｏ
ＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＳＮＲ）为４０ｄＢ的模糊图片见图２。

·５１１·
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图１　原始图像
Ｆｉｇ．１　Ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ

　　　 图２　观测图像
Ｆｉｇ．２　Ｏｂｓｅｒｖｅｄｉｍａｇｅ

下面对 ＲＡＤＭＭ和目前热门的算法（重点是
ＳＡＬＳＡ）从不同角度进行比较。所采取的主要评
价指标有：时间、迭代数、均方差（ＭｅａｎＳｑｕａｒｅ
Ｅｒｒｏｒ，ＭＳＥ）和改进信噪比 （ＩｍｐｒｏｖｅｄＳＮＲ，

ＩＳＮＲ），其定义为 ＩＳＮＲ＝１０ｌｇ１０
ｘ－ｙ２

Ｆ

ｘ－珘ｘ２
Ｆ
，其中 ｘ

为原始图像，ｙ为观测图像，珘ｘ表示算法得到的重
构图像，Ｈ Ｆ表示矩阵 Ｈ的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，定

义为 Ｈ Ｆ ＝ ∑ｉｊＨｉｊ槡
２。

４．１　比较ＲＡＤＭＭ和其他算法

ＲＡＤＭＭ的特定参数设置为δ＝１０，α＝β＝２。
其和ＳＡＬＳＡ［１４］中的停止条件可设定为Ｔｏｌｅｒａｎｃｅ＝
Ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ（ｓｋ）－Ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ（ｓｋ－１）

Ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ（ｓｋ）
≤ ０００１，其 中

Ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ（ｓｋ）＝
１
２ ｙ－ＡＷｓｋ

２
２＋λｓｋ １。为了方便

比较算法，算法ＴｗＩＳＴ［５］、ＳｐａＲＳＡ［８］和ＦＩＳＴＡ［６］的停
止条件为其目标函数值Ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ≤ＯｂｊｅｃｔｉｖｅＳＡＬＳＡ（ｓｋ），
其中ＯｂｊｅｃｔｉｖｅＳＡＬＳＡ（ｓｋ）为算法ＳＡＬＳＡ停止时的目标

图３　ＲＡＤＭＭ重构图像
Ｆｉｇ．３　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ
ｉｍａｇｅｂｙＲＡＤＭＭ

　　图４　ＳＡＬＳＡ重构图像
Ｆｉｇ．４　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ
ｉｍａｇｅｂｙＳＡＬＳＡ

函数值，并设置算法的最大迭代步数不超过５００
（Ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ≤５００）。正则化参数 λ的选取则是基
于实验效果（如 ＩＳＮＲ最好），一般为００１左右。
经过不同的尝试，当 μ＝０００１时，ＲＡＤＭＭ、
ＳＡＬＳＡ、ＴｗＩＳＴ、ＳｐａＲＳＡ和ＦＩＳＴＡ都达到了算法本
身所能达到的较好结果，当 ＳＮＲ为４０ｄＢ时，不
同算法重构的图像如图３～７所示。当 ＳＮＲ分别
为４０ｄＢ、３５ｄＢ和３０ｄＢ时，运算时间、迭代数、

ＭＳＥ和ＩＳＮＲ的对比如表１所示。

图５　ＴｗＩＳＴ重构图像
Ｆｉｇ．５　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ
ｉｍａｇｅｂｙＴｗＩＳＴ

　　图６　ＳｐａＲＳＡ重构图像
Ｆｉｇ．６　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ
ｉｍａｇｅｂｙＳｐａＲＳＡ

图７　ＦＩＳＴＡ重构图像
Ｆｉｇ．７　ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅｂｙＦＩＳＴＡ

表１　不同算法结果比较
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法 ＳＮＲ
时间／
ｓ

迭代数 ＭＳＥ
ＩＳＮＲ／
ｄＢ

ＲＡＤＭＭ

４０ １５．２ ８ ３８ ６．４９

３５ １５．３ ８ ４４．８ ５．７８

３０ １６．７ ９ ８０．３ ３．２９

ＳＡＬＳＡ

４０ ３０．７ １７ ４５．７ ５．６８

３５ ３０．５ １７ ９７．３ ２．４１

３０ ３２．１ １９ １５９．３ ０．２１

ＴｗＩＳＴ

４０ ２９０ ３５２ ４３．１ ５．９４

３５ ３１３ ３６１ ９５．８ ２．５３

３０ ３１８ ３６２ １５４．２ ０．２５

ＳｐａＲＳＡ
４０ ＞３５４ ＞５００ ４０．３ ６．２３
３５ ＞３５６ ＞５００ ９２．７ ２．８６
３０ ＞３５４ ＞５００ １４２．２ ０．４３

ＦＩＳＴＡ
４０ ＞２５９ ＞５００ ５９．７ ４．５２
３５ ＞２５９ ＞５００ １１２．４ １．９８
３０ ＞２５８ ＞５００ １７３．２ ０．１１

从表１可以看出，在不同噪声水平下，对于指
标：时间、迭代数、ＭＳＥ和 ＩＳＮＲ，ＲＡＤＭＭ都好于
ＳＡＬＳＡ，并远远优于其他热门的算法。

４．２　比较ＲＡＤＭＭ和ＳＡＬＳＡ

４．２．１　改进信噪比和均方差
ＳＡＬＳＡ算法具体实施的一个难点就是选择

·６１１·
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合适的惩罚参数 μ，这也给算法的结果带来很多
不确定性。而 ＲＡＤＭＭ则很好地克服了这个问
题。为了验证这一点，在４１节的实验设置中改
变 μ从１０－６至 １０４，其他设置不变。对图像
“Ｌｅｎａ”实验得到的结果如图８～９所示。

图８　不同μ下的ＲＡＤＭＭ和ＳＡＬＳＡ所得ＩＳＮＲ对比
Ｆｉｇ．８　ＩＳＮＲｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙＲＡＤＭＭａｎｄＳＡＬＳＡｏｖｅｒμ

图９　不同μ下的ＲＡＤＭＭ和ＳＡＬＳＡ所得ＭＳＥ对比
Ｆｉｇ．９　 ＭＳＥｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙＲＡＤＭＭａｎｄＳＡＬＳＡｏｖｅｒμ

从图８可以看出，ＳＡＬＳＡ得到的 ＩＳＮＲ对 μ
的选择非常敏感，当 μ＝００１左右时，ＳＡＬＳＡ取
得较好的ＩＳＮＲ（这也是４１节设置 μ为００１的
原因），但当随着 μ减少或增大时，ＩＳＮＲ急剧减
少，因此ＳＡＬＳＡ需要不断地尝试μ才能得到满意
的结果。与之形成对比的是，ＲＡＤＭＭ得到的
ＩＳＮＲ对 μ的选择很稳健，所以在使用 ＲＡＤＭＭ
时，对μ的选择相对随意。

同理，依照图９，ＳＡＬＳＡ得到的 ＭＳＥ对 μ的
选择非常敏感，当 μ＝００１左右时，ＳＡＬＳＡ得到
较小的ＭＳＥ，而当随着 μ减少或增大时，ＭＳＥ急
剧增大；但是 ＲＡＤＭＭ却表现出了相当好的稳
健性。

４．２．２原始剩余值和对偶剩余值
除了把停止条件只限定为迭代数 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ≤

５００，其他的实验设置和 ４１节相同。对图像
“Ｌｅｎａ”实验得到的原始和对偶剩余值的演变过
程如图１０所示。注意，由于ＳＡＬＳＡ只是ＲＡＤＭＭ
的一个特殊情况，因此 ＳＡＬＳＡ的原始剩余值 ｐｒ
和对偶剩余值ｄｒ可由在 ＲＡＤＭＭ中设置 α＝β＝
１得到。ＲＡＤＭＭ中原始和对偶剩余值分别为
ｐｒｋ＋１＝ｓｋ＋１ －ｖｋ＋１和 ｄｒｋ＋１ ＝μ（ｖｋ＋１ －ｖｋ），而
ＳＡＬＳＡ中的原始和对偶剩余值也可这样得到。

从图１０不难看出，随着迭代的进行，ＲＡＤＭＭ
使ｐｒ和 ｄｒ收敛到同一水平。根据 ２１节的分
析，这非常有利于算法快速地收敛到全局最优解。

而ＳＡＬＳＡ中由于没有在迭代过程中对惩罚参数
μ进行控制，导致 ｐｒ和 ｄｒ各行其道，不利于其收
敛到全局最优解，这也是４１节所显示出 ＳＡＬＳＡ
劣于ＲＡＤＭＭ的原因。

图１０　ＲＡＤＭＭ和ＳＡＬＳＡ中ｐｒ和ｄｒ的演变过程
Ｆｉｇ．１０　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｐｒａｎｄｄｒｏｖｅｒｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

４．２．３　迭代扰动
ＲＡＤＭＭ和ＳＡＬＳＡ中的第ｋ步迭代扰动被定

义为：

ｖｉｏｌａｔｉｏｎｓｋ＝
ｖｋ－ｓｋ Ｆ

ｖｋ
２
Ｆ＋ ｓｋ

２
槡 Ｆ

从定义可以看出，迭代扰动衡量的是每一

个迭代中，不同分裂变量之间的差异。其一定

程度上反映了算法的收敛状况，因为在算法的

不断迭代过程中，不同的分裂变量会最终收敛

到全局最优解。这里仍然设定算法停止条件为

Ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ≤５００，并取 μ＝０１、００１和０００１，则
相应的 ＲＡＤＭＭ和 ＳＡＬＳＡ的迭代扰动如图 １１
所示。

分析图１１可以得出：ＲＡＤＭＭ的迭代扰动总
是低于ＳＡＬＳＡ，并且随着 μ的减少（增大），这两

·７１１·
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图１１　ＲＡＤＭＭ和ＳＡＬＳＡ中迭代扰动的演变过程
Ｆｉｇ．１１　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｖｉｏｌａｔｉｏｎｓｏｖｅｒｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

种算法迭代扰动的差距增大（减少）。这也从侧

面反映出ＲＡＤＭＭ性能上的优势。

５　结论

为了取得良好的效果，交替方向乘子法在实

际应用中不得不做大量的尝试，以选择合适的惩

罚参数。针对其对惩罚参数这一较差的稳健性，

提出了稳健交替方向乘子法。正是采用了惩罚参

数自适应选择原理，对原始和对偶剩余值进行绑

定，使两者同步和同水平减少，不但使收敛加快，

并且提高了结果的精度。在基于紧框架的图像恢

复应用中，稳健交替方向乘子法不但对惩罚参数

的选择表现出良好的稳健性，而且在时间、迭代

数、ＭＳＥ和ＩＳＮＲ上都优于ＳＡＬＳＡ，尤其在前两项
指标上远远优于其他目前热门的算法 ＴｗＩＳＴ、
ＳｐａＲＳＡ和ＦＩＳＴＡ。

尽管稳健交替方向乘子法表现出了很多优

势，但是它只适合两项优化问题，例如类似于

式（２）和式（３）这样的问题：一项是数据保真项，
另一项是正则化项。因此，怎么将稳健交替方向

乘子法框架扩展到三项甚至更多项的优化问题将

是以后研究的内容。
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