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摘　要：针对某弹道导弹释放的微小型飞行器的姿态控制任务需求，提出一种基于 Ｇａｕｓｓ伪谱法的姿态
快速机动控制方法。建立精确的姿态控制模型，并考虑反作用飞轮的耦合力矩项；采用 Ｇａｕｓｓ伪谱法获取最
优姿态轨迹，设计准滑模跟踪控制器以跟踪该最优轨迹。数字仿真结果表明，Ｇａｕｓｓ伪谱法计算得到的轨迹
是最优的，准滑模跟踪控制器能实现对最优轨迹的良好跟踪，且对干扰力矩有较好的抑制作用。
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　　目前，弹道导弹攻防对抗技术发展迅速，在弹
道中段从母弹弹体释放各种功能的微小型飞行器

是其常用的技术手段。微小型飞行器的姿态控制

问题是其功能发挥的基础，某试验任务要求微小

型飞行器在释放后实现姿态的快速机动控制，即

实现姿态角速度快速稳定和姿态角的快速机动。

传统弹头的姿态控制一般以气动舵、反作用控制

系统（ＲｅａｃｔｉｏｎＣｏｎｔｒｏｌＳｙｓｔｅｍ，ＲＣＳ）等作为执行
机构。但ＲＣＳ需要携带大量燃料，且控制精度不
高。该试验任务高度在１００ｋｍ以上，气动舵难以
发挥作用，但航天器姿态控制技术可以为本任务

的实现提供借鉴。反作用飞轮和控制力矩陀螺是

航天器上两种较常见的姿态控制执行机构。控制

力矩陀螺虽具有较大的输出力矩，但存在奇异问

题，且力矩输出精度难以达到反作用飞轮的精

度［１－２］。因此，本文采用反作用飞轮作为微小型

飞行器的姿态控制执行机构。

关于航天器姿态快速机动控制的研究已经有

很多成果［３－１６］。Ｂｉｌｉｍｏｒｉａ等［３］针对惯性对称航

天器的重指向（ｒｅｓｔｔｏｒｅｓｔ）问题，利用庞特里亚金
极大值原理和打靶法得到数值计算结果，首次表

明绕欧拉轴旋转的机动路径并非最优路径，结果

还表明时间最优机动控制具有 ｂａｎｇｂａｎｇ形式。
Ｂｙｅｒｓ等［４］针对同样的问题，基于切换时间优化

（ＳｗｉｔｃｈＴｉｍｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＳＴＯ）方法，建立了近似
的解析模型，计算结果精度高，可用于实时计算。

Ｓｃｒｉｖｅｎｅｒ等［５］对航天器时间最优姿态机动问题进

行了综述，指出最优机动问题较为复杂且通常较

难求解。Ｂａｉ等［６］重新研究了文献［３］所研究的
时间最优机动问题，得到了具有更短机动时间的

６次切换ｂａｎｇｂａｎｇ控制结果，并指出在某些限制
条件下，绕欧拉轴旋转的机动路径仍是最优路径。
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这些早期研究主要采用极大值原理求解时间最优

机动问题，在存在非线性及各种边界约束和过程

约束的条件下，计算存在一定困难。近年来，以伪

谱法为代表的直接法解决了上述问题，在姿态快

速机动领域得到了广泛应用。

伪谱法已成功应用到实际的航天器姿态机动

路径规划中。２００６年１１月和２００７年３月，通过
跟踪 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法规划出的最优姿态机动轨
迹，空间站分别实施了两次大角度的零燃料机

动［７］。２０１０年８月，根据Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法计算得
到的最短姿态机动路径首次在 ＴＲＡＣＥ（ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ
ｒｅｇｉｏｎａｎｄｃｏｒｏｎａｌｅｘｐｌｏｒｅｒ）航天器上得到验证［８］。

在理论研究方面，文献［９－１６］采用Ｇａｕｓｓ伪谱法
研究了航天器姿态快速机动控制问题，得到了较

好的计算结果，但并未验证结果是否满足一阶最

优性必要条件。文献［９－１０，１４－１５］未考虑执
行机构动力学对姿态控制的影响。而 Ｚｈｏｕ等［１１］

指出忽略执行机构动力学会造成闭环控制结果不

准确。文献［３－４，１１，１３－１４］只考虑了重指向
问题，即初始和末角速度都为０，而实际航天器的
初始角速度一般不为０。

１　姿态控制模型及问题描述

为了避免在进行控制时出现角度奇异问题，

微小型飞行器姿态运动学方程采用四元数建模，

如式（１）所示［４］。

ｑ＝１２Ａ（ω）ｑ （１）

其中

Ａ（ω）＝

０ ωｚ －ωｙ ωｘ
－ωｚ ０ ωｘ ωｙ
ωｙ －ωｘ ０ ωｚ
－ωｘ －ωｙ －ωｚ













０

（２）

式中，姿态四元数ｑ＝［ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４］
Ｔ，定义ｑ１＝

ｅｘｓｉｎ（Φ／２），ｑ２＝ｅｙｓｉｎ（Φ／２），ｑ３＝ｅｚｓｉｎ（Φ／２），
ｑ４＝ｃｏｓ（Φ／２），其中［ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ］

Ｔ为旋转欧拉轴

在参考坐标系中的分量，Φ为旋转欧拉角。ω为
微小型飞行器的惯性角速度在体坐标系下的分量

形式。

包含反作用飞轮耦合力矩项的微小型飞行器

姿态动力学方程为［１７］

Ｊω＋ω×Ｊω＋ω×ＪＷΩ＝ｕ＋ｄ （３）
其中：Ｊ为飞轮不旋转时，微小型飞行器（含飞轮
系统）对质心的总惯量张量；ω×为 ω的反对称
阵；ＪＷ＝ｄｉａｇ（Ｊｗｘ，Ｊｗｙ，Ｊｗｚ），Ｊｗｘ、Ｊｗｙ、Ｊｗｚ分别为三个

飞轮的轴向转动惯量；Ω＝［Ωｘ，Ωｙ，Ωｚ］
Ｔ为飞

轮相对于微小型飞行器体坐标系的转动角速度；

ｕ∈ＲＲ３为飞轮的控制力矩，ｄ∈ＲＲ３为外界干扰力

矩。ｕ的表达式如下
ｕ＝－ＪＷ Ω （４）

在进行最优控制计算时，暂时忽略外界干扰

力矩。以ｘ＝［ωｘ，ωｙ，ωｚ，ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４，ｈｘ，ｈｙ，ｈｚ］
Ｔ

作为状态量，其中［ｈｘ，ｈｙ，ｈｚ］
Ｔ＝［ＪｗｘΩｘ，ＪｗｙΩｙ，

ＪｗｚΩｚ］
Ｔ；以 ｕ＝［ｕｘ，ｕｙ，ｕｚ］

Ｔ作为控制量。则

式（１）、式（３）、式（４）构成姿态控制的状态方程。
微小型飞行器的姿态快速机动控制问题描述

如下：以式（１）、式（３）、式（４）作为状态方程，性
能指标取机动的时间最短，即

Ｊ［ｕ（·）］＝ｍｉｎ∫
ｔｆ

ｔ０
ｄｔ （５）

机动过程中，四元数满足以下约束

ｑ２１＋ｑ
２
２＋ｑ

２
３＋ｑ

２
４＝１ （６）

路径约束为

Ωｘ≤Ωｘｍａｘ
Ωｙ≤Ωｙｍａｘ
Ωｚ≤Ωｚｍａ

{
ｘ

（７）

容许控制满足

ｕｘ≤ｕｘｍａｘ
ｕｙ≤ｕｙｍａｘ
ｕｚ≤ｕｚｍａ

{
ｘ

（８）

其中，路径约束和容许控制可用包含１２个分量的
过程约束向量统一表示为

Ｃ（ｘ，ｕ）≤０ （９）
状态变量的初始和终端约束用向量表示为

ｅ（ｘ０，ｘｆ）＝０ （１０）
求取最优姿态参考轨迹使得微小型飞行器的

姿态和姿态角速度在最短的时间内从初始状态

ｑ０、ω０转移到最终状态 ｑｆ、ωｆ。设计姿态跟踪控
制器使得实际姿态跟踪最优姿态轨迹，从而实现

闭环控制。

２　参考轨迹生成方法

对上节建立的时间最优姿态机动问题，取哈

密顿函数为

Ｈ＝１＋λＴωＪ
－１（ｕ－ω×Ｊω－ω×ＪＷΩ）＋

λＴｑ·
１
２Ａ（ω）ｑ－λ

Ｔ
ｈｕ （１１）

其中，λ＝（λＴω，λ
Ｔ
ｑ，λ

Ｔ
ｈ）
Ｔ为协态变量。

对于含有过程约束的最优控制问题，定义拉

格朗日函数为［１８－１９］

Ｌ＝Ｈ＋μＴＣ （１２）

·３４·
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其中，μ为拉格朗日乘子。
根据文献［１８］，在最优轨线上，有如下等式

成立

ｄＨ／ｄｔ＝ｄＬ／ｄｔ＝Ｌ／ｔ （１３）
由于Ｌ不显含时间 ｔ，Ｌ／ｔ＝０，因此 ｄＨ／

ｄｔ＝０，在最优轨线上Ｈ为常数。
根据文献［２０］，有如下终端约束成立

Ｈ（ｔｆ）＋
ｅＴ

ｔｆ
ν＝０ （１４）

其中，ν是约束ｅ对应的乘子。
由于终端时刻ｔｆ不固定，即ｅ不显含时间ｔｆ，

因此Ｈ（ｔｆ）＝０。那么在最优轨线上，Ｈ≡０。此条
件可用于检验最优控制解是否满足一阶最优性必

要条件。

从式（１１）可以看出，哈密顿函数含有大量非
线性项。如果直接用间接法的极大值原理将最优

控制问题转化为两点边值问题，再采用打靶法等

数值算法进行求解，存在理论推导复杂、伴随变量

初始估值敏感度高等问题，求解较为困难。近年

来，伪谱法等直接法很好地解决了上述问题。本

文采用Ｇａｕｓｓ伪谱法求解最优参考轨迹。
采用Ｇａｕｓｓ伪谱法求解连续最优控制问题的

基本原理为［２１］：将状态变量和控制变量在一系列

的ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ点上离散，并以这些离散点为
节点构造Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项式来逼近状态变量和
控制变量。以此为基础，通过一系列变换，将最优

控制问题转换为非线性规划问题，再采用相关算

法求解。

Ｇａｕｓｓ伪谱法的求解方法简述如下［２２］：

１）时域变换。通过式（１５）将积分区间［ｔ０，
ｔｆ］转换为规范化区间［－１，１］，即

ｔ＝
（ｔｆ－ｔ０）τ
２ ＋

ｔｆ＋ｔ０
２ （１５）

２）状态变量和控制变量的近似。状态变量
用Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项式进行近似，即

ｘ（τ）Ｘ（τ）＝∑
Ｋ

ｌ＝０
Ｘ（τｌ）ｌ（τ） （１６）

其中

ｌ（τ）＝∏
Ｋ

ｊ＝０，ｊ≠ｌ

τ－τｊ
τｌ－τｊ

（１７）

式中，τ０＝－１，τｉ（ｉ≠０）为ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ配点。
控制变量也用 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项式进行近

似，但节点仅使用ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ配点，如式（１８）
所示。

ｕ（τ）Ｕ（τ）＝∑
Ｋ

ｌ＝１
Ｕ（τｌ）

～
ｌ（τ） （１８）

３）终端状态约束。约束终端状态使之满足

状态方程。将终端约束条件离散并用Ｇａｕｓｓ积分
来近似，有

Ｘ（τｆ）＝Ｘ（τ０）＋
ｔｆ－ｔ０
２ ∑

Ｋ

ｋ＝１
ωｋｆ（Ｘ（τｋ），Ｕ（τｋ），τｋ；ｔ０，ｔｆ）

（１９）
４）状态方程约束转换为代数约束。状态量对

时间的导数由状态量的全局插值多项式对时间求

导来近似，将其代入状态方程得到状态量在配点

上应满足的代数方程为

∑
Ｋ

ｌ＝０
ＤｋｌＸ（τｌ）－

ｔｆ－ｔ０
２ ｆ（Ｘ（τｋ），Ｕ（τｋ），τｋ；ｔ０，ｔｆ）＝０，

　　　　　　ｋ＝１，２，…，Ｋ （２０）
其中，微分矩阵Ｄ∈ＲＲＫ×（Ｋ＋１）由式（２１）确定，则

Ｄｋｌ＝
·
ｌ（τｋ）

＝

（１＋τｋ）Ｐ
·
Ｋ（τｋ）＋ＰＫ（τｋ）

（τｋ－τｌ）［（１＋τｌ）Ｐ
·
Ｋ（τｌ）＋ＰＫ（τｌ）］

，　ｌ≠ｋ

（１＋τｌ）Ｐ̈Ｋ（τｌ）＋２Ｐ
·
Ｋ（τｌ）

２［（１＋τｌ）Ｐ
·
Ｋ（τｌ）＋ＰＫ（τｌ）］

，　ｌ＝











 ｋ

（２１）
５）性能指标积分项的近似。性能指标中的

积分项通过Ｇａｕｓｓ积分近似，即
Ｊ［ｕ（·）］＝Φ（Ｘ（ｔ０），Ｘ（ｔｆ），ｔ０，ｔｆ）＋

ｔｆ－ｔ０
２ ∑

Ｋ

ｋ＝１
ωｋＬ（Ｘ（τｋ），Ｕ（τｋ），τｋ；ｔ０，ｔｆ）

（２２）
至此，已经将最优控制问题中的微分积分项

全部用离散的代数表达式表达。这样就把连续最

优控制问题转换为了非线性规划（ＮｏｎＬｉｎｅａｒ
Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＮＬＰ）问题。采用序列二次规划
（ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＱｕａｄｒａｔｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＳＱＰ）算法等
能较好地解决ＮＬＰ问题。

由文献［２２］可知，Ｇａｕｓｓ伪谱法转换得到的
ＮＬＰ问题的最优解一定满足根据极小值原理得到
的一阶最优性必要条件。那么只需求得 ＮＬＰ问
题的最优解，则一阶最优性必要条件自然成立。

根据协态映射定理［２２］，可由 ＮＬＰ问题的 ＫＫＴ
（ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ）乘子估算原最优控制问题
的协态变量，进而求出哈密顿函数值，从而进一步

验证求得的解是否满足一阶最优性必要条件。

３　参考轨迹跟踪控制方法

上述利用伪谱法设计得到的姿态最速控制属

于开环控制，未考虑外界干扰的影响，实际飞轮进

·４４·
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行开环控制易导致控制发散。因此在实际工程

中，要设计姿态跟踪控制器以跟踪最优机动路径

并且抑制外界干扰。本文设计准滑模跟踪控

制器。

首先给出以误差四元数表示的微小型飞行器

姿态动力学方程。误差四元数 ｑｅ表示从标称体
坐标系到实际体坐标系的姿态变化，其计算方法

如下［２３］

ｑｅ＝ｑｑ
－１
ｄ （２３）

其中，表示四元数乘法。
误差角速度ωｅ的计算方法为

ωｅ＝ω－Ｃωｄ （２４）
其中，ωｄ表示微小型飞行器标称转动角速度在体
坐标系的分量形式，Ｃ为从标称体坐标系到实际
体坐标系的坐标转换矩阵，Ｃ的计算公式为 Ｃ＝
（ｑ２ｅ４－ｑ

Ｔ
ｅｖｑｅｖ）Ｉ３×３＋２ｑｅｖｑ

Ｔ
ｅｖ－２ｑｅ４ｑ

×
ｅｖ。

误差四元数与误差角速度的关系为［２４］

ｑｅ＝
１
２Ａωｅｑｅ （２５）

将式（２４）代入式（３），可得到以误差四元数
表示的微小型飞行器姿态动力学方程为

Ｊωｅ＝－ω
×（Ｊω＋ＪｗΩ）＋Ｊ（ω

×
ｅＣωｄ－Ｃωｄ）＋ｕ＋ｄ

（２６）
滑模变结构控制使系统到达滑模面后保持在

滑模面上运动，在一定条件下对外界干扰和参数

不确定性具有不变性［２５］。因此，本文采用滑模变

结构控制理论设计跟踪控制器，以较好地抑制外

界干扰，同时精确地跟踪参考轨迹。实际应用中，

滑模控制存在固有的颤振特性，为了消除颤振，可

将切换函数进行连续化。这种设计使得滑动模态

不存在，但系统性能与具有理想滑动模态的系统

性能相近，称之为准滑模控制［２５］。

滑模控制的设计包含两个方面，一是设计切

换函数，二是设计控制律，使得系统在有限时间内

达到切换面。

选取切换函数为

Ｓ＝ωｅ＋λｑｅｖ （２７）
其中，λ为大于０的常数，ωｅ和 ｑｅｖ分别为误差角
速度和误差四元数的矢部。

设计控制器使得系统运动轨迹渐近收敛到滑

模面Ｓ＝０。为了消除滑模控制存在的颤振现象，
选择指数趋近律，满足［２６］

ΓＳ
·＋Ｓ＝０ （２８）

其中，Γ为正定对阵矩阵。
综合式（２６）、式（２７）、式（２８），并且忽略掉干

扰力矩项，可以得到控制律为

ｕ＝ω×（Ｊω＋ＪｗΩ）－Ｊ（ω
×
ｅＣωｄ－Ｃωｄ）－

ＪΓ－１（ωｅ＋λｑｅｖ）－
１
２λＪ（ｑｅ４ωｅ＋ｑ

×
ｅｖωｅ）（２９）

由于忽略了干扰力矩项，式（２８）并不严格满
足，设计的控制器仅能使得系统渐近到达滑模面

附近的有界邻域内，并保持在该邻域内运动，因此

是准滑模控制。下面证明此性能。

考虑如下李雅普诺夫函数

Ｖ＝１２Ｓ
ＴＪＳ （３０）

由于惯量张量Ｊ为正定对称矩阵，则当Ｓ≠０
时，Ｖ＞０，因此Ｖ正定。
选择合适的Γ可使得 ＪΓ－１为正定对称矩阵。对
Ｖ求导可得［１２］

　　Ｖ· ＝ＳＴＪＳ· ＝ＳＴ［－ＪΓ－１Ｓ＋ｄ］
＝－ＳＴＪΓ－１Ｓ＋ＳＴｄ
≤－σｍｉｎ Ｓ

２＋ Ｓ· ｄ （３１）
其中，σｍｉｎ为正定对称矩阵ＪΓ

－１的最小奇异值。

假设ｄ为有界干扰，满足 ｄ ＜ ｄｍａｘ。如果

Ｓ ＞ ｄｍａｘ／σｍｉｎ，则式（３２）成立。

Ｖ·≤ Ｓ（－σｍｉｎ Ｓ ＋ ｄ）＜０ （３２）
那么从任意初始状态开始，切换函数 Ｓ将渐

近收敛到由式（３３）决定的有界区域内
Ｒｅ＝｛Ｓ∈ＲＲ

３ Ｓ≤ ｄｍａｘ／σｍｉｎ｝ （３３）
即在有界干扰ｄ存在的条件下，控制器（２９）

可使得系统有界稳定。

如果取足够大的 σｍｉｎ，则有界区域（３３）足够
小，有

Ｓ＝ωｅ＋λｑｅｖ０ （３４）
当系统到达有界区域（３３）内后，由式（２５）

可得

ｑｅｖ＝
１
２ｑｅ４ωｅ＋

１
２ｑ

×
ｅｖωｅ

１２ｑｅ４（－λｑｅｖ）＋
１
２ｑ

×
ｅｖ（－λｑｅｖ）

１２ｑｅ４（－λｑｅｖ） （３５）

在控制器的作用下，ｑｅ４约在 １附近，因此由
式（３５）可知，ｑｅｖ→０，由式（３４）可知，ωｅ→０。但由
于式（３３）的限制，ωｅ、ｑｅｖ只能到达０附近，而不能
完全为０。即系统到达滑模面附近的有界邻域内
后，误差角速度和误差四元数矢部渐近收敛到０
附近。

由以上分析可知，设计的准滑模控制器达到

了控制效果，控制精度可通过设计参数 λ、Γ的值
来进行调节。

·５４·
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４　仿真算例及分析

仿真条件设定为 Ｊ＝ｄｉａｇ（００２ｋｇ·ｍ２，
０２ｋｇ·ｍ２，０２ｋｇ·ｍ２），ＪＷ ＝ｄｉａｇ（０８×
１０－４ｋｇ·ｍ２，１１２２×１０－４ｋｇ·ｍ２，１１２２×
１０－４ｋｇ·ｍ２）（飞轮的转动惯量与微小型飞行器
转动惯量相比为小量），飞轮初始转速为０。体坐
标系 ｘ、ｙ、ｚ三轴飞轮的最大输出力矩分别为
３ｍＮ·ｍ、１０ｍＮ·ｍ、１０ｍＮ·ｍ，最大转速分别
为６０００ｒ／ｍ、８５００ｒ／ｍ、８５００ｒ／ｍ。微小型飞行器
初始角速度为ω０＝［１０°／ｓ，１０°／ｓ，１０°／ｓ］

Ｔ，角速

度控制目标为 ωｆ＝［０°／ｓ，０°／ｓ，０°／ｓ］
Ｔ，初始四

元数为ｑ０＝［０，０，０，１］
Ｔ，四元数控制目标为

ｑｆ＝［０，０，１，０］
Ｔ，即绕俯仰轴旋转１８０°。

参照文献［１２］，将干扰力矩设置为常值力矩
和正弦形式波动力矩叠加而成，如下式所示，单位

为ｍＮ·ｍ。

ｄ＝
０．０３＋０．０１５ｓｉｎ（０．２πｔ）

０．１＋０．０５ｓｉｎ（０．２πｔ＋０．２５π）
０．１＋０．０５ｓｉｎ（０．２πｔ＋０．５０π









）

４．１　参考轨迹仿真结果

使用ＳＮＯＰＴ软件包［２７］对用 Ｇａｕｓｓ伪谱法转
换得到的 ＮＬＰ问题进行求解。为了达到较高精
度，将ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ配点数设置为１００，最优性
容限设置为１×１０－１２。猜测初值选取方法为，状
态变量中角速度从初值到末值随时间均匀变化，

ｑ３从０到１随时间均匀变化、ｑ４从１到０随时间
均匀变化，控制变量中俯仰方向的控制力矩在前

半段均匀增加，在后半段均匀减小。其余状态变

量和控制变量全程保持为０不变。
状态变量和控制变量、哈密顿函数值的过程

曲线如图１～５所示。

图１　参考姿态角速度变化曲线
Ｆｉｇ．１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｒｅｆｅｒｅｎｃｅａｎｇｕｌａｒｒａｔｅｓ

最短机动时间为１０５９ｓ，姿态角速度和姿态
四元数均达到了期望的最终状态。机动过程中，

三轴飞轮输出力矩均出现饱和现象。

本文控制系统的状态方程关于控制变量ｕ是

图２　参考姿态四元数变化曲线
Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｒｅｆｅｒｅｎｃｅｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ

图３　三轴飞轮参考输出控制力矩曲线
Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｒｅｆｅｒｅｎｃｅｏｕｔｐｕｔ
ｔｏｒｑｕｅｏｆｔｈｒｅｅａｘｉｓｒｅａｃｔｉｏｎｗｈｅｅｌｓ

图４　三轴飞轮参考转速曲线
Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓｐｅｅｄｏｆ

ｔｈｒｅｅａｘｉｓｒｅａｃｔｉｏｎｗｈｅｅｌｓ

图５　哈密顿函数值曲线
Ｆｉｇ．５　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎ

线性的，因此如果问题是正常的，即哈密顿函数中

ｕ的系数只在有限个点上是零值，那么最优解具
有ｂａｎｇｂａｎｇ形式，即在控制变量边界值上来回
切换。从控制变量的曲线来看，三轴的控制力矩

都具有ｂａｎｇｂａｎｇ形式，不存在奇异弧段。
根据协态映射定理，可由 ＮＬＰ优化结果估算

·６４·
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出协态变量值，进而由哈密顿函数表达式（１１）计
算出哈密顿函数值。从哈密顿函数值曲线可以看

出，哈密顿函数值始终保持在０附近，基本满足一
阶最优性必要条件，说明问题的解是最优的，本文

采用的Ｇａｕｓｓ伪谱法是有效的。
猜测的初值与计算结果相差较大，但最终求

解能够收敛到最优值，说明伪谱法对猜测的初值

并不敏感，对该最优控制问题的求解具有很好的

效果。

４．２　准滑模跟踪控制器仿真结果

准滑模控制器的参数设置为 λ＝１，Γ＝
ｄｉａｇ（０１，０１，０１），参考轨迹为用 Ｇａｕｓｓ伪谱
法仿真得到的最优姿态轨迹，则得到如图６～１１
所示的仿真结果。

图６　实际姿态角速度变化曲线
Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆａｃｔｕａｌａｎｇｕｌａｒｒａｔｅｓ

图７　实际姿态四元数变化曲线
Ｆｉｇ．７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆａｃｔｕａｌｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ

图８　三轴飞轮实际输出控制力矩曲线
Ｆｉｇ．８　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆａｃｔｕａｌｏｕｔｐｕｔｔｏｒｑｕｅｏｆ

ｔｈｒｅｅａｘｉｓｒｅａｃｔｉｏｎｗｈｅｅｌｓ

由仿真结果可见，在准滑模控制器的控制下，

图９　三轴飞轮实际转速曲线
Ｆｉｇ．９　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆａｃｔｕａｌｓｐｅｅｄｏｆ

ｔｈｒｅｅａｘｉｓｒｅａｃｔｉｏｎｗｈｅｅｌｓ

图１０　误差角速度曲线
Ｆｉｇ．１０　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆａｎｇｕｌａｒｒａｔｅｅｒｒｏｒｓ

图１１　误差四元数矢部曲线
Ｆｉｇ．１１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｖｅｃｔｏｒｐａｒｔｏｆｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｅｒｒｏｒ

在１０５９ｓ以后，误差角速度收敛至约１°／ｓ以内，
误差四元数矢量部分收敛至００２２以内（标部始
终保持在１附近）。微小型飞行器姿态角速度、
姿态四元数曲线和标称轨迹重合度很高，实现了

对标称轨迹的良好跟踪，且具有较好的抑制外界

干扰的能力。跟踪０～１０５９ｓ这一段参考轨迹
之后，三轴飞轮仍有输出力矩，飞轮转速仍在增

加，这是抵抗常值干扰力矩的结果。根据任务需

求，飞行器的任务时间较短，在任务时间内飞轮不

达到饱和状态即可达到任务指标。

５　结论

采用“Ｇａｕｓｓ伪谱法＋准滑模变结构控制”的
姿态控制方法解决了某导弹弹载微小型飞行器快

速姿态机动问题。Ｇａｕｓｓ伪谱法用于生成最优姿
态参考轨迹，准滑模变结构控制用于跟踪参考轨

·７４·
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迹。证明了准滑模控制器可使得控制系统在有界

干扰下有界稳定。仿真结果表明，哈密顿函数值

保持在０附近，满足一阶最优性必要条件，保证了
Ｇａｕｓｓ伪谱法解的最优性。且 Ｇａｕｓｓ伪谱法对猜
测初值不敏感，较易收敛到最优解。准滑模跟踪

控制器能实现对最优轨迹的良好跟踪，且对外界

干扰有较强的鲁棒性。
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