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摘　要：针对既有随机变量又有区间变量的模型预测结果与实验数据之间的一致性度量问题，对随机 －
区间混合不确定性模型确认指标进行研究。根据工程数学模型和实验过程中的不确定性来源，分析随机 －
区间混合不确定性模型确认的特点；运用概率方法和区间理论，提出新的随机 －区间混合不确定性模型确认
指标，讨论所提指标的性质，给出指标的计算方法和步骤。通过数字算例和工程算例，验证了所提指标的可

行性和有效性。
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　　随着现代科学技术的飞速发展和对产品质量
要求的日益提高，很多产品的结构系统变得越来

越复杂，研制周期增长，实验费用大幅增加。为了

有效减少实验成本，产品的设计及评估过程已逐

渐被数学模型预测所替代。由于受人的认知水平

和各种随机因素的影响，模型输出响应量与试验

测试数据之间往往会产生不一致现象，这在很大

程度上影响到产品的设计与决策。因此，不确定

性因素影响情况下的模型确认理论与技术，已成

为国内外学术界和工业界的一项重点研究内容。

模型确认是从人们感兴趣的目的或用途出发，衡

量和判断所建数学模型与真实物理过程吻合程度

的过程［１－３］。它主要包括两项工作：一是应用模

型确认指标对模型的准确性进行量化评估的过

程；二是判断模型的准确性是否满足相应需求的

过程。因此，开展模型确认工作，首先需要建立一

个科学合理的模型确认指标。模型确认指标［４－５］

是一个数学表达式，主要用来描述模型仿真预测

结果和实验测试数据之间的不一致性程度。

目前，国内外学者对不确定性因素影响情况

下的模型确认方法进行大量研究。如文献［６－
７］提出了直接面积和 ｕｐｏｏｌｉｎｇ两种模型确认指
标，分别用于单输出模型在单一位置和多个位置

的模型确认；在这两个指标的基础上，文献［８］应
用多维概率积分转换方法，提出了多维概率积分

转换面积和 ｔｐｏｏｌｉｎｇ两种模型确认指标，文
献［９］运用马氏距离方法，提出了马氏距离面积
和ＭＤｐｏｏｌｉｎｇ两种模型确认指标，分别用于多维
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相关输出模型在单一位置和多个位置的模型确

认。此外，文献［１０］通过多输出响应量的数学
期望列阵和协方差矩阵等数字特征，提出了多

输出模型确认的局部混合矩指标和全局混合矩

指标。

已有的指标主要针对随机不确定性影响下的

模型确认问题，运用概率论和数理统计方法进行

研究。然而在实际工程建模过程中，有的输入变

量能够获得明确的概率分布，而有的输入变量由

于数据信息量少，或受认知水平的限制，只能采用

区间变量来描述。对于这类既有随机输入变量，

又有区间输入变量的混合不确定模型称之为随

机－区间混合不确定性模型，关于这类模型的确
认问题，目前还鲜有研究。在随机 －区间混合不
确定性模型中，随机输入变量和区间输入变量之

间可能相互独立，也可能存在一定的相关性。本

文主要针对随机输入变量和区间输入变量共存且

相互独立的混合不确定性单输出模型确认问题，

分析了混合不确定性单输出模型的特点，在此基

础上，提出了一种新的随机 －区间混合不确定单
输出模型确认指标。

１　随机－区间混合不确定性单输出模型
确认问题的定性分析

　　在工程设计与实验过程中，受随机因素的影响
和认知能力的限制，所建工程问题的数学模型和实

验过程常常具有明显的不确定性。文献［１１－１４］
对模型确认过程中的不确定性进行了深入研究，

归纳总结出模型确认中四类主要不确定来源：参

数不确定性、数学模型不确定性、物理实验结果不

确定性和实验数据有限而导致的信息不确定性。

这些不确定性传递到模型输出响应量与实验结

果，导致它们之间产生一定的差异。不确定性通

常情况采用概率论的方法进行描述。当模型的输

入变量或参数（如：受力情况、外形状况和材料性

质等）为不确定性随机变量，并采用分布函数

（ＣｕｍｕｌａｔｉｖｅＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＣＤＦ）描述其取
值规律时，它们的不确定性经过模型传递到输出

响应量，使得输出响应量也具有一定的不确定性，

且其取值规律可通过其 ＣＤＦ来描述；同理，实验
测试结果也为服从某ＣＤＦ的随机变量。因此，模
型确认指标可以通过模型与试验输出响应量所服

从ＣＤＦ之间的差异程度来定义［１５］。

但对于随机 －区间混合不确定性模型而言，
当区间输入变量取任意一个名义值时，模型的输

出响应量则为服从某一概率分布的随机变量；当

区间输入变量遍历整个区间时，模型的输出响应

量则为服从某一区间概率分布的区间随机变量。

同理，物理实验结果也为服从某一区间概率分布

的区间随机变量。因此，随机 －区间混合不确定
性下的模型确认指标可以通过模型响应量的区间

ＣＤＦ与实验测试结果的区间经验 ＣＤＦ之间的差
异程度来描述。

２　随机变量和区间变量共存条件下单输
出模型确认指标

２．１　指标的构建

在实际工程中，随机输入变量和区间输入变

量经常出现在同一个模型之中。定义这种混合不

确定性模型的表达式为：

Ｚｍ＝ｇ（Ｘ，Ｙ） （１）
式中：Ｘ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，ＸｎＲ）为 ｎＲ维随机向量，Ｘｉ
的取值规律由相应的概率密度函数 ｆＸｉ（ｘｉ）（ｉ＝
１，２，…，ｎＲ）描述；Ｙ＝（Ｙ１，Ｙ２，…，ＹｎＩ）为 ｎＩ维区

间向量，Ｙｊ的取值规律则由相应的区间［Ｙ
Ｌ
ｊ，Ｙ

Ｕ
ｊ］

（ｊ＝１，２，…，ｎＩ）描述，Ｙ
Ｌ
ｊ和Ｙ

Ｕ
ｊ分别表示第 ｊ维区

间变量的下、上界。

在式（１）中，当区间输入向量 Ｙ取名义值 ｙ

时，Ｙ的不确定性对输出响应量的影响将会被消
除，模型输出响应量为一个随机变量，它的分布函

数为一条曲线。当区间输入向量 Ｙ遍历其区间
范围取所有名义值时，对应的模型输出响应量则

为区间随机变量，对应的区间分布函数则为一族

曲线，且这些曲线具有相应的上、下界。绘制了区

间输入向量Ｙ遍历其取值区间取所有名义值时，
随机－区间混合不确定性模型输出响应量 Ｚｍ的
区间分布函数族曲线示意图（如图１所示）。由
图１可以看出，当模型输出响应量为 ｚ时，与之
对应的区间分布函数的取值为一个区间变量

［ＦｍＬＺ Ｙ（ｙ，ｚ），Ｆ
ｍＵ
Ｚ Ｙ（ｙ，ｚ）］。当模型输出响应

量在其取值范围取全部值时，对应的区间分布函

数取值的上界和下界连起来，就形成如图１实线
所示的模型输出响应量区间分布函数的上、下界

曲线ＦｍＵＺ Ｙ（ｙ，ｚ）和Ｆ
ｍＬ
Ｚ Ｙ（ｙ，ｚ）。

同理，可以得到对应的实验结果响应量Ｚｅ的
区间经验分布函数 ＦｅＺ Ｙ（ｙ，ｚ）的上、下界曲线
ＦｅＵＺ Ｙ（ｙ，ｚ）和Ｆ

ｅＬ
Ｚ Ｙ（ｙ，ｚ），如图２中虚线所示。

由图２可以推断出，当所建的模型与物理过
程完全一致时，模型输出响应量区间分布函数上、

下界曲线将与实验结果区间经验分布函数上、下

界曲线重合，即两条实线与两条虚线之间阴影部

·９６１·
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图１　区间变量取不同名义值时输出
响应量的区间分布函数曲线

Ｆｉｇ．１　ＩｎｔｅｒｖａｌＣＤＦｓｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌｒｅｓｐｏｎｓｅｓｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎｓｆｒｏｍｉｎｔｅｒｖａｌｖａｒｉａｂｌｅ

图２　模型响应量区间分布函数和实验结果
区间经验分布函数的上下界曲线

Ｆｉｇ．２　ＵｐｐｅｒａｎｄｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｓｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌＣＤＦｓｏｆ
ｍｏｄｅｌｒｅｓｐｏｎｓｅｓａｎｄｔｈａｔｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

分的面积趋于零。如果所建的模型与物理过程

不一致，且模型与真实物理过程之间差异程度

越大，则模型输出响应量区间分布函数上、下界

曲线与实验结果区间经验分布函数上、下界曲

线之间的差异越大，即两条实线与两条虚线之

间阴影部分的面积也就越大，反之亦然。因此，

通过两条实线与两条虚线之间阴影部分的面积

大小，可以客观地评估模型描述真实物理过程

的准确程度。即图２中阴影部分的面积越小，表
明所建立的模型越接近真实物理过程，也就是

模型的准确定性越高，反之亦然。为此，将随

机 －区间混合不确定性模型输出响应量的区间
分布函数上、下界曲线与对应的实验结果区间

经验分布函数上、下界曲线之间面积定义为混

合不确定性单输出模型确认指标，用来度量模

型响应量与实验结果之间的差异程度。其数学

表达式为：

ｄ（Ｆｍ，Ｆｅ）＝∫
＋∞

－∞
｛ＦｍＵＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＵ
Ｚ（ｙ，ｚ）＋

ＦｍＬＺ（ｙ，ｚ）－Ｆ
ｅＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）｝ｄｚ （２）

式中：ＦｍＵＺ （ｙ，ｚ）和Ｆ
ｍＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）分别表示模型输出响

应量区间分布函数的上、下界 ＦｍＵＺ Ｙ（ｙ，ｚ）和
ＦｍＬＺ Ｙ（ｙ，ｚ），Ｆ

ｅＵ
Ｚ（ｙ，ｚ）和Ｆ

ｅＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）分别表示试验输

出响应量的区间经验分布函数的上、下界

ＦｅＵＺ Ｙ（ｙ，ｚ）和Ｆ
ｅＬ
Ｚ Ｙ（ｙ，ｚ）。

２．２　指标的性质

进一步分析可以看出，构建的模型确认指标

具有下列数学性质。

１）非负性。由于式（２）的被积函数为非负
函数，因此模型确认指标ｄ（Ｆｍ，Ｆｅ）为非负数。
２）对称性。由于

　ｄ（Ｆｍ，Ｆｅ）

＝∫
＋∞

－∞
｛ＦｍＵＺ（ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＵ
Ｚ（ｙ，ｚ）＋ Ｆ

ｍＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）｝ｄｚ

＝∫
＋∞

－∞
｛ＦｅＵＺ（ｙ，ｚ）－Ｆ

ｍＵ
Ｚ（ｙ，ｚ）＋ Ｆ

ｅＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）－Ｆ

ｍＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）｝ｄｚ

＝ｄ（Ｆｅ，Ｆｍ）
混合不确定性模型确认指标 ｄ（Ｆｍ，Ｆｅ）具有对
称性。

３）三角不等性。由于

ｄ（Ｆｍ１，Ｆｍ２）＝∫
＋∞

－∞
｛ Ｆｍ１ＵＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ

ｍ２Ｕ
Ｚ （ｙ，ｚ）＋

　 Ｆｍ１ＬＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ
ｍ２Ｌ
Ｚ （ｙ，ｚ）｝ｄｚ

＝∫
＋∞

－∞
｛ ［Ｆｍ１ＵＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＵ
Ｚ（ｙ，ｚ）］－［Ｆ

ｍ２Ｕ
Ｚ （ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＵ
Ｚ（ｙ，ｚ）］＋

　 ［Ｆｍ１ＬＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ
ｅＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）］－［Ｆ

ｍ２Ｌ
Ｚ （ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）］｝ｄｚ

≤∫
＋∞

－∞
｛ Ｆｍ１ＵＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＵ
Ｚ（ｙ，ｚ）＋ Ｆｍ２ＵＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＵ
Ｚ（ｙ，ｚ）＋

　 Ｆｍ１ＬＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ
ｅＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）＋ Ｆｍ２ＬＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）｝ｄｚ

＝∫
＋∞

－∞
｛ Ｆｍ１ＵＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＵ
Ｚ（ｙ，ｚ）＋ Ｆｍ１ＬＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）｝ｄｚ＋

　∫
＋∞

－∞
｛ Ｆｍ２ＵＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＵ
Ｚ（ｙ，ｚ）＋ Ｆｍ２ＬＺ （ｙ，ｚ）－Ｆ

ｅＬ
Ｚ（ｙ，ｚ）｝ｄｚ

＝ｄ（Ｆｍ１，Ｆｅ）＋ｄ（Ｆｍ２，Ｆｅ）
随机－区间混合不确定性模型确认指标 ｄ（Ｆｍ，
Ｆｅ）具有三角不等性。
４）理想模型指标趋零性。在理想情况下，当

且仅当所建的数学模型与真实物理过程完全一致

时，如果试验样本量趋于无穷，则随机－区间混合
不确定性模型输出响应量区间分布函数的上、下

界与试验输出响应量的区间经验分布函数的上、

下界趋于重合，即式（２）表示的 ｄ（Ｆｍ，Ｆｅ）收敛
于零。

２．３　指标的求解

由式（２）可知，所提模型确认指标求解的核
心是确定模型输出响应量区间分布函数和实验结

果区间经验分布函数的上、下界，依据大数定理，

·０７１·
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运用ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ数字模拟法，该指标的求解过程
可概括为６个步骤。

步骤１：离散区间变量向量。将区间变量向
量Ｙ＝（Ｙ１，Ｙ２，…，ＹｎＩ）在其取值区间内均匀的离
散化为 ＮＩ个向量 ｙｉ＝（ｙｉ１，ｙｉ２，…，ｙｉｎＩ）（ｉ＝１，
２，…，ＮＩ）。

步骤２：确定实验数据的经验分布函数集。
在每一个离散点 ｙｉ处，通过实验得到对应的 Ｍ

ｅ
Ｒ

个输出观测值 ｚｅｋ ｙｉ（ｉ＝１，２，…，Ｍ
ｅ
Ｒ），并计算它

们的经验分布函数集 ＦｅＺ Ｙ＝ｙｉ（ｚ）（ｉ＝１，２，…，
ＮＩ）。

步骤３：确定实验数据的区间经验分布函数
上、下界。依据步骤２求得的ＮＩ个区间变量离散
点处不同的 ＦｅＺ Ｙ＝ｙｉ（ｚ），求得经验分布函数集
ＦｅＺ Ｙ＝ｙｉ（ｚ）（ｉ＝１，２，…，ＮＩ）的上界 Ｆ

ｅＵ
Ｚ Ｙ（ｙ，ｚ）和

下界ＦｅＬＺ Ｙ（ｙ，ｚ）。
步骤４：求解模型响应量的分布函数集。在

每一个离散点ｙｉ处，根据随机输入向量Ｘ的联合
概率密度产生样本容量为 ＭｍＲ的样本，计算对应
的模型输出响应量的样本 ｚｍｋ ｙｉ（ｉ＝１，２，…，
ＭｍＲ），进而求得对应于 Ｙ＝ｙｉ的分布函数集
ＦｍＺ Ｙ＝ｙｉ（ｚ）（ｉ＝１，２，…，ＮＩ）。

步骤５：求解模型响应量区间分布函数上、下
界。类似步骤３，可求得模型输出响应量分布函
数集ＦｍＺ Ｙ＝ｙｉ（ｚ）（ｉ＝１，２，…，ＮＩ）的上界 Ｆ

ｍＵ
Ｚ Ｙ（ｙ，

ｚ）和下界ＦｍＬＺ Ｙ（ｙ，ｚ）。
步骤６：通过式（２）计算随机－区间混合不确

定性模型确认指标ｄ（Ｆｍ，Ｆｅ）。

３　算例分析

针对提出的随机－区间混合不确定性模型确
认指标，下面通过１个数值算例和２个工程算例
验证所提指标的可行性和有效性。

３．１　数字算例

为了初步验证所提指标的可行性和有效

性，设计了这个随机变量和区间变量共存的数

字算例。在本算例中，假定实验数据通过

式（３）获取。
ｙｅ（ｘ，θ）＝ｓｉｎ（２ｘ－０．５πθ）＋ｃｏｓ（θ＋０．２５π）＋

０．２ｘ＋εｅ （３）

式中：Ｘ∈ＸＩ＝［３，６］为区间变量，θ（θ＝１５）为模
型参数，εｅ～Ｎ（０，０２

２）为实验响应量的测量误

差。此外，设计了与该物理实验对应的６个预测
模型（见表１），它们被分为２个测试组。

表１　测试组的数学模型
Ｔａｂ．１　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｓｉｎｔｅｓｔｃａｓｅｓ

测试组 编号 公式

第１组

１ ｙｍ１（ｘ）＝ｙｅ（ｘ，θ＝１．５）

２ ｙｍ２（ｘ）＝ｙｅ（ｘ，θ＝１．４）

３ ｙｍ２（ｘ）＝ｙｅ（ｘ，θ＝１．３）

第２组

４ ｙｍ４（ｘ）＝ｙｅ（ｘ，θ～Ｎ（１．５，０．１５２））

５ ｙｍ４（ｘ）＝ｙｅ（ｘ，θ～Ｎ（１．５，０．３２））

６ ｙｍ４（ｘ）＝ｙｅ（ｘ，θ～Ｎ（１．４，０．３２））

测试１：第１组测试由３个模型组成。它们
与实验模型式（３）相比，模型１与实验模型相同；
模型２中的θ小于实验模型中的θ；模型３中的θ
小于模型２中的θ。由此可定性地推断出，在第１
组测试的３个模型中，模型１最优，其次是模型
２，最后是模型３。这组测试主要是用来验证在各
模型参数不同情况下新指标的可行性和有效性。

本测试中，从区间变量 Ｘ的下限３开始，每
间隔０．０１取一个 ｘ值，即通过区间［３，６］得到
ＮＩ＝３００个区间变量的名义值。对于区间变量的
每一个名义值ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ＮＩ），通过式（３）获
得ＭｅＲ＝１０００个数据作为试验样本，再通过第１组
测试中的３个模型分别获得 ＭｍＲ＝１００００个对应
的模型输出样本。按照３３部分提出的指标求解
方法和步骤，求解各模型的指标值，并把结果列入

表２。

表２　数字算例的指标计算结果
Ｔａｂ．２　Ｍｏｄｅｌｖａｌｉｄａｔｉｏｎｍｅｔｒｉｃｒｅｓｕｌｔｓｏｆ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌｔｅｓｔｃａｓｅ

模型 测试１指标值 模型 测试２指标值

１ ０．０１７５ ４ ０．０３４４

２ ０．１３９４ ５ ０．１６２６

３ ０．２２５９ ６ ０．１８１９

由表２可以清晰地看出，模型１的指标值最
小，模型２次之，而模型３的指标值最大，即通过
模型确认指标结果可以定量地判断出模型 １最
优，模型２次之，最后模型３最差，通过指标结果
得到结论与定性分析结果相同。此外，由指标的

理想模型指标趋零性可知，如果模型与真实物理

过程相同，则该模型的指标值将收敛于零。但从

表２可以看出，模型１的指标值并不为零，产生这
一情况的原因并不是指标本身存在缺陷，而是在

指标求解过程中，ＦｍＺ Ｙ（ｙ，ｚ）和 Ｆ
ｅ
Ｚ Ｙ（ｙ，ｚ）的上、

·１７１·
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下界均是通过有限样本估计产生，难免会存在一

定的误差。如果继续增加模型和试验输出响应量

的样本量，提高它们所服从的 ＣＤＦ的准确性，那
么它们的误差将会减少甚至消除，最终模型１的
指标值将会趋于零。因此，在模型参数存在差异

的情况下，所建指标能够有效地度量不同模型与

物理实验之间的差异程度，正确判别与实验结果

一致性较好的预测模型。

测试２：第２组测试也由３个模型组成。这３
个模型中的参数θ均为随机变量。与实验模型相
比，模型４和模型５中参数 θ的均值与实验模型
参数θ相同，皆为１．５，但模型５中 θ的方差比模
型４中θ的方差大；而模型５和模型６中参数 θ
的方差相同，但模型６中参数 θ的均值比模型５
中参数θ的均值小。由此可以定性地判断输出，
模型４优于模型５，模型５的优于模型６。该组测
试任务是：当模型参数的 ＣＤＦ区别很小时，验证
新指标是否能够对 ３个模型的准确性进行客观
评估。

同理，在测试２中，从区间变量Ｘ的下限３开
始，每间隔００１取一个 ｘ值，得到 ＮＩ＝３００个区
间变量的名义值。对于每一个区间变量的名义

值，通过式（３）分别获得ＭｅＲ＝１０００个数据作为试
验样本，再通过第２组测试中的３个模型分别获
得ＭｍＲ＝１００００个对应的模型输出样本，然后求解
各模型的指标值，结果见表２。

由表２可知，模型４的指标值最小，模型５次
之，而模型６的指标值最大，即通过模型确认指标
的结果可以定量地判断出模型４优于模型５，模
型５优于模型６，这一判断结论与定性分析的结
论完全一致。因此，当模型参数的ＣＤＦ区别很小
时，所建新指标能够有效地给出３个模型的准确
性评估结果。

３．２　悬臂梁算例

如图３所示的矩形截面悬臂梁，Ｌ表示梁的

长度、ｂ表示梁截面宽度、ｈ表示截面厚度、Ｅ表示
材料的弹性模量，它们皆为随机变量，分布参数见

表３。梁的自由端承受的集中力 Ｆ为区间变量，
Ｆ∈ＦＩ＝［１０００Ｎ，１４００Ｎ］。输出响应量为挠度
ｙＢ，它的实验数据由解析方程式（４）产生，其测量
误差为εｅ～Ｎ（０，０００５

２）。

图３　悬臂梁结构
Ｆｉｇ．３　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

ｙＢ＝
４ＦＬ３

Ｅｂｈ３
＋εｅ （４）

表３　试验模型输入变量的分布参数
Ｔａｂ．３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｔｅｓｔｍｏｄｅｌｉｎｐｕｔｓ

随机变量 分布类型 均值 变异系数

Ｅ／Ｐａ 正态 ２．９×１０７ ０．０５

ｂ／ｃｍ 正态 ２．４４８７ ０．０８

ｈ／ｃｍ 正态 ３．８８８４ ０．０８

Ｌ／ｃｍ 正态 １００ ０．０８

考虑各种不确定性因素的影响，现建有３个
悬臂梁数学模型。虽然它们具有相同的解析表

达式，且各输入变量具有相同的分布类型，但它

们的分布参数具有一定差异，具体数据见表 ４。
由表４可以看出，与实验表达式相比，模型１与
实验模型完全相同，模型 ２中的随机变量的变
异系数发生了变化，模型 ３不仅随机变量变异
系数发生了变化，而且均值也发生了变化。因

此，可以定性地判断出模型１优于模型２，模型２
优于模型３。

表４　数学模型输入变量的分布参数
Ｔａｂ．４　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｓｉｎｐｕｔｓ

随机

变量

分布

类型

模型１ 模型２ 模型３

均值 变异系数 均值 变异系数 均值 变异系数

Ｅ 正态 ２．９×１０７ ０．０５ ２．９×１０７ ０．０５ ２．９×１０７ ０．０５

ｂ 正态 ２．４４８７ ０．０８ ２．４４８７ ０．１ ２．６ ０．１

ｈ 正态 ３．８８８４ ０．０８ ３．８８８４ ０．１ ３．９ ０．１

Ｌ 正态 １００ ０．０８ １００ ０．１ １０５ ０．１

·２７１·
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　　同算例１相似，在区间［１０００，１４００］，从１０００
开始每间隔１取一个 Ｆ值，即选取 ＮＩ＝４００个 ｘ
的名义值。然后由式（４）获取 ＭｅＲ＝１０００组实验
样本，由３个数学模型分别得到ＭｍＲ＝１００００组模
型输出样本，求解３个悬臂梁数学模型的指标值，
结果见表５。

表５　悬臂梁模型的指标求解结果
Ｔａｂ．５　Ｖａｌｉｄａｔｉｏｎｍｅｔｒｉｃｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｍｏｄｅｓｏｆ

ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

模型１ 模型２ 模型３

指标值 ０．０１４７ ０．２１７９ ０．３６６８

从表５同样可以看出，通过所建立的指标，可
以客观地给出模型１最优，模型２次之，模型３最
差的评估结论。这与定性结论完全一致，从而再

次表明所建立的指标在进行模型确认时具有很好

的可行性和有效性。

３．３　涡轮盘算例

涡轮盘是航空发动机的一个关键转动部件，

工作过程中承受着巨大的热应力和离心力。由于

其机构复杂，工况恶劣，随着工作时间增长，一些

部位（如榫槽槽底、销钉孔等）易因应力集中而出

现裂纹。该型发动机在最大转速工作状态下，它

的涡轮盘榫槽槽底所受最大载荷的实验数据由解

析方程式（５）产生。

Ｆ＝Ｃω
２

２π
＋２ρω２Ｊ＋εｅ （５）

式中：Ｃ，ω，ρ和Ｊ分别表示发动机涡轮盘的系数、
转动角速度、质量密度和截面惯性矩。Ｃ，ρ和 Ｊ
皆为随机变量，它们的分布参数见表６。转动角
速度ω＝２ｎπ为区间变量，其中 ｎ∈［１８０ｒａｄ／ｓ，
２２０ｒａｄ／ｓ］为最大转动频率。εｅ～Ｎ（０，１１×
１０１０）为测量误差。

表６　航空发动机涡轮盘输入变量分布参数
Ｔａｂ．６　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｉｎｐｕｔｖａｒｉａｂｌｅｓｏｆ

ａｉｒｃｒａｆｔｅｎｇｉｎｅｔｕｒｂｏｂｌａｄｅ

输入变量 分布类型 均值 变异系数

ρ／（ｋｇ／ｍ３） 对数正态 ８２４０ ０．１

Ｃ 对数正态 ５．６７ ０１

Ｊ／ｍ４ 正态 １．２２Ｅ－４ ０．１

考虑不确定性因素的影响，现有３个发动机
涡轮盘数学模型，虽然它们具有相同的解析表达

式，且各输入变量的分布类型相同，但它们的分布

参数有一定差异，具体数据见表７。

表７　航空发动机涡轮盘模型输入变量分布参数
Ｔａｂ．７　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｉｎｐｕｔｖａｒｉａｂｌｅｓｏｆ

ｍｏｄｅｌｓｏｆａｅｒｏｅｎｇｉｎｅｔｕｒｂｏｂｌａｄｅ

随机

变量
分布类型

模型１ 模型２ 模型３

均值
变异

系数
均值

变异

系数
均值

变异

系数

ρ／

（ｋｇ／ｍ３）
对数正态 ８２４０ ０１ ８２４０ ０１５ ８２４０ ０１５

Ｃ 对数正态 ５６７ ０１ ５６７ ０１５ ５７５ ０１５

Ｊ／ｍ４ 正态 １２２Ｅ４０１１２２Ｅ４０１５１３１Ｅ４０１５

由表７可以看出，与实验表达式相比，模型１
与实验模型完全相同，模型２中的随机变量的变
异系数发生了变化，模型３中随机变量不仅变异
系数发生了变化，而且均值也发生了变化。因此，

可以判断模型１的准确性高于模型２，模型２的
准确性高于模型３。

同理，在区间［１８０ｒａｄ／ｓ，２２０ｒａｄ／ｓ］中，从
１８０开始每间隔１取一个 ｎ值，即选取 ＮＩ＝４０个
ｎ的名义值。然后由式（５）获取 ＭｅＲ＝１０００组实
验样本，由３个数学模型分别得到ＭｍＲ＝１００００组
模型输出样本，求解３个航空发动机涡轮盘模型
的指标值，结果见表８。

表８　航空发动机涡轮盘模型确认指标计算结果
Ｔａｂ．８　Ｍｏｄｅｌｖａｌｉｄａｔｉｏｎｍｅｔｒｉｃｒｅｓｕｌｔｓｏｆ

ａｅｒｏｅｎｇｉｎｅｔｕｒｂｏｂｌａｄｅ

模型１ 模型２ 模型３

指标值 ０．０１７４ ０．１２９４ ０．２３５１

从表８可以看出，依据提出的模型确认新指
标能够客观地定量判断模型１的准确性高于模型
２，模型２的准确性高于模型３。这与定性结论相
互一致，从而再次表明所建新指标在进行模型确

认时可行有效。

３．４　模型确认指标的风险分析

尽管以上３个算例表明当模型响应量和实验
样本量充足时，提出的指标在随机 －区间混合不
确定性模型确认方面可行有效，但当样本量不足

时，所提指标具有一定的评估风险。下面以算例

１中的第１组测试为例，对其评估风险进行分析。
设ＭｍＲ和Ｍ

ｅ
Ｒ分别为模型和实验输出响应量的样

本量。

３４１　ＭｅＲ固定，Ｍ
ｍ
Ｒ变化

从区间下限３开始，每间隔０．０１取一个区间

·３７１·
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变量值，即在区间［３，６］中选取 ＮＩ＝３００个区间
变量的名义值。对应于每一个区间变量名义值，

由式（３）分别产生 ＭｅＲ＝１０００个实验样本，由表１
中第１组测试的３个模型分别得到 ＭｍＲ个相应的
模型输出样本，求解模型的指标值。指标值随ＭｍＲ
的变化情况如图４所示。

图４　模型确认指标ｄ随ＭｍＲ的变化曲线

Ｆｉｇ．４　ＭｏｄｅｌｖａｌｉｄａｔｉｏｎｍｅｔｒｉｃｄｖｅｒｓｕｓｔｈｅＭｍＲ

从图４可以看出，随着模型响应量的样本量
ＭｍＲ增大，模型确认指标值 ｄ迅速减小，从 Ｍ

ｍ
Ｒ ＞

１００时开始，指标值 ｄ开始趋于收敛到一个固定
值。这表明ＭｍＲ＞１００时，模型响应量的计算结果
趋于它们的解析解，且样本量ＭｍＲ越大，模型响应
量的计算结果和指标值越接近理论值。但当

ＭｍＲ＜５０时，通过模型确认指标对不同的模型的准
确性进行判断，会存在错判误判的风险。因此，运

用所提方法进行模型确认时，要尽量获得充足的

样本。

３４２　ＭｍＲ固定，Ｍ
ｅ
Ｒ变化

同样，ＮＩ＝３００，对应于每一个区间变量名义

值，为了保证模型响应量计算结果接近理论值，由

表１中第１组测试中的３个模型分别得到 ＭｍＲ＝
１００００个对应的模型输出样本，再由式（３）分别产
生ＭｅＲ个实验样本，求解３个模型的指标值。指
标值随ＭｅＲ的变化情况如图５所示。

图５　模型确认指标ｄ随ＭｅＲ的变化曲线

Ｆｉｇ．５　ＭｏｄｅｌｖａｌｉｄａｔｉｏｎｍｅｔｒｉｃｄｖｅｒｓｕｓｔｈｅＭｅＲ

从图５可知，随着实验观测数据 ＭｅＲ的增大，

模型确认指标ｄ迅速减小并趋于收敛。当 ＭｅＲ＜
６０时，模型确认指标ｄ的计算结果存在相互交叉
重叠现象。这表明在实验样本小于６０时，通过模
型确认指标对不同模型的优劣进行判断，会存在

一定的错判误判风险。产生这一问题是试验数据

量过少时，物理试验结果所服从经验分布函数难

以准确估计所致。但当实验样本量大于１００时，
该指标能够客观地评估不同数学模型与实验的一

致性。

４　结论

本文依据概率方法和区间理论，运用在区间

变量固定情况下，随机 －区间混合不确定性模型
输出响应量为服从某一分布函数的随机变量这一

特点，将文献［６］中面积指标，推广到随机 －区间
混合不确定性单输出模型确认中。运用随机－区
间混合不确定性模型与实验输出响应量的区间

ＣＤＦ上、下界之间的面积差异，定义了一种新的
模型确认指标。理论和算例分析结果表明，在模

型和实验样本充足的情况下，该指标能够有效地

解决随机输入变量和区间输入变量共存且相互独

立的混合不确定性单输出模型确认问题。但当模

型或实验的样本量较少时，运用该指标对不同的

混合不确定性模型的优劣进行评判时，会存在一

定的错判误判风险。因此，运用所提方法进行模

型确认时，要尽量获得充足的样本，以便有效控制

错判误判风险。
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