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考虑地球非球形引力摄动影响的自由段弹道解析解
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摘　要：针对地球非球形引力摄动影响下的自由段弹道快速计算问题，在非正交坐标系内建立考虑Ｊ２项
摄动的地球引力作用下的运动微分方程，在轨道坐标系内建立扰动引力作用下的运动微分方程，并计算天向

扰动引力加速度对应的质量偏差，进而通过椭圆轨道以修正Ｊ２项摄动运动微分方程；在建立上述运动微分方
程解析解的基础上，给出了地心坐标系内弹道飞行器位置和绝对速度的表达式，从而提出了Ｊ２项摄动引力和
扰动引力作用下的自由段弹道解析计算方法。仿真分析表明：该方法具有较高的计算效率，落点位置偏差小

于２０ｍ，满足弹道飞行器高精度实时制导、轨迹预测等应用需求。
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　　弹道飞行器的运动可分为主动段、自由段和
再入段，其中自由段的射程和飞行时间占全弹道

的８０％～９０％［１］。自由段飞行弹道的快速精确

计算广泛应用于弹道飞行器的高精度制导和轨迹

预测中。

对于远程弹道飞行器而言，自由段运动只考

虑地球引力作用，且引力位函数满足拉普拉斯方

程，其球谐函数级数表达式［２］为：
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也可写为：
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其中：μ＝ｆＭ，ｆ为万有引力常数，Ｍ为地球质量；
ａｅ为地球赤道平均半径；ｒ为地心距；和 λ为地
心纬度和经度；珔Ｃｎｍ，珔Ｓｎｍ为完全规格化引力位系
数；珔Ｐｎｍ（ｓｉｎ）为规格化勒让德伴随函数；ｎ，ｍ为
勒让德函数的阶次。

在远程弹道飞行器弹道计算中，正常引力仅

考虑均质圆球和Ｊ２项摄动的影响，其与实际地球

引力的差称为扰动引力［１－２］。可见，地球非球形

引力包含了Ｊ２项摄动引力和扰动引力。
对于自由段运动轨迹，国内外学者先后研究

了均质圆球下的解析解［１］、考虑Ｊ２项摄动引力的
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近似解析解［３－１０］、基于状态空间摄动的被动段扰

动引力影响分析方法［１１］。

目前，对于扰动引力对自由段飞行弹道影响

的研究，主要围绕扰动引力计算的精确性和快速

性展开［１２－１７］，对扰动引力作用下自由段轨迹计算

的精确性依赖于弹道数值积分，其计算效率较低，

难以满足高精度制导和轨迹预测等强实时性应用

需求。

本文从弹道飞行器自由段动力学角度出

发，提出了同时考虑 Ｊ２项摄动引力和扰动引力

的地球非球形引力摄动影响下的自由段弹道近

似解析解计算方法，并通过数值仿真对该方法

进行验证。

１　地球非球形引力加速度

不考虑弹道飞行器的质量，地球非球形引力

引起的加速度包含 Ｊ２项摄动引起的引力加速度

和扰动引力加速度。

１．１　Ｊ２项摄动引力加速度

由于Ｊ２项摄动的影响，地球引力加速度 ｇ偏

离地心方向。将地球引力加速度ｇ投影在地心矢

径ｒ和地球自转ωｅ方向，有：
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可见，Ｊ２项摄动引起的引力加速度为：
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１．２　扰动引力加速度

通常，在北天东坐标系内描述地球扰动引力

加速度。

北天东坐标系 ＯＮ－ｘＮｙＮｚＮ：坐标原点 ＯＮ为

弹道飞行器所在空间位置，ｙＮ轴与过原点的地心

矢径ｒ的方向一致，ｘＮ指向北极且与 ｙＮ垂直，ｚＮ
指向东且与ｘＮ、ｙＮ构成右手直角坐标系。

在北天东坐标系内，扰动引力加速度的球谐

函数表达式［２］为：
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其中，Ｎ为球谐函数的最高阶，且有：

珔Ｃｎｍ＝
０ ｎ＝２，ｍ＝０
珔Ｃｎｍ{ 其他情形

由式（５）可知，利用球谐函数计算自由段任
一点的扰动引力加速度，计算量较大。为提高自

由段扰动引力计算效率，可采用有限元逼

近法［１１，１６］。

２　运动微分方程

由于Ｊ２项摄动引起的引力加速度较大，而扰

动引力加速度较小，其对自由段弹道的影响是随

飞行时间逐渐凸显的。因此，为了更加准确地计

算Ｊ２项摄动引力和扰动引力的影响，分别在非正
交坐标系和轨道坐标系内建立弹道飞行器运动微

分方程。

２．１　考虑Ｊ２项摄动的运动微分方程

针对考虑Ｊ２项摄动时的地球引力，在非正交

坐标系内分析弹道飞行器的受力，并建立相应的

运动微分方程。

图１中，Ｋ点为自由段运动起始点，ｒＫ和 ｖ
Ａ
Ｋ

为该点位置矢量和绝对速度矢量，Ｋ为该点地心
纬度；ｒ为自由段弹道任一点的位置矢量（即该点
的地心矢径）；定义由初始点位置矢量 ｒＫ、绝对速
度矢量ｖＡＫ所构成的平面为初轨道平面，^α

Ａ
Ｋ是初

轨道平面与过Ｋ点地球子午面间的二面角。
非正交坐标系Ｏ１－ｘ１ｙ１ｚ１：坐标原点 Ｏ１为自

由段运动起始点，ｘ１轴和 ｙ１轴在初始轨道平面
内，ｙ１轴与ｒＫ重合，ｘ１轴垂直于ｙ１轴且指向运动
方向，ｚ１轴与 －ωｅ方向一致。在该坐标系内，Ｐ
点的位置矢量 ｒ可以表示为 ｒ１和 ｚ１的矢量和。
其中，ｒ１端点为Ｐ１，ｚ１端点为Ｐ；和 １分别为 ｒ
和ｒ１的地心纬度，ｒＫ至ｒ１的地心角为β。

在非正交坐标系内建立弹道飞行器运动微分

方程组［６］：

·１８·
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其中：ｈ＝ ｒＫ×ｖ
Ａ
Ｋ ，ｐ＝

ｈ２
ｆＭ；η＝１／ｒ１；ζ＝ｚπ／ｒ１；

Ｅ（β）＝ｓｉｎＫｃｏｓβ＋ｃｏｓＫｓｉｎβｃｏｓ^α
Ａ
Ｋ。

可见，式（６）中的第２、第３子式即为 Ｊ２项摄
动引起的微分方程。

图１　非正交坐标系几何关系
Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆ
ｎｏｎｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

２．２　扰动引力引起的运动微分方程

扰动引力为空间矢量，其大小和方向决定于

弹道飞行器所处的空间位置。为精细化分析扰动

引力对自由段弹道的影响，采用逐段逼近策略，在

轨道坐标系内建立扰动引力引起的运动微分

方程。

轨道坐标系 ＯＯ－ｘＯｙＯｚＯ：坐标原点 ＯＯ为自
由段分段内运动起始点，起始点位置矢量和绝对

速度矢量确定的平面为轨道平面，ｘＯ轴在轨道平
面内指向运动方向，ｙＯ轴与当前位置矢量方向一
致，ｚＯ轴与ｘＯ轴、ｙＯ轴构成右手直角坐标系。

根据北天东坐标系和轨道坐标系的定义可

得，北天东坐标系至轨道坐标系的转换矩阵ＴＯＮ＝
Ｍ２［^α

Ａ
Ｋ］，因此扰动引力加速度在轨道坐标系内

的分量为：
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扰动引力加速度分量δｇｙＯ与飞行器所在位置
的地心矢径方向一致，根据万有引力定律，可表示

为质量偏差δＭ引起的加速度，即：

δｇｙＯ＝－
ｆδＭ
ｒ２Ｋ

（８）

此时，轨道平面内的运动是在中心引力体质

量 Ｍ′＝Ｍ＋δＭ作用下的椭圆轨道，其微分方
程为：
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１
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式中，ｐ′＝ｈ
２

ｆＭ′＝
ｈ２

ｆＭ＋δ( )Ｍ 。

对于扰动引力分量 δｇｘＯ和 δｇｚＯ，分别影响轨
道平面内沿ｘＯ轴方向的运动和垂直于轨道平面
沿ｚＯ轴方向的运动，在自由段分段内表现为匀加
速直线运动，其微分方程为：

δｖｘＯ＝δｇｘＯ
δｖｚＯ＝δｇｚＯ
δｓｘＯ＝δｖｘＯ
δｓｚＯ＝δｖｚ













Ｏ

（１０）

２．３　考虑地球非球形引力的运动微分方程

由式（６）和式（９）可知，扰动引力加速度分量
δｇｙＯ对椭圆轨道运动的影响，将进一步影响考虑
Ｊ２项摄动的运动。综合式（６）、式（９）和式（１０）
可得，考虑地球非球形引力的运动微分方程组为：

ｄ２η０
ｄβ２
＋η０＝

１
ｐ′

ｄ２ζ
ｄβ２
＋ζ＝３Ｊ２

ａ２Ｅ
ｐ′η０Ｅ（β）

ｄ２δη
ｄβ２
＋δη＝１ｐ′３ζＥ（β）＋

３
２Ｊ２ａ

２
Ｅη
２
０［１－５Ｅ

２（β{ }）］
η＝η０＋δη
ｄｔ
ｄβ
＝１
ｈη２

δａｘＯ＝δｇｘＯ
δａｚＯ＝δｇｚ





















Ｏ

（１１）
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需要注意的是，式（１１）中的微分方程是在不
同坐标系内给出的。

３　运动微分方程的解

对于微分方程组（１１），椭圆轨道运动微分方
程的解为：

η０＝
１
ｐ′（１－ｅｃｏｓξ） （１２）

式中：ｅ为均质圆球地球质量 Ｍ′作用下的椭圆轨
道偏心率；ξ为该椭圆轨道远地点至当前点的地
心角，顺时针为正。

在非正交坐标系内，考虑Ｊ２项摄动引起的运
动微分方程的解为：

ζ＝Ｊａ［σ（ξ）－ａ１ζｓｉｎξ－ｂ１ζｃｏｓξ］

δη＝
Ｊａ
ｐ′［Φ（ξ）－ａ１ηｓｉｎξ－ｂ１ηｃｏｓξ{ ］

（１３）

式中：Ｊａ＝１．５Ｊ２ａ
２
Ｅ／ｐ′

２；σ（ξ）、ａ１ζ、ｂ１ζ、Φ（ξ）、ａ１η
和ｂ１η为积分求解用过程变量，具体表达式可参考
文献［６］。

由式（１２）、式（１３）可导出 Ｐ点的地心纬度
Ｐ、经度λＰ、地心距 ｒＰ以及绝对速度在北天东坐
标系内的分量ｖＡｘＮ＿Ｐ、ｖ

Ａ
ｙＮ＿Ｐ、ｖ

Ａ
ｚＮ＿Ｐ。

在轨道坐标系内，沿 ｘＯ轴方向和沿 ｚＯ轴方
向的运动微分方程的解为：

δｖｘＯ＝δｇｘＯ·Δｔ

δｖｚＯ＝δｇｚＯ·Δｔ

δｓｘＯ＝
１
２δｇｘＯ·Δｔ

２

δｓｚＯ＝
１
２δｇｚＯ·Δｔ













 ２

（１４）

式中，Δｔ为自由段分段飞行时间。

４　地心坐标系内弹道参数计算

在上述分析计算中，考虑地球非球形引力的

运动微分方程的解是在不同坐标系内给出的，将

在地心坐标系内计算弹道飞行器的位置和绝对速

度。在本节中，将由Ｋ点至Ｐ′点的飞行弹道考虑
为自由段的任一分段，Ｐ１点为标准椭圆轨道上的
位置，Ｐ点为考虑Ｊ２项摄动影响的位置。

地心坐标系ＯＥ－ｘＥｙＥｚＥ：原点 ＯＥ位于地心，
ｘＥ轴在赤道平面内指向格林尼治天文台所在子
午线，ｚＥ轴垂直于赤道平面指向北极，ｙＥ轴与 ｘＥ
轴、ｚＥ轴构成右手直角坐标系。地心坐标系与北
天东坐标系、轨道坐标系间的几何关系见图２。

４．１　位置计算

Ｋ点轨道坐标系至地心坐标系的转换矩

图２　地心坐标系与北天东坐标系、
轨道坐标系几何关系

Ｆｉｇ．２　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｇｅｏｃｅｎｔｒｉｃ，
ｎｏｒｔｈａｉｒｅａｓｔａｎｄｎｏｎｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

阵为：

ＴＥＯ＝［Ｔ
Ｏ
Ｅ］
Ｔ＝（Ｍ２［－（９０°－^α

Ａ
Ｋ）］·Ｍ１［Ｋ］·

Ｍ３［－（９０°－λＫ）］）
Ｔ （１５）

扰动引力加速度引起的沿ｘＯ轴方向、ｚＯ轴方
向的位移在地心坐标系内的分量为：

δｓｘＥ
δｓｙＥ
δｓｚ











Ｅ

＝ＴＥＯ·

δｓｘＯ
０
δｓｚ









Ｏ

（１６）

考虑Ｊ２项摄动影响，由Ｐ点地心纬度 Ｐ、经
度λＰ、地心距ｒＰ可得弹道飞行器在地心坐标系内
的位置矢量：

ｘＥ＿Ｐ
ｙＥ＿Ｐ
ｚ











Ｅ＿Ｐ

＝

ｒＰｃｏｓＰｃｏｓλＰ
ｒＰｃｏｓＰｓｉｎλＰ
ｒＰｓｉｎ









Ｐ

（１７）

综合考虑Ｊ２项和扰动引力摄动影响后，弹道飞
行器在Ｐ′点，其位置参数在地心坐标系内的分量为：

ｘＥ＿Ｐ′
ｙＥ＿Ｐ′
ｚ











Ｅ＿Ｐ′

＝

ｘＥ＿Ｐ
ｙＥ＿Ｐ
ｚ











Ｅ＿Ｐ

＋

δｓｘＥ
δｓｙＥ
δｓｚ











Ｅ

（１８）

４．２　速度计算

考虑到转换矩阵ＴＥＯ，扰动引力加速度引起的
沿ｘＯ轴方向、ｚＯ轴方向的速度在地心坐标系内
的分量为：

·３８·
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δｖｘＥ
δｖｙＥ
δｖｚ











Ｅ

＝ＴＥＯ·
δｖｘＯ
０
δｖｚ











Ｏ

（１９）

Ｐ点北天东坐标系至地心坐标系的转换矩
阵为：

ＴＥＮ＝Ｔ
Ｎ
Ｅ
Ｔ＝（Ｍ２［－９０°］·Ｍ１［Ｐ］·

Ｍ３［－（９０°－λＰ）］）
Ｔ （２０）

考虑Ｊ２项摄动影响，弹道飞行器在 Ｐ点，其
绝对速度在地心坐标系内的分量为：

ｖｘＥ＿Ｐ
ｖｙＥ＿Ｐ
ｖｚ









Ｅ＿Ｐ

＝ＴＥＮ·

ｖＡｘＮ＿Ｐ
ｖＡｙＮ＿Ｐ
ｖＡｚ











Ｎ＿Ｐ

（２１）

综合考虑Ｊ２项和扰动引力摄动影响后，弹道飞
行器在Ｐ′点，其速度参数在地心坐标系内的分量为：

ｖｘＥ＿Ｐ′
ｖｙＥ＿Ｐ′
ｖｚＥ＿Ｐ









′

＝

ｖｘＥ＿Ｐ
ｖｙＥ＿Ｐ
ｖｚ









Ｅ＿Ｐ

＋

δｖｘＥ
δｖｙＥ
δｖｚ









Ｅ

（２２）

由Ｐ′点的位置参数 ｘＥ＿Ｐ′、ｙＥ＿Ｐ′、ｚＥ＿Ｐ′可计算该
点的地心纬度 Ｐ′、经度 λＰ′、地心距 ｒＰ′，则地心坐
标系至Ｐ′点北天东坐标系的转换矩阵为：
ＴＮＥ＿Ｐ′＝Ｍ２［－９０°］·Ｍ１［Ｐ′］·Ｍ３［－（９０°－λＰ′）］

（２３）
从而可得 Ｐ′点在北天东坐标系内弹道飞行

器的绝对速度：

ｖＡｘＮ＿Ｐ′
ｖＡｙＮ＿Ｐ′
ｖＡｚ











Ｎ＿Ｐ′

＝ＴＮＥ＿Ｐ′·

ｖｘＥ＿Ｐ′
ｖｙＥ＿Ｐ′
ｖｚＥ＿Ｐ









′

（２４）

５　落点位置偏差计算

为描述考虑地球非球形引力摄动影响的自由

段解析解计算精度，将自由段飞行弹道直接延续

至落点，这里给出落点位置偏差的计算方法。

利用解析解计算得到的落点相对于发射点的

射程角β和方位角α为：
β＝ａｒｃｃｏｓ［ｓｉｎ０ｓｉｎｃ＋ｃｏｓ０ｃｏｓｃｃｏｓ（Ｌｃ－Ｌ０）］

α＝ａｒｃｓｉｎ
ｃｏｓｃｓｉｎ（Ｌｃ－Ｌ０）

ｓｉｎ{
β

（２５）
式中，（Ｌ０、０）为发射点经度和地心纬度，（Ｌｃ、
ｃ）为落点经度和地心纬度。

同理，利用式（２５）可计算数值积分法得到的
落点相对于发射点的 β～和方位角 α～，则解析解
落点的纵横向偏差为：

ΔＬ＝Ｒ（β－β～）
ΔＨ＝Ｒｓｉｎβ～（α－α～{ ）

（２６）

其中，Ｒ为地球平均半径。
解析解计算的弹道飞行器落点位置偏差为：

ΔＲ＝ （ΔＬ）２＋（ΔＨ）槡
２ （２７）

６　仿真分析

为验证所提出的考虑地球非球形引力摄动影

响的自由段解析解，将１２０００ｋｍ射程的飞行弹
道自由段按Δβ＝１°进行分段，对应的扰动引力由
３６０阶ＥＧＭ９６球谐函数模型计算得到，在此基础
上分别分析不同发射方位角、不同发射点大地纬

度下的解析解落点位置偏差。

固定发射点（大地纬度 ０°、经度 ０°、大地高
０ｍ），发射方位角由－１８０°至１８０°变化时解析解计
算的落点偏差如图３所示；发射点经度和大地高固
定（分别为１００°和１００ｍ），发射点大地纬度由０°至
８０°变化时解析解计算的落点偏差如图４所示。

图３　不同发射方位角下的解析解计算精度
Ｆｉｇ．３　Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎｏｆｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌａｕｎｃｈｉｎｇａｚｉｍｕｔｈ

图４　不同发射点大地纬度下的解析解计算精度
Ｆｉｇ．４　Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎｏｆｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｕｎｄｅｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｅｏｄｅｔｉｃｌａｔｉｔｕｄｅｏｆｌａｕｎｃｈｉｎｇｐｏｉｎｔ

·４８·
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由图３和图４计算结果可知，所提出的弹道飞
行器自由段解析解计算精度较高，落点位置偏差小

于２０ｍ，对不同飞行弹道具有较强的适应性。
进一步，针对发射点大地纬度为６０°时的自

由段飞行弹道，深入分析引起自由段解析解落点

位置偏差的影响因素。图５～７给出了北天东坐
标系内扰动引力三分量随时间变化曲线。

图５　北向扰动引力
Ｆｉｇ．５　Ｎｏｒｔｈｅｒｎｄｉｓｔｕｒｂｉｎｇｇｒａｖｉｔｙ

图６　天向扰动引力
Ｆｉｇ．６　Ｕｐｗａｒｄｄｉｓｔｕｒｂｉｎｇｇｒａｖｉｔｙ

图７　东向扰动引力
Ｆｉｇ．７　Ｅａｓｔｅｒｎｄｉｓｔｕｒｂｉｎｇｇｒａｖｉｔｙ

为进一步提高解析解计算精度，可根据实际

需要适当增加自由段分段数，缩短分段内的飞行

时间，从而降低扰动引力的近似误差。

需要说明的是，仿真分析中采用球谐函数法

计算自由段扰动引力，若将自由段解析解与扰动

引力快速计算方法（如有限元逼近法）相结合，可

进一步提高计算效率。

７　结论

针对弹道飞行器自由段弹道快速计算问题，

在非正交坐标系和轨道坐标系内建立了运动微分

方程，在地心坐标系内计算飞行器的位置和绝对

速度等弹道参数，建立了同时考虑 Ｊ２项摄动引力
和扰动引力的地球非球形引力摄动影响下的自由

段弹道近似解析解。数值仿真分析结果表明，该

方法具有较高的计算精度和计算效率，对不同飞

行弹道具有较强的适应性，满足远程弹道飞行器

高精度制导和轨迹预测等强实时性任务需求。
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