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飞机结构疲劳可靠度贝叶斯组合预测

袁修开，刘文杰
（厦门大学 航空航天学院，福建 厦门　３６１００５）

摘　要：在实际工程中，常常需要利用模型去描述和分析问题。然而模型亦存在不确定性，即可能存在
多个描述同一现象的模型，例如多个疲劳分析的模型。针对飞机结构的疲劳可靠性问题，提出在考虑三种裂

纹扩展模型下基于贝叶斯公式的疲劳可靠度组合预测方法。针对不同应力水平下飞机结构试件的裂纹扩展

数据建立了三种随机裂纹扩展模型；在考虑模型参数不确定性条件下，采用贝叶斯模型平均方法对三种模型

进行组合；基于组合模型分析结构的可靠度。所提方法在分析飞机结构疲劳可靠度上，采用了组合模型，能

够最大限度保障结果的稳定性。此外，考虑了模型参数的不确定性，能够得到更为合理的裂纹扩展预测分布

和可靠度预测值。给出的实例及分析结果表明所提方法可行。
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　　在飞机的服役阶段，需要充分保证其结构的
安全性。评价结构安全性的有效方法是对结构的

可靠度进行预测，进而得到每个时刻下结构的可

靠度。已有不少研究人员对于结构或系统的可靠

度预测进行了研究，文献［１］采用贝叶斯动态线
性模型对桥梁结构的可靠度进行了预测，文

献［２］提出了一种在小样本数据下的基于设备状
态信息的实时可靠度算法，文献［３］提出了一种
基于退化数据的特定系统或元件的实时可靠性评

估方法。文献［４］提出了基于贝叶斯更新的飞机
结构腐蚀可靠性模型，文献［５－８］提出了当载荷
谱确定时只考虑结构特性分散的结构寿命分析方

法，贺小帆等［９］对此做了进一步分析提出了综合

考虑载荷谱分散和结构特性分散的断裂力学方

法，建立了考虑载荷谱分散的裂纹扩展对数正态

随机变量模型。

要分析飞机结构的疲劳可靠度，需要建立疲

劳可靠度模型，但广泛存在的不确定性给可靠度

预测带来了困难。首先，飞机结构所承受的载荷

具有分散性，这就导致裂纹扩展速率参数具有分

散性［９］，且服从对数正态分布［１０－１１］。其次，飞机

结构使用期裂纹扩展模型［９］在文献［１２－１６］等
中都作为指数型模型进行分析，而只考虑一种模

型往往会忽略其他更优的模型［１７］。因此，有必要
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综合考虑不同模型以及模型参数的不确定性对分

析结构的影响，即考虑模型形式和模型参数的不

确定性［１７］。此外，模型的预测结果和系统真实的

响应值之间往往存在误差，而这种误差也具有不

确定性，可以称之为模型预测误差不确定性［１７］。

为此，本文提出了基于裂纹扩展数据点的随

机裂纹扩展模型，采用飞机的常用结构材７０７５－
Ｔ７３５１铝合金板件的疲劳裂纹扩展数据建立了３
个随机裂纹扩展模型和３个结构疲劳可靠度预测
模型，再基于所建立的２组模型建立了贝叶斯组
合模型，最后基于结构失效模式利用贝叶斯组合

模型分析了结构的可靠度。

１　飞机结构疲劳可靠度多模型预测

模型不确定性在实际工程中普遍存在，模型

不确定性包括模型形式不确定性、参数不确定性

和预测误差不确定性［１７］。在飞机结构疲劳可靠

度分析中，只考虑一种模型得出的结果的准确性

往往存在较大的偏差，所以综合考虑多个模型的

分析结果可以提高其准确性。由于裂纹扩展速率

参数具有分散性［１０－１１］，因此结构疲劳可靠度模型

需要考虑参数不确定性。假设对于结构的疲劳可

靠度预测存在 Ｋ个模型，则第 ｉ个模型的预测值
ｆｉ与系统真实响应 ｙｉ之间通常会存在误差 εｉ，它
们之间的关系为：

ｙｉ＝ｆｉ（θｉ，Ｘｉ）＋εｉ，ｉ＝１，２，…，Ｋ （１）
式中：θｉ和Ｘｉ分别表示模型 Ｍｉ的不确定性参数
和输入量；εｉ为模型误差，一般将模型预测误差
视为服从均值为０、方差为某个参数 σｉ的正态分
布，即εｉ～Ｎ（０，σ

２
ｉ）
［１７］。

１．１　飞机结构使用期随机裂纹扩展多模型

文献［６－８］提出的飞机结构使用期确定性
裂纹扩展模型为：

ｄａ（ｔ）
ｄｔ ＝Ｑａ

ｂ（ｔ） （２）

式中：Ｑ为确定性裂纹扩展速率参数，ａ（ｔ）为结构
使用时间为ｔ时的裂纹尺寸，ｂ为疲劳裂纹扩展速
率关系式中的指数，与载荷谱和应力水平无关。

需要指出的是，式（２）中 ｂ的取值不同，积分
得到的裂纹扩展模型的预测准确度就会不同。文

献［１２－１６］仅凭对实验数据的直观判断就得出
指数型模型的拟合效果较好，此时将 ｂ＝ｂ１＝１。
但在没有对比分析数据支撑的情况下，ｂ１＝１时
得到的指数型模型不一定是最优的选择。为了充

分考虑不确定性，且综合不同的 ｂ取值下的模型
信息，本文选取不同ｂ取值获得多个扩展模型，以

期提高对飞机结构裂纹扩展的预测能力。另取两

个不同的ｂ值为 ｂ２＝０９、ｂ３＝１１，可得到对应３
个随机裂纹扩展模型。

ａＭ１（ｔ）＝ａｔ０ｅｘｐ［Ｑ１（ｔ－ｔ０）］ （３）

ａＭ２，３（ｔ）＝［（ａｔ０）
－（ｂ２，３－１）－（ｂ２，３－１）Ｑ２，３（ｔ－ｔ０）］

－ １
ｂ２，３－１

（４）
其中，ｔ＞ｔ０，Ｑ１、Ｑ２和 Ｑ３为各模型裂纹扩展速率
参数，ａｔ０表示在结构使用时间为 ｔ０时的裂纹尺
寸，实际分析时通过最小二乘法拟合得到。一般

飞机结构裂纹扩展速率参数 Ｑ具有分散性，也需
考虑其不确定性。将 Ｑ１、Ｑ２和 Ｑ３作为对数正态
变量进行分析［１０－１１］。

１．２　飞机结构使用期疲劳可靠度预测多模型

基于１．１节建立的随机裂纹扩展多模型，可
以对应地建立飞机结构疲劳可靠度预测多模型。

结构某一时刻的可靠度定义为该时刻下结构的裂

纹尺寸小于裂纹极限尺寸的概率［１２］。

Ｒ（ｔ）＝Ｐｒ｛ａ（ｔ）＜ａｌｉｍ｝ （５）
式中，Ｒ（ｔ）为在使用时间为 ｔ时的结构的疲劳可
靠度，ａｌｉｍ为裂纹极限尺寸，ａ（ｔ）为在使用时间为ｔ
时的结构裂纹尺寸。

从而，结合式（５）可以在式（３）～（４）的基础上对
应建立三个飞机结构使用期疲劳可靠度预测模型。

２　贝叶斯组合预测方法

贝叶斯组合预测是基于贝叶斯定理的一种综

合多模型信息的预测方法，该方法在考虑模型形

式不确定性的基础上，同时也充分考虑了模型中

参数的不确定性。

２．１　模型概率

给出一个模型集合且假设集合中存在一个正

确的模型，则在数学上模型概率定义为模型集合

中的某个模型正确的可信度。正确的模型定义为

可以完全反映实际系统响应的模型［１７］，模型概率

越大则模型越能反映实际的物理过程。

２．２　模型先验概率

在模型先验信息（如专家经验、已有的相关

数据储备等）足够充分的情况下，模型先验概率

可以取特定值；在信息不充足的情况下，则可将模

型的先验概率视为相等的。［１７］

假设对于结构可靠度预测存在 Ｋ个模型，且
模型的先验概率都相等，则可以得到每个模型的

先验概率：

Ｐ（Ｍｉ）＝１／Ｋ，ｉ＝１，２，…，Ｋ （６）

·１０１·
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２．３　模型预测分布

考虑模型 Ｍｉ与系统响应 ｙ之间存在的误差

εｉ，由式（１）有εｉ～Ｎ（０，σ
２
ｉ），则模型Ｍｉ的响应预

测分布ｙ可以表示为：

ｇ（ｙＭｉ）＝∫
θｉ
ｇ（θｉ Ｍｉ）ｇ（ｙＭｉ，θｉ，Ｘｉ）ｄθｉ

（７）
ｇ（ｙＭｉ，θｉ，Ｘｉ）＝Ｎ［ｆｉ（θｉ，Ｘｉ），（σｉ）

２
θｉ］（８）

其中：ｇ（ｙＭｉ，θｉ，Ｘｉ）表示确定模型参数 θｉ和 Ｘｉ
的值后模型 Ｍｉ的响应预测分布；ｆｉ（θｉ，Ｘｉ）和
（σｉ）

２
θｉ分别为ｇ（ｙＭｉ，θｉ，Ｘｉ）的均值和方差。
采用蒙特卡洛抽样法对模型 Ｍｉ中的不确定

参数在其所服从的分布内抽取Ｌ组样本Ｓ＝｛θｉ１，
θｉ２，…，θｉＬ｝，文献［１７］给出了近似求解式（７）的计
算公式。

ｇ（ｙＭｉ）≈
１
Ｌ∑

Ｌ

ｌ＝１
Ｎ［ｆｉ（θｉｌ，Ｘｉ），（σｉ）

２
θｉｌ
］（９）

式中，θｉｌ表示第ｌ组样本点，（σｉ）
２
θｉｌ
为参数 θｉｌ时对

应的模型方差。

２．４　模型似然

模型似然的大小表示为模型预测结果与实验

数据Ｄ的接近程度，文献［１７］将模型 Ｍｉ（ｉ＝１，
２，…，Ｋ）的似然函数表达形式写为：

Ｐ（Ｄ　Ｍｉ）＝∫
θｉ
ｇ（θｉ　Ｍｉ）ｇ（Ｄ　Ｍｉ，θｉ，Ｘｉ）ｄθｉ

（１０）
式中，Ｄ＝｛ｄ１，ｄ２，…，ｄＮ｝表示实验数据，
ｇ（θｉ Ｍｉ）表示模型参数的联合分布函数。

假设实验数据 ｄ１，ｄ２，…，ｄＮ 相互独立，则
ｇ（Ｄ　Ｍｉ，θｉ，Ｘｉ）可以表示为：

ｇ（Ｄ　Ｍｉ，θｉ，Ｘｉ）＝∏
Ｎ

ｊ＝１
Ｎ［ｄｊ；ｆｉ（θｉ，Ｘｉｊ），（σｉ）

２
θｉ］

（１１）
式中，ｆｉ（θｉ，Ｘｉｊ）（ｊ＝１，２，…，Ｎ）和（σｉ）

２
θｉ分别表

示模型Ｍｉ预测分布的均值和方差。
采用蒙特卡洛抽样法对模型 Ｍｉ中的不确定

参数在其所服从的分布内抽取Ｌ组样本Ｓ＝｛θｉ１，
θｉ２，…，θｉＬ｝，则当 Ｌ足够大时，样本 Ｓ可以近似反
映模型参数的不确定性。给出样本点 θｉｊ（ｊ＝１，
２，…，Ｌ），式（１１）可以表示为：
ｇ（Ｄ　Ｍｉ，θｉ，Ｘｉ）＝

∏
Ｎ

ｊ＝１

１
２π（σｉ）

２
θｉ槡 ｌ

ｅｘｐ－
［ｄｊ－ｆｉ（θｉｌ，Ｘｉｊ）］

２

２（σｉ）
２
θｉ

( )
ｌ

（１２）

式（１２）中参数（σｉ）
２
θｉｌ
的极大似然估计值最能

够反映模型和实验数据之间的偏差关系。对

式（１２）两边取对数，再对（σｉ）θｉｌ求导，使之等于

０，即可得到方差的极大似然估计值。

（^σｉ）
２
θｉｌ
＝
∑
ｎ

ｊ＝１
［ｄｊ－ｆｉ（θｉｌ，Ｘｉｊ）］

２

Ｎ （１３）

将式（１３）代入式（１２），从而可以得出模型似
然的估计值为：

Ｐ（Ｄ　Ｍｉ）≈
１
Ｌ∑

Ｌ

ｌ＝１

１
２π（^σｉ）

２
θｉ

( )
ｌ

Ｎ／２

ｅｘｐ（－Ｎ／２）

（１４）

２．５　模型后验概率

图１为贝叶斯定理更新模型先验概率的过程。

图１　贝叶斯定理更新模型先验概率过程
Ｆｉｇ．１　Ｐｒｏｃｅｓｓｏｆｕｐｄａｔｉｎｇｔｈｅｍｏｄｅｌｐｒｉｏｒ

ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｕｓｉｎｇＢａｙｅｓ′ｔｈｅｏｒｅｍ

利用贝叶斯定理将模型先验概率进行更新得

到模型的后验概率。

Ｐ（Ｍｉ　Ｄ）＝
Ｐ（Ｍｉ）Ｐ（Ｄ　Ｍｉ）

∑
Ｋ

ｉ＝１
Ｐ（Ｍｉ）Ｐ（Ｄ　Ｍｉ）

（１５）

根据对模型先验概率的讨论可以将模型后验

概率简化为：

Ｐ（Ｍｉ　Ｄ）＝
Ｐ（Ｄ　Ｍｉ）

∑
Ｋ

ｉ＝１
Ｐ（Ｄ　Ｍｉ）

（１６）

式中，Ｐ（Ｍｉ　Ｄ）为模型Ｍｉ的后验概率。

２．６　贝叶斯组合模型

贝叶斯组合模型是基于模型后验概率得到

的，即以模型的后验概率为权重对模型进行加权

平均就可以得到贝叶斯组合模型。贝叶斯组合模

型的表达式为：

珋ｙＢＭＡ ＝∑
Ｋ

ｉ＝１
Ｐ（Ｍｉ　Ｄ）ｙＭｉ （１７）

式中，珋ｙＢＭＡ表示贝叶斯组合模型的表达式，ｙＭｉ表示
模型Ｍｉ的表达式，Ｐ（Ｍｉ 　Ｄ）表示在已知一组实
验数据Ｄ的情况下得到的模型Ｍｉ的后验概率。

３　算例

３．１　疲劳裂纹扩展数据

航空材料７０７５－Ｔ７３５１铝合金板件的３０个
试件分别在３种应力水平进行疲劳试验，最大应

·２０１·
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力分别为１３０ＭＰａ、１５０ＭＰａ和 １７０ＭＰａ的应力
谱，应力比 Ｒ均为０６，每个应力水平下１０个试
件（标记：１～１０）。测得的疲劳裂纹扩展数据如
图２所示。每个试件断裂后根据试件断口分析采
集ｎ＝７个裂纹扩展数据点。

（ａ）σｍａｘ＝１３０ＭＰａ

（ｂ）σｍａｘ＝１５０ＭＰａ

（ｃ）σｍａｘ＝１７０ＭＰａ

图２　３种应力水平下测得的断口的裂纹扩展数据
Ｆｉｇ．２　Ｄａｔａｏｆｃｒａｃｋｇｒｏｗｔｈｏｆｆｒａｃｔｕｒｅｓｉｎ３ｓｔｒｅｓｓｌｅｖｅｌ

３．２　模型参数不确定性量化

首先将３种应力水平下裂纹扩展速率参数的
分布进行分析，采用最小二乘法拟合可得到裂纹

扩展速率参数。再对１０个试件的参数值拟合得
到裂纹扩展速率参数的分布。模型参数概率分布

函数（ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＰＤＦ）如
图３所示。通过分析图３可以得出，模型形式和
应力状况都能影响裂纹扩展速率参数的分布。

３．３　贝叶斯定理更新模型概率

依据上述步骤，基于裂纹扩展数据，利用

　（ａ）σｍａｘ＝１３０ＭＰａ　　　　　　 　　（ｂ）σｍａｘ＝１５０ＭＰａ　　 　　　　　　　（ｃ）σｍａｘ＝１７０ＭＰａ

图３　模型１、模型２和模型３中参数Ｑ的概率分布
Ｆｉｇ．３　ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓＱｉｎｍｏｄｅｌ１，ｍｏｌｄｅｌ２ａｎｄｍｏｄｅｌ３

式（６）、式（１４）和式（１６）可计算得到模型的后验
概率。针对部分试件的计算分析结果见表１。模
型对于３个试件裂纹扩展数据的拟合效果可以从
后验概率反映出来，后验概率越大表明模型对于

试件裂纹扩展数据的拟合效果越好。模型１的后
验概率值不总是最大的，这表明常规使用的指数

型裂纹扩展模型（ｂ＝１）不一定总是最优的选择。

３．４　贝叶斯组合模型的建立
求得模型后验概率后，由式（１６）建立随机裂

纹扩展贝叶斯组合模型和疲劳可靠度贝叶斯组合

模型。

珔ａＢａｙｅｓ（ｔ）＝∑
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｍｉ　Ｄ）ａＭｉ（ｔ） （１８）

珔ＲＢａｙｅｓ（ｔ）＝∑
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｍｉ　Ｄ）Ｒｉ（ｔ） （１９）

·３０１·
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　Ｒｉ（ｔ）＝Ｐｒ（ａＭｉ（ｔ）＜ａｌｉｍ），ｉ＝１，２，３ （２０）
其中：Ｐ（Ｍｉ 　Ｄ）表示模型 ａＭｉ（ｔ）的后验概率，
Ｒｉ（ｔ）表示依据结构失效模式得到的疲劳可靠度
模型，飞机结构裂纹极限长度［１２］设定为 ａｌｉｍ ＝
１０ｍｍ。

表１　模型先验概率、模型似然和模型后验概率
Ｔａｂ．１　Ｍｏｄｅｌｐｒｉｏｒｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ，ｍｏｄｅｌｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄａｎｄ

ｍｏｄｅｌｐｏｓｔｅｒｉｏｒｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ

应力水平，

试件序号
模型 先验概率 模型似然 后验概率

１３０ＭＰａ，２

１ ０．３３３ ８２．８５６ ０．３３８

２ ０．３３３ ８０．８３６ ０．３２９

３ ０．３３３ ８１．７９９ ０．３３３

１５０ＭＰａ，７

１ ０．３３３ ２９２．２９３ ０．１４７

２ ０．３３３ １５６５．０４２ ０．７８８

３ ０．３３３ １２９．０１３ ０．０６５

１７０ＭＰａ，６

１ ０．３３３ ４９５．８３３ ０．２６９

２ ０．３３３ １２１４．３７０ ０．６５８

３ ０．３３３ １３５．９７５ ０．０７４

３．５　裂纹扩展预测分布及结构疲劳可靠度

选取在σｍａｘ＝１３０ＭＰａ应力水平下的２号试件

为例来进行分析。基于试件断口裂纹扩展实验数据

的前６个数据（ｔｊ，ａｊ）（ｊ＝１，２，…，６），首先由式（３）、
式（４）确定３种裂纹扩展模型，再通过式（１８）得到贝
叶斯组合模型，最后依据式（９）计算得到单模型
和贝叶斯组合模型在数据点（ｔｊ，ａｊ）（ｊ＝７）对应时
间ｔ７处的裂纹扩展预测分布，如图４所示。

由式（１９）～（２０）可以计算得到结构的疲劳
可靠度，表２中列出了所取２号试件在 ｔ７处的裂
纹扩展实验数据的信息，单模型和贝叶斯组合模

型（包括裂纹扩展模型和疲劳可靠度模型）在该

时刻下预测得到的裂纹扩展分布的均值和方差以

及疲劳可靠度数据。

由表１及表２可以看出，单模型预测能力往
往存在很大的差异，在实际分析中模型的选择往

图４　模型１、模型２、模型３及贝叶斯
组合模型裂纹扩展预测分布

Ｆｉｇ．４　Ｃｒａｃｋｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｉｎｍｏｄｅｌ１，
ｍｏｄｅｌ２，ｍｏｄｅｌ３ａｎｄＢａｙｅｓｉａｎｃｏｍｂｉｎｅｄｍｏｄｅｌ

往对结果产生很大的影响。而贝叶斯组合预测结

果是３个单模型预测结果的加权平均，贝叶斯组
合模型能够综合多模型的信息，其预测分布相对

于单模型更能反映实际结构裂纹尺寸可能出现的

状态，其预测结果能够减小由于模型选择带来的

预测误差，其预测结果具有较好的鲁棒性。

４　结论

本文将贝叶斯组合预测方法应用在飞机结构

的疲劳可靠度预测上，克服了传统只考虑指数型

模型对飞机结构裂纹进行预测以及对结构疲劳可

靠度进行分析的缺陷。另外，从文中的实例分析

中，可以得出结论：

１）模型形式和应力状况都能影响裂纹扩展
速率参数分布的计算结果，在实际工程分析中需

要综合考虑不同的模型形式和应力状况。

２）实例中所得的模型的后验概率可知，飞机
使用期裂纹扩展模型的ｂ值取１得到的指数型模
型不一定是最优的选择，分析时可以按照本文方

法综合考虑多个不同 ｂ值来建立多模型，然后再

表２　裂纹扩展及可靠度预测分析结果
Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃｒａｃｋｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎａｎｄｆａｔｉｇｕｅｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ

应力水平，

试件序号

实验数据

循环次数 裂纹长度／ｍｍ
模型

裂纹长度预测均值／
ｍｍ

裂纹长度预测方差／

ｍｍ２
疲劳可靠度

Ｐｒ（ａ＜１０ｍｍ）

１３０ＭＰａ，２ ５７２９７ ４．６５２７

模型 １ ４．１７７５ １．４２４６ ０．９９９９

模型 ２ ４．４９０７ １．７４０８ ０．９９８５

模型 ３ ４．６３７９ ３．６１９８ ０．９７４０

组合模型 ４．２８６６ ２．１８６１ ０．９８８５

·４０１·
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　　获得组合模型进行预测。
３）贝叶斯组合预测方法综合了多模型的信

息，即考虑了模型形式的不确定性，可以在分析过

程中降低由于不恰当的模型选择而带来不准确预

测结果的风险，其预测的结果较为稳定和可靠。
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