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多输入多输出雷达恒模稳健波形联合优化算法

崔　琛，孙从易，郝天铎，龚　阳
（国防科技大学 电子对抗学院，安徽 合肥　２３００３７）

摘　要：针对目标冲激响应及杂波冲激响应分布特性先验知识不准确导致的多输入多输出雷达检测性
能下降的问题，提出恒模稳健波形与接收机滤波器联合优化算法。将目标冲激响应及杂波冲激响应分布特

性先验知识不准确时的优化问题建模为一个极大极小化问题。运用迭代优化算法将联合优化问题分解为两

个子优化步骤：将波形固定时的接收机滤波器权值优化问题建模为广义瑞利商模型，求解得到相应的接收机

滤波器权值矢量；利用半正定松弛技术对权值固定时的波形优化问题进行求解，获得对应的波形矩阵，并根

据得到的波形矩阵，通过高斯随机化的方法获得所需的恒模波形。对所提算法的收敛性进行了证明，仿真结

果表明所提算法有效。
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　　 多输入多输出 （ＭｕｌｔｉｐｌｅＩｎｐｕｔＭｕｌｔｉｐｌｅ
Ｏｕｔｐｕｔ，ＭＩＭＯ）雷达作为一种新体制雷达，近年来
一直是国内外学者关注的热点之一［１－３］。不同于

相控阵雷达，ＭＩＭＯ雷达的每个发射阵元可以发
射任意波形，即所谓的波形分集，因此设计发射波

形是 ＭＩＭＯ雷达信息处理研究的主要内容
之一［４］。

检测概率是衡量雷达性能的重要参数，国内

外学者针对如何利用波形优化提高ＭＩＭＯ雷达目
标检测性能的问题展开了深入的研究。文

献［５－７］是在雷达先验知识准确的前提下研究
改善目标检测性能的波形优化问题。然而在实际

中有关目标和环境的确切特性不可能事先知道，

只能估计得到，因而存在估计误差，在这种情况下

前述文献设计的波形并不是最优波形。文献［８］
在目标位置误差和信道误差有界的条件下，分别

构造以信噪比和克拉美罗界为代价函数的优化模

型，并转化为凸优化问题进行了求解，从而改善了

ＭＩＭＯ雷达的检测和参数估计性能。文献［９］研
究了在目标导向矢量先验知识不准确情况下的

ＭＩＭＯ雷达稳健波形设计问题，提高了雷达在信
号相关干扰背景下目标检测能力。文献［１０］针
对确定目标冲激响应（ＴａｒｇｅｔＩｍｐｕｌｓｅＲｅｓｐｏｎｓｅ，
ＴＩＲ）先验知识的不准确性，提出了一种基于改进
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序列二次规划方法的恒模波形与接收滤波器联合

设计方法，提高了宽带雷达在最差情况下的输出

信杂噪比 （ＳｉｇｎａｌｔｏＣｌｕｔｔｅｒａｎｄＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，
ＳＣＮＲ）。文献［１１］在相关杂波背景下，针对目标
方位角先验知识不准确性，提出了一种角度稳健

的集中式ＭＩＭＯ雷达发射波形和接收滤波器联合
设计方法，并采用循环迭代的方法进行求解。

文献［８－１１］均在目标位置或者确定 ＴＩＲ先
验知识不准确的前提下进行稳健波形设计。但研

究随机 ＴＩＲ及杂波冲激响应（ＣｌｕｔｔｅｒＩｍｐｕｌｓｅ
Ｒｅｓｐｏｎｓｅ，ＣＩＲ）分布特性先验知识不准确时，提高
ＭＩＭＯ雷达的检测性能是在实际使用中必须解决
的问题。

本文将 ＴＩＲ及 ＣＩＲ分布特性不准确时的联
合优化问题建模为一个极大极小化问题，采用迭

代优化的方法将该问题分解为两个子步骤，分别

利用广义瑞利商模型的求解方法以及凸优化的方

法对这两个子步骤进行求解，得到所需的恒模稳

健波形及接收机滤波器权值。

１　问题建模

为方便分析，主要采用文献［１２］所述的
ＭＩＭＯ雷达信号模型。假设 ＭＩＭＯ雷达的发射阵
元和接收阵元个数分别为Ｐ和Ｑ，不失一般性，认
为此模型为基带离散时间模型。对于一个距离扩

展目标，用一个 ｖ阶的有限冲激响应（Ｆｉｎｉｔｅ
ＩｍｐｕｌｓｅＲｅｓｐｏｎｓｅ，ＦＩＲ）系统描述从第 ｐ个发射阵
元到第ｑ个接收阵元之间的信号传输，则第 ｑ个
接收阵元的接收波形可以表示为：

　　ｙｑ（ｋ）＝∑
Ｐ

ｐ＝１
∑
ｖ

ｌ＝０
［ｇ（ｐ，ｑ）ｔ （ｌ）＋

ｇ（ｐ，ｑ）ｃ （ｌ）］ｘｐ（ｋ－ｌ）＋ｎｑ（ｋ） （１）
式中：ｘｐ（·）表示第 ｐ个发射阵元的发射信号；
ｇ（ｐ，ｑ）ｔ （·）及ｇ（ｐ，ｑ）ｃ （·）分别表示第ｐ个发射阵元
到第ｑ个接收阵元间的ＴＩＲ及 ＣＩＲ，为便于分析，
假设杂波散射点的个数为 ｖ＋１，即令 ＴＩＲ与 ＣＩＲ
长度相同，当两者长度不同时，则可以通过补零拓

扑的方法使之相同；ｎｑ（·）表示第 ｑ个接收阵元
的加性噪声。

令Ｌ表示发射信号长度，且Ｌ＞ｖ，则式（１）可
表示为以下矩阵－向量形式：

ｙｑ ＝∑
Ｐ

ｐ＝１
Ｘｐ（ｇ

（ｐ，ｑ）
ｔ ＋ｇ（ｐ，ｑ）ｃ ）＋ｎｑ （２）

式中，ｇ（ｐ，ｑ）ｔ ＝［ｇ（ｐ，ｑ）ｔ （０），…，ｇ（ｐ，ｑ）ｔ （ｖ）］Ｔ，ｇ（ｐ，ｑ）ｃ ＝
［ｇ（ｐ，ｑ）ｃ （０），…，ｇ（ｐ，ｑ）ｃ （ｖ）］Ｔ，ｙｑ＝［ｙｑ（ｋ），…，ｙｑ（ｋ＋
Ｌ－１）］Ｔ，ｎｑ＝［ｎｑ（ｋ），…，ｎｑ（ｋ＋Ｌ－１）］

Ｔ，Ｘｐ为

一个包含第ｐ个发射阵元波形信息的Ｌ×Ｍ（Ｍ＝
ｖ＋１）Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵，其矩阵结构为：

Ｘｐ＝

ｘｐ（ｋ） … ｘｐ（ｋ－ｖ）

  

ｘｐ（ｋ＋Ｌ－１） … ｘｐ（ｋ＋Ｌ－１－ｖ









）

定义珚Ｘ＝［Ｘ１，…，ＸＰ］，珔ｇｔｑ＝［（ｇ
（１，ｑ）
ｔ ）Ｔ，…，

（ｇ（Ｐ，ｑ）ｔ ）Ｔ］Ｔ，珔ｇｃｑ＝［（ｇ
（１，ｑ）
ｃ ）Ｔ，…，（ｇ（Ｐ，ｑ）ｃ ）Ｔ］Ｔ。令

珋ｙ＝［ｙ１，…，ｙＱ］表示 Ｑ个接收阵元的接收信号，
故而可以得到：

珋ｙ＝珚Ｘ珔ｇｔ＋珚Ｘ珔ｇｃ＋珔ｎ
式中，珔ｇｔ＝［珔ｇｔ１，…，珔ｇｔＱ］表示 ＴＩＲ，珔ｇｃ＝［珔ｇｃ１，…，
珔ｇｃＱ］表示ＣＩＲ，珔ｎ＝［ｎ１，…，ｎＱ］表示加性噪声。

将回波矩阵 珋ｙ按列堆积成维数为 ＬＱ×１的
矢量 ｙ，并利用矩阵等式 ｖｅｃ（ＡＸＢ）＝（ＢＴＡ）
ｖｅｃ（Ｘ），则

ｙ＝ｖｅｃ（珋ｙ）＝（珔ｇｔＩＬ）ｘ＋（珔ｇｃＩＬ）ｘ＋ｎ
＝Ｈｔｘ＋Ｈｃｘ＋ｎ

式中，ｘ＝ｖｅｃ（珚Ｘ），ｎ＝ｖｅｃ（珔ｎ），Ｈｔ及Ｈｃ分别为目
标及杂波散射矩阵。

则系统输出ＳＣＮＲ为：

ＳＣＮＲ＝
ＥＥ［ｗＨＨｔｘ

２］

ＥＥ［ｗＨ（Ｈｃｘ＋ｎ）
２］

式中，ｗ表示接收机滤波器权值。
Ｈｔｘ＝（珔ｇｔＩＬ）ｘ＝χＧｔ

以及

Ｈｃｘ＝（珔ｇｃＩＬ）ｘ＝ＸＧｃ
其中，χ＝ＩＱ珚Ｘ，Ｇｔ＝ｖｅｃ（珔ｇｔ），Ｇｃ＝ｖｅｃ（珔ｇｃ）。

类似地，可得：

ＨＨｔｗ＝（ＩＰＭＷ）ｖｅｃ（珔ｇ
Ｔ
ｔ）＝ＶＫ（ＰＭ）ＱＧｔ

ＨＨｃｗ＝（ＩＰＭＷ）ｖｅｃ（珔ｇ
Ｔ
ｃ）＝ＶＫ（ＰＭ）ＱＧｃ

其中，ｗ＝ｖｅｃ（Ｗ），Ｖ＝ＩＰＭＷ，Ｋ（ＰＭ）ｖｅｃ（珔ｇｃ）＝

ｖｅｃ（珔ｇＴｃ），Ｋ（ＰＭ）Ｑ为ＰＭＱ×ＰＭＱ交换矩阵
［１３］。

因此ＳＣＮＲ又可写为：

ＳＣＮＲ＝
ｘＨＶＫ（ＰＭ）ＱＥＥ［ＧｔＧ

Ｈ
ｔ］Ｋ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈｘ
ｘＨＶＫ（ＰＭ）ＱＥＥ［ＧｃＧ

Ｈ
ｃ］Ｋ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈｘ＋ｗＨＲｎｗ

（３）
式中，Ｒｎ＝ＥＥ［ｎｎ

Ｈ］为噪声协方差矩阵，且为对角

阵，对角元素为噪声功率谱密度（ＰｏｗｅｒＳｐｅｃｔｒａｌ
Ｄｅｎｓｉｔｙ，ＰＳＤ）采样。

对于随机信号模型，ＴＩＲ及 ＣＩＲ通常建模为
服从复高斯分布的矢量［１２］，因此假设 Ｇｔ～
ＣＮ（ｕｔ，Σｔ），Ｇｃ～ＣＮ（ｕｃ，Σｃ）。故而可以得到

ＥＥ［ＧｔＧ
Ｈ
ｔ］＝Σｔ＋ｕｔｕ

Ｈ
ｔ及ＥＥ［ＧｃＧ

Ｈ
ｃ］＝Σｃ＋ｕｃｕ

Ｈ
ｃ，

由此式（３）可以写为：

·７６１·
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ＳＣＮＲ

＝
ｘＨＶＫ（ＰＭ）Ｑ（ｕｔｕ

Ｈ
ｔ＋Σｔ）Ｋ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈｘ
ｘＨＶＫ（ＰＭ）Ｑ（ｕｃｕ

Ｈ
ｃ＋Σｃ）Ｋ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈｘ＋ｗＨＲｎｗ
由于ＳＣＮＲ同时依赖于目标冲激响应均值矢

量ｕｔ、协方差矩阵Σｔ以及杂波冲激响应均值矢量
ｕｃ、协方差矩阵Σｃ，ｕｔ、Σｔ、ｕｃ、Σｃ的准确性将直接
影响到系统输出 ＳＣＮＲ，从而影响目标的检测性
能。针对 ｕｔ、Σｔ、ｕｃ、Σｃ先验知识不准确的情况，
通过设计稳健波形使在最差情况下输出 ＳＣＮＲ
最大。

令 ｕ^ｔ及 ｕ^ｃ分别表示ｕｔ及ｕｃ的估计值，且均
为无偏估计，即ＥＥ［^ｕｔ］＝ｕｔ、ＥＥ［^ｕｃ］＝ｕｃ，则均值
矢量的估计误差可以建模为ＥＥ［（^ｕｔ－ｕｔ）（^ｕｔ－
ｕｔ）

Ｈ］＝Θｔ及ＥＥ［（^ｕｃ－ｕｃ）（^ｕｃ－ｕｃ）
Ｈ］＝Θｃ，进

一步可以得到 ｕＨｔｕｔ＝ＥＥ［^ｕ
Ｈ
ｔｕ^ｔ］－ｔｒ（Θｔ）＝σｔ，

ｕＨｃｕｃ＝ＥＥ［^ｕ
Ｈ
ｃｕ^ｃ］－ｔｒ（Θｃ）＝σｃ，其中 ｌｕ，ｔ≤σｔ≤

ｕｕ，ｔ，ｌｕ，ｃ≤σｃ≤ｕｕ，ｃ。同时，令 Σ
＾
ｔ及 Σ

＾
ｃ分别表示

Σｔ及Σｃ的估计值，考虑目标及杂波不同散射区
的冲激响应是相互独立的，因此 Σｔ及 Σｃ为对角
阵，故而将协方差矩阵估计误差建模为：

ｌΣ，ｔ≤ｔｒ（Σｔ－Σ
＾
ｔ）≤ｕΣ，ｔ

ｌΣ，ｃ≤ｔｒ（Σｃ－Σ
＾
ｃ）≤ｕΣ，ｃ

其中，ｕΣ，ｔ及ｕΣ，ｃ代表估计误差上界，ｌΣ，ｔ及ｌΣ，ｃ代表
估计误差的下界。

故在要求每一路发射波形都具有恒模特性的

约束下，基于发射波形和接收机滤波器联合设计

的优化问题可以写成以下极大极小化问题：

ｍａｘ
Ｘ，ｗ
ｍｉｎ
　ｕｔ，Σｔ

ｍｉｎ
　ｕｃ，Σｃ

ＳＣＮＲ（χ，ｗ，ｕｔ，Σｔ，ｕｃ，Σｃ）

ｓ．ｔ． ｘ（ｋ） ＝γ，ｋ＝１，…，ＬＰＭ
ｌｕ，ｔ≤σｔ≤ｕｕ，ｔ，ｌｕ，ｃ≤σｃ≤ｕｕ，ｃ

ｌΣ，ｔ≤ｔｒ（Σｔ－Σ
＾
ｔ）≤ｕΣ，ｔ，ｌΣ，ｃ≤ｔｒ（Σｃ－Σ

＾
ｃ）≤ｕΣ，ｃ （４）

其中，γ＝ Ｅ／ＬＰ槡 Ｍ，Ｅ为发射机总能量。

２　恒模稳健波形联合优化算法

为求解式（４）中的优化问题，可以采用循环
优化算法，其中迭代过程涉及两个子优化问题：波

形χ固定时对接收机滤波器权值ｗ的优化以及固
定ｗ时对恒模发射波形χ的优化。以下依次求解
这两个优化问题。

２．１　波形固定时的接收机滤波器权值优化

当发射波形χ已知时，为了优化接收机滤波
器权值，需求解如下优化问题。

ｍａｘ
ｗ
ｍｉｎ
　ｕｔ，Σｔ

ｍｉｎ
　ｕｃ，Σｃ

ｗＨχ（ｕｔｕ
Ｈ
ｔ＋Σｔ）χ

Ｈｗ
ｗＨχ（ｕｃｕ

Ｈ
ｃ＋Σｃ）χ

Ｈｗ＋ｗＨＲｎｗ

ｓ．ｔ．ｌｕ，ｔ≤σｔ≤ｕｕ，ｔ，ｌｕ，ｃ≤σｃ≤ｕｕ，ｃ

ｌΣ，ｔ≤ｔｒ（Σｔ－Σ
＾
ｔ）≤ｕΣ，ｔ，ｌΣ，ｃ≤ｔｒ（Σｃ－Σ

＾
ｃ）≤ｕΣ，ｃ

（５）
由于ｗ、ｕｔ、Σｔ、ｕｃ，Σｃ之间的取值是相互独立

的，优化问题中极大化极小化的位置可以互换，故

而首先考虑以下优化问题。

ｍｉｎ
ｕｔ，ｕｃ

ｕＨｔχ
ＨｗｗＨχｕｔ＋ｗ

ＨχΣｔχ
Ｈｗ

ｕＨｃχ
ＨｗｗＨχｕｃ＋ｗ

ＨχΣｃχ
Ｈｗ＋ｗＨＲｎｗ

ｓ．ｔ．ｌｕ，ｔ≤ｕ
Ｈ
ｔｕｔ≤ｕｕ，ｔ，ｌｕ，ｃ≤ｕ

Ｈ
ｃｕｃ≤ｕｕ，ｃ （６）

在 式 （６）的 优 化 问 题 中，ｗＨχΣｔχ
Ｈｗ、

ｗＨχΣｃχ
Ｈｗ以及ｗＨＲｎｗ为固定值，因此其最小值

仅与ｕＨｔχ
ＨｗｗＨχｕｔ及ｕ

Ｈ
ｃχ
ＨｗｗＨχｕｃ有关。由于 ｕｔ

与 ｕｃ相互独立，故而 ｕ
Ｈ
ｔχ
ＨｗｗＨχｕｔ取最小值、

ｕＨｃχ
ＨｗｗＨχｕｃ取最大值时式（６）取得最小值。下

面将ｕＨｔχ
ＨｗｗＨχｕｔ最小值建模为以下寻优问题。

ｍｉｎ
ｕｔ≠０

ｕＨｔＲχ，ｗｕｔ
ｕＨｔｕｔ

ｕＨｔｕｔ

ｓ．ｔ．ｌｕ，ｔ≤ｕ
Ｈ
ｔｕｔ≤ｕｕ，ｔ （７）

其中，Ｒχ，ｗ＝χ
ＨｗｗＨχ。

注意到ｍｉｎ
ｕｔ≠０

ｕＨｔＲχ，ｗｕｔ
ｕＨｔｕｔ

是一个典型的瑞利商优

化问题，其最优值与 ｕＨｔｕｔ取值无关；最优值为

λｍｉｎ（Ｒχ，ｗ），最优解为 ｕｔ＝ σ槡 ｔｖ（Ｒχ，ｗ），其中
λｍｉｎ（Ｒχ，ｗ）为Ｒχ，ｗ最小特征值，ｖｍｉｎ（Ｒχ，ｗ）为 Ｒχ，ｗ
最小特征值对应的单位特征矢量。故而可以得到

式（７）的最优解为ｌｕ，ｔλｍｉｎ（Ｒχ，ｗ）。
类似地，可以得到 ｕＨｃχ

ＨｗｗＨχｕｃ的最大值为
ｕｕ，ｃλｍａｘ（Ｒχ，ｗ），其中 λｍａｘ（Ｒχ，ｗ）为 Ｒχ，ｗ最大特征

值。同时，令 槇Σｔ＝Σｔ－Σ
＾
ｔ，
槇Σｃ＝Σｃ－Σ

＾
ｃ，则式（５）

所示的优化问题可以写为：

ｍａｘ
ｗ
ｍｉｎ
Σ
～
ｔ，Σ
～
ｃ

ｌｕ，ｔλｍｉｎ（Ｒχ，ｗ）＋ｔｒ（槇ΣｔＲχ，ｗ）＋ｔｒ（Σ
＾
ｔＲχ，ｗ）

ｕｕ，ｃλｍａｘ（Ｒχ，ｗ）＋ｔｒ（槇ΣｃＲχ，ｗ）＋ｔｒ（Σ
＾
ｃＲχ，ｗ）＋Ｒｎ，ｗ

ｓ．ｔ．ｌΣ，ｔ≤ｔｒ（槇Σｔ）≤ｕΣ，ｔ，ｌΣ，ｃ≤ｔｒ（槇Σｃ）≤ｕΣ，ｃ （８）
其中，Ｒｎ，ｗ＝ｗ

ＨＲｎｗ。
根据 冯 诺 依 曼 迹 不 等 式，优 化 问 题

ｍｉｎΣ～ｔｔｒ（
槇ΣｔＲχ，ｗ），ｓ．ｔ．ｌΣ，ｔ≤ｔｒ（槇Σｔ）≤ｕΣ，ｔ可以取得

最小值 ｌΣ，ｔλｍｉｎ（Ｒχ，ｗ），此时 槇Σｔ＝ｌΣ，ｔｖｍｉｎ（Ｒχ，ｗ）

ｖＨｍｉｎ（Ｒχ，ｗ）。同理，ｍａｘΣ～ｃｔｒ（
槇ΣｃＲχ，ｗ），ｓ．ｔ．ｌΣ，ｃ≤

ｔｒ（槇Σｃ）≤ｕΣ，ｃ，可以取得最大值 ｕΣ，ｃλｍａｘ（Ｒχ，ｗ），此

时 槇Σｃ＝ｕΣ，ｃｖｍａｘ（Ｒχ，ｗ）ｖ
Ｈ
ｍａｘ（Ｒχ，ｗ）。ｖｍｉｎ（Ｒχ，ｗ）及

·８６１·
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ｖｍａｘ（Ｒχ，ｗ）分别为 Ｒχ，ｗ最小特征值及最大特征值
对应的特征矢量，故而式（８）可以写为：

ｍａｘ
ｗ

（ｌｕ，ｔ＋ｌΣ，ｔ）λｍｉｎ（Ｒχ，ｗ）＋ｔｒ（Σ
＾
ｔＲχ，ｗ）

（ｕｕ，ｃ＋ｕΣ，ｃ）λｍａｘ（Ｒχ，ｗ）＋ｔｒ（Σ
＾
ｃＲχ，ｗ）＋ｗ

ＨＲｎｗ

（９）
注意到

λｍｉｎ（Ｒχ，ｗ）＝［ＰＱＭλｍｉｎ（Ｒχ，ｗ）］／（ＰＱＭ）≤ｔｒ（Ｒχ，ｗ）／（ＰＱＭ）
λｍａｘ（Ｒχ，ｗ）＝［ＰＱＭλｍａｘ（Ｒχ，ｗ）］／（ＰＱＭ）≥ｔｒ（Ｒχ，ｗ）／（ＰＱＭ）
令

Ｐｔ＝［（ｌｕ，ｔ＋ｌΣ，ｔ）／（ＰＱＭ）］ＩＰＱＭ＋Σ
＾
ｔ

Ｐｃ＝［（ｕｕ，ｃ＋ｕΣ，ｃ）／（ＰＱＭ）］ＩＰＱＭ＋Σ
＾
ｃ

则式（９）可以化简为：

ｍａｘ
ｗ

ｗＨＲχ，ｔｗ
ｗＨＲχ，ｃｎｗ

（１０）

式中，Ｒχ，ｔ＝χＰｔχ
Ｈ，Ｒχ，ｃｎ＝χＰｃχ

Ｈ＋Ｒｎ。
式（１０）是一个广义瑞利商优化问题，其最优

解为：

ｗ＝Ｒ－１／２χ，ｃｎｖｍａｘ［（Ｒ
－１／２
χ，ｃｎ）

ＨＲχ，ｔＲ
－１／２
χ，ｃｎ］ （１１）

２．２　权值固定时的恒模波形优化

接下来计算接收机滤波器权值 ｗ已知时的
恒模波形设计问题。相应的待求解问题可化

简为：

ｍａｘ
Ｆ

ｔｒ（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｔＫ
Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

ＨＦ）
ｔｒ［（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｃＫ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈ＋（ｗＨＲｎｗ／Ｅ）ＩＬＰＭ）Ｆ］

ｓ．ｔ．ｄｉａｇ（Ｆ）＝γ２，Ｆ０，ｒａｎｋ（Ｆ）＝１ （１２）
其中，Ｆ＝ｘｘＨ，ｄｉａｇ（·）表示矩阵的对角元素，
ｒａｎｋ（·）表示矩阵的秩。

式（１２）所示优化问题的目标函数及秩１约
束均为非凸的，无法直接求解。半正定松弛

（ＳｅｍｉＤｅｆｉｎｉｔｅＲｅｌａｘａｔｉｏｎ，ＳＤＲ）是解决含秩 １约
束的优化问题的有效手段之一。ＳＤＲ首先求解
不带秩１约束的波形优化问题，即对式（１２）进行
松弛处理：

ｍａｘ
Ｆ

ｔｒ（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｔＫ
Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

ＨＦ）
ｔｒ［（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｃＫ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈ＋（ｗＨＲｎｗ／Ｅ）ＩＬＰＭ）Ｆ］

ｓ．ｔ．ｄｉａｇ（Ｆ）＝γ２，Ｆ０ （１３）
显然式（１３）的目标函数仍不是 Ｆ的凸函数，

因此依然不能通过内点法进行寻优。为解决此问

题，引入引理１。
引理１　考虑如下优化问题：

ｍａｘ
Ｆ，ξ
ｔｒ（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｔＫ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

ＨＦ）

ｓ．ｔ．ｔｒ
　
　

［（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｃＫ
Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈ＋

（ｗＨＲｎｗ／Ｅ）ＩＬＰＭ）Ｆ］＝１

ｄｉａｇ（Ｆ）＝ξγ２，Ｆ０，ξ
{

＞０

　
　
（１４）

将其最优解记为（Ｆ，ξ），则式（１３）的最优
解为 Ｆ′＝Ｆ／ξ。这里的最优解是指通过内点
法所能寻到的最佳解。

证明：首先证明 Ｆ′为式（１３）的可行解，即证
明Ｆ′满足式（１３）的约束条件。由于（Ｆ，ξ）满
足式（１４）约束条件，因此
ｄｉａｇ（Ｆ）＝ｄｉａｇ（Ｆ／ξ）＝γ２，Ｆ′＝Ｆ／ξ０
故而Ｆ′是式（１３）的可行解。

下面证明 Ｆ′是式（１３）的最优解。对于
式（１３）的任意可行解Ｆ，令
ｔｒ［（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｃＫ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈ＋（ｗＨＲｎｗ／Ｅ）ＩＬＰＭ）Ｆ］＝ｔ
注意到

ｔｒ［（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｃＫ
Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈ＋（ｗＨＲｎｗ／Ｅ）ＩＬＰＭ）Ｆ／ｔ］＝１

ｄｉａｇ（Ｆ／ｔ）＝γ２／ｔ （１５）
由于 ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｃＫ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈ ＋（ｗＨＲｎｗ／Ｅ）ＩＬＰＭ
及Ｆ均为正定阵，ｔ＞０，Ｆ／ｔ也是半正定阵，所以
（Ｆ／ｔ，１／ｔ）为式（１４）的可行解。由于（Ｆ，ξ）为
式（１４）的最优解，所以
ｔｒ（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｔＫ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

ＨＦ／ｔ）≤ｔｒ（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｔＫ
Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

ＨＦ）
考虑到

ｔｒ［（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｃＫ
Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈ＋（ｗＨＲｎｗ／Ｅ）ＩＬＰＭ）Ｆ］＝１
以及式（１５），可以得到

ｔｒ（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｔＫ
Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

ＨＦ／ｔ）
ｔｒ［（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｃＫ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈ＋（ｗＨＲｎｗ／Ｅ）ＩＬＰＭ）Ｆ／ｔ］

≤
ｔｒ（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｔＫ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

ＨＦ′）
ｔｒ［（ＶＫ（ＰＭ）ＱＰｃＫ

Ｈ
（ＰＭ）ＱＶ

Ｈ＋（ｗＨＲｎｗ／Ｅ）ＩＬＰＭ）Ｆ′］
因此Ｆ′是式（１３）的最优解。证毕。
式（１４）是一个半正定规划问题，可在多项式

时间内寻得最优解。假设其为（Ｆ，ξ），则
式（１３）的解为 Ｆ′＝Ｆ／ξ。为获得相应的发射
波形ｘｏｐｔ，则需进一步分析。

如果Ｆ′的秩为１，则可取 Ｆ′的第１列作为可
行解ｘｏｐｔ。然而，一般情况下Ｆ′的秩并不为１。当
矩阵Ｆ′的秩大于１时，需要从Ｆ′中提取出ｘｏｐｔ，此
时的ｘｏｐｔ通常只是近似解，而不会是全局最优解。
通过高斯随机化的方法进行近似值的求解。具体

流程见算法１。

·９６１·
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算法１　恒模波形设计算法算法
Ａｌｇ．１　Ｄｅｓｉｇｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｆｃｏｎｓｔａｎｔｍｏｄｕｌｕｓｗａｖｅｆｏｒｍ

１． Ｉｎｐｕｔ本次循环得到的优化波形矩阵 Ｆ′以及高斯
随机化次数Ｎｇ

２． 依次产生均值为０，协方差矩阵为 Ｆ′的高斯随机
矢量ｆｋ，ｋ＝１，…，Ｎｇ

３．

　

取珘ｘｋ＝槡Ｅｅｘｐ（ｊ∠ｆｋ）保证波形恒定包，并以 珘ｘｋ计

算式（１３）的目标函数值Ｏｂｊｋ，取令Ｏｂｊｋ最大的珘ｘｋ，

记为珘ｘ１

４． Ｏｕｔｐｕｔｘｏｐｔ＝珘ｘ１

２．３　收敛性分析

将第ｍ次迭代过程中得到的恒模波形记为
ｘ（ｍ），接收机滤波器权值记为 ｗ（ｍ）。根据迭代优
化过程，可以有

ＳＣＮＲ（ｍ）

≤
（ｘ（ｍ））ＨＶ（ｍ＋１）Ａｔ（Ｖ

（ｍ＋１））Ｈｘ（ｍ）

（ｘ（ｍ））ＨＶ（ｍ＋１）Ａｃ（Ｖ
（ｍ＋１））Ｈｘ（ｍ）＋（ｗ（ｍ＋１））ＨＲｎｗ

（ｍ＋１）

≤
（ｘ（ｍ＋１））ＨＶ（ｍ＋１）Ａｔ（Ｖ

（ｍ＋１））Ｈｘ（ｍ＋１）

（ｘ（ｍ＋１））ＨＶ（ｍ＋１）Ａｃ（Ｖ
（ｍ＋１））Ｈｘ（ｍ＋１）＋（ｗ（ｍ＋１））ＨＲｎｗ

（ｍ＋１）

＝ＳＣＮＲ（ｍ＋１） （１６）
式中，Ａｔ＝Ｋ（ＰＭ）ＱＰｔＫ

Ｈ
（ＰＭ）Ｑ，Ａｃ＝Ｋ（ＰＭ）ＱＰｃＫ

Ｈ
（ＰＭ）Ｑ。

Ａｔ及Ａｃ不随迭代过程而变化；因此在迭代过程
中，系统在最差情况下的输出ＳＣＮＲ是非减的。

另外，对于第ｍ次迭代，可以得到
ＳＣＮＲ（ｍ）

≤
ｔｒ［Ｖ（ｍ）Ａｔ（Ｖ

（ｍ））ＨＦ′（ｍ）］
ｔｒ（｛Ｖ（ｍ）Ａｃ（Ｖ

（ｍ））Ｈ＋［σ２ｍｉｎｔｒ（Ｔ
（ｍ））／Ｅ］ＩＬＰＭ｝Ｆ′

（ｍ））

≤
ｔｒ［Ｖ（ｍ）Ａｔ（Ｖ

（ｍ））ＨＦ′（ｍ）］Ｅ
σ２ｍｉｎｔｒ（Ｔ

（ｍ））ｔｒ（Ｆ′（ｍ））
式中，Ｔ（ｍ）＝ｗ（ｍ）（ｗ（ｍ））Ｈ，σ２ｍｉｎ表示噪声ＰＳＤ的最
小值。考虑 ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式，可以知道，
对于给定的Ａ，Ｂ０，０≤ｔｒ（ＡＢ）≤ｔｒ（Ａ）ｔｒ（Ｂ），
并且由于ｔｒ（Ｆ′（ｍ））＝Ｅ，则
ｔｒ［Ｖ（ｍ）Ａｔ（Ｖ

（ｍ））ＨＦ′（ｍ）］Ｅ
σ２ｍｉｎｔｒ（Ｔ

（ｍ））ｔｒ（Ｆ′（ｍ））

＝
ｔｒ［Ｖ（ｍ）Ａｔ（Ｖ

（ｍ））ＨＦ′（ｍ）］
σ２ｍｉｎｔｒ（Ｔ

（ｍ））

≤
Ｅｔｒ［Ｖ（ｍ）Ａｔ（Ｖ

（ｍ））Ｈ］

σ２ｍｉｎｔｒ（Ｔ
（ｍ））

≤
Ｅｔｒ（Ａｔ）ｔｒ［（Ｖ

（ｍ））ＨＶ（ｍ）］
σ２ｍｉｎｔｒ（Ｔ

（ｍ））

＝
Ｅｔｒ（Ａｔ）ＰＭｔｒ（Ｔ

（ｍ））

σ２ｍｉｎｔｒ（Ｔ
（ｍ））

＝
ＰＭＥｔｒ（Ａｔ）
σ２ｍｉｎ

由此，可以得到

ＳＣＮＲ（ｍ）≤
ＰＭＥｔｒ（Ａｔ）
σ２ｍｉｎ

（１７）

因此，在迭代过程中，系统的输出ＳＣＮＲ是有
界的。综上，该联合优化算法是收敛的。

３　数值仿真与分析

本节主要对算法的有效性进行验证。假设发

射阵元及接收阵元数分别为 Ｐ＝２及 Ｑ＝２，发射
信号长度Ｌ＝１０，Ｍ＝５，发射机总能量Ｅ＝１０，ζ＝
１０－３，ｌｕ，ｔ＝ｌｕ，ｃ＝ｌΣ，ｔ＝ｌΣ，ｃ＝１，ｕｕ，ｔ＝ｕｕ，ｃ＝２，ｕΣ，ｔ＝

ｕΣ，ｃ＝１０，目标协方差矩阵估计值 Σ
＾
ｔ及杂波协方

差矩阵估计值Σ
＾
ｃ采用随机的方式生成，噪声ＰＳＤ

采样如图１所示。

图１　归一化噪声功率谱密度
Ｆｉｇ．１　ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄＰＳＤｏｆｎｏｉｓｅ

图２　不同初始波形下ＳＣＮＲ随
迭代次数的变化曲线

Ｆｉｇ．２　ＳＣＮＲｖｅｒｓｕｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｉｔｅｒａｔｉｏｎｓｆｏｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｗａｖｅｆｏｒｍｓ

考虑到发射波形及接收机滤波器权值初值对

收敛速度的影响，对系统初始值进行分析。分别

选取随机信号波形、随机相位编码波形、线性调频

（ＬｉｎｅａｒＦｒｅｑｕｅｎｃｙＭｏｄｕｌａｔｅｄ，ＬＦＭ）信号、高斯包
络波形以及恒包络波形作为发射波形初始值进行

优化，对应的接收机滤波器权值初始值为初始发

射波形矢量的前 ＬＱ项。仿真结果如图２所示。
从图２可以看出虽然在初始情况下随机波形对应

·０７１·
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的系统输出ＳＣＮＲ最小，但是经过一次迭代后，随
机波形对应的系统输出 ＳＣＮＲ最大，且收敛速度
较快，因此选择随机波形作为初始发射波形。

图３给出了不同设计波形在优化过程中
ＳＣＮＲ随着迭代次数的变化曲线。图中非稳健波
形对应的ｕｔ及ｕｃ均为１５，目标及杂波协方差矩
阵等于估计值。从图中可以看出，在 ＴＩＲ及 ＣＩＲ
分布特性先验知识不准确的情况下，本文算法所

设计的稳健波形在最差情况下的输出ＳＣＮＲ明显
高于非稳健波形。同时，由于恒模约束是一个比

能量约束更强的约束条件，可以看出与非恒模约

束下的波形相比，恒模约束下的系统最差情况输

出ＳＣＮＲ存在一定损失。但在迭代收敛时，所采
用的恒模算法所造成的 ＳＣＮＲ损失很小。此外，
从图中可以看出，系统最差情况下输出 ＳＣＮＲ是
收敛的，从而验证了式（１６）及式（１７）中的分析。

图３　最差情况ＳＣＮＲ随迭代次数的变化曲线
Ｆｉｇ．３　ＷｏｒｓｔｃａｓｅＳＣＮＲｖｅｒｓｕｓ
ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

下面分析 ＴＩＲ及 ＣＩＲ分布特性先验知识不
准确程度对系统输出 ＳＣＮＲ的影响。由式（９）可
以看出，系统输出 ＳＣＮＲ仅与 ｌｕ，ｔ，ｌΣ，ｔ，ｕｕ，ｃ及 ｕΣ，ｃ
有关，而与 ｌｕ，ｃ，ｌΣ，ｃ，ｕｕ，ｔ及 ｕΣ，ｔ的取值无关，且 ｌｕ，ｔ
和ｌΣ，ｔ以及 ｕｕ，ｃ和 ｕΣ，ｃ的取值对 ＳＣＮＲ的影响相
同，因此只需考虑 ｌｕ，ｔ及 ｕｕ，ｃ对系统输出 ＳＣＮＲ的
影响。

图４给出了在不同波形情况下，系统最差情
况输出ＳＣＮＲ随 ＴＩＲ均值矢量均方下界 ｌｕ，ｔ的变
化曲线。在图４中，假定ｌｕ，ｔ从１到２０变化，ｌΣ，ｔ＝
１，ｕｕ，ｃ＝２，ｕΣ，ｃ＝１０。从图４可以看出，随着 ｌｕ，ｔ的
增大，系统最差情况输出 ＳＣＮＲ不断增大。原因
是随着 ｌｕ，ｔ的增大，ＴＩＲ的平均能量不断增大，所
得到的回波信号的能量也因此增大，因此输出

ＳＣＮＲ不断增大。另外，根据本文算法设计的稳
健波形的输出 ＳＣＮＲ明显高于非稳健波形，且增
长幅度更大。此外，可以看出恒模波形相对于非

恒模波形的ＳＣＮＲ损失非常小。

图４　最差情况ＳＣＮＲ随ｌｕ，ｔ变化曲线

Ｆｉｇ．４　ＷｏｒｓｔｃａｓｅＳＣＮＲｖｅｒｓｕｓｔｈｅｌｕ，ｔ

图５给出了在不同波形情况下，系统最差情
况输出ＳＣＮＲ随ＣＩＲ均值矢量均方上界 ｕｕ，ｃ的变
化曲线。在图 ５中，假定 ｕｕ，ｃ从 ２到 ２２变化，
ｌｕ，ｔ＝ｌΣ，ｔ＝１。从图５可以看出，随着 ｕｕ，ｃ的增大，
系统最差情况输出 ＳＣＮＲ不断减小，且根据本文
算法设计的稳健波形的输出ＳＣＮＲ仍高于非稳健
波形，且下降幅度更小。

图５　最差情况ＳＣＮＲ随ｕｕ，ｃ变化曲线

Ｆｉｇ．５　ＷｏｒｓｔｃａｓｅＳＣＮＲｖｅｒｓｕｓｔｈｅｕｕ，ｃ

４　结论

与非稳健波形相比，所提算法设计的恒模稳

健波形在 ＴＩＲ与 ＣＩＲ分布特性先验知识不准确
的情况下输出 ＳＣＮＲ更高，具有更好的目标检测
性能；与非恒模稳健波形相比，所设计的恒模稳健

波形的性能损失很小。当 ＴＩＲ与 ＣＩＲ分布特性
先验知识不准确时，系统最差情况下的输出

ＳＣＮＲ仅与ＴＩＲ均值矢量均方下界、ＴＩＲ协方差矩
阵估计误差下界、ＣＩＲ均值矢量均方上界以及
ＣＩＲ协方差矩阵估计误差上界有关，而与 ＴＩＲ均
值矢量均方上界、ＴＩＲ协方差矩阵估计误差上界、
ＣＩＲ均值矢量均方下界以及ＣＩＲ协方差矩阵估计
误差下界取值无关。

·１７１·
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