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原始变量守恒形式控制方程的时间准确性分析


张怀宝，王光学，王靖宇
（中山大学 物理学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：基于压力、速度和温度的原始变量为自变量的守恒形式的控制方程可应用于定常流动问题，但
是在求解非定常问题，例如某一典型激波管问题时，激波后温度出现过冲现象，即使通过细化网格、提高空间

格式精度或者换用其他通量格式仍不能消除，这表明误差可能来自该方法本身。采用一维Ｅｕｌｅｒ方程对该方
法进行数值分析。分析结果表明，数值误差来自时间项。通过构造相应的双时间步方程，虚拟时间项采用原

始变量，而物理时间项采用守恒变量，并在两个相邻物理时间步内作为定常问题求解，可以收敛到相应的守

恒形式，消除上述误差，得到准确的非定常数值解。

关键词：原始变量；守恒律；激波管问题；计算流体力学；双时间步

中图分类号：Ｖ２１１．３　　文献标志码：Ａ　　文章编号：１００１－２４８６（２０１９）０２－０３７－０７

Ｔｉｍｅａｃｃｕｒａｃｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｐｒｉｍｉｔｉｖｅｖａｒｉａｂｌｅｂａｓｅｄ
ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｆｏｒｍｇｏｖｅｒｎｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ＺＨＡＮＧＨｕａｉｂａｏ，ＷＡＮＧＧｕａｎｇｘｕｅ，ＷＡＮＧＪｉｎｇｙｕ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＰｈｙｓｉｃｓ，ＳｕｎＹａｔｓｅｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ５１０００６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅｇｏｖｅｒｎｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎｓｕｓｉｎｇｐｒｉｍｉｔｉｖｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｐｒｅｓｓｕｒｅ，ｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｓｄｅｐｅｎｄｅｎｔｖａｒｉａｂｌｅｓ，ｂｕｔｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｎ
ｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｆｏｒｍｃａｎｂｅａｐｐｌｉｅｄｆｏｒｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｗｈｅｎｔｈｅｍｅｔｈｏｄｗａｓｒｅｃｅｎｔｌｙｕｓｅｄｔｏｓｉｍｕｌａｔｅａｃａｎｏｎｉｃａｌ
ｓｈｏｃｋｔｕｂｅｐｒｏｂｌｅｍ，ｈｏｗｅｖｅｒ，ｏｖｅｒｓｈｏｏｔｏｆｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｗａｓｏｂｓｅｒｖｅｄａｆｔｅｒｔｈｅｓｈｏｃｋ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｃａｎｎｏｔｂｅｅｌｉｍｉｎａｔｅｄｂｙｕｓｉｎｇｆｉｎｅｇｒｉｄ，
ｈｉｇｈｓｐａｔｉａｌｏｒｄｅｒｏｆａｃｃｕｒａｃｙｏｒａｎｙａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅｉｎｖｉｓｃｉｄｆｌｕｘｅｓｓｃｈｅｍｅｓｔｈａｔａｒｅａｖａｉｌａｂｌｅ，ｉｍｐｌｙｉｎｇｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｃｒｅｐａｎｃｙｍａｙｂｅｃａｕｓｅｄｂｙｔｈｅ
ｍｅｔｈｏｄｉｔｓｅｌｆ．ＮｕｍｅｒｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓｗａｓｃｏｎｄｕｃｔｅｄｏｎｔｈｅｍｅｔｈｏｄｕｓｉｎｇｔｈｅｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＥｕｌｅｒｅｑｕａｔｉｏｎｓａｓｔｈｅｍｏｄｅｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ．Ｉｔｃａｎｂｅ
ｓｈｏｗｎｔｈａｔｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｒｒｏｒｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙａｒｉｓｅｓｆｒｏｍｔｈｅｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄｔｉｍｅｔｅｒｍｓ．Ａｄｕａｌｔｉｍｅｌｏｏｐｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅｗａｓｄｅｖｅｌｏｐｅｄｔｏａｄｄｒｅｓｓｔｈｅｉｓｓｕｅ．
Ｉｔｕｓｅｄｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｖａｒｉａｂｌｅｓｉｎｐｈｙｓｉｃａｌｔｉｍｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｗｈｉｌｅｐｒｉｍｉｔｉｖｅｖａｒｉａｂｌｅｓｆｏｒｐｓｅｕｄｏｔｉｍｅｔｅｒｍｓ．Ａｎｉｎｎｅｒｉｔｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｄｕｒｅｗｉｔｈｉｎｔｗｏ
ａｄｊａｃｅｎｔｐｈｙｓｉｃａｌｔｉｍｅｓｔｅｐｓｗｅｒｅｄｒｉｖｅｎｕｎｔｉｌａｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｗａｓｒｅａｃｈｅｄ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎｇｇｏｖｅｒｎｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎｃｏｎｖｅｒｇｅｄｔｏｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｆｏｒｍｉｎｔｉｍｅ，ａｎｄｔｈｅｔｉｍｅａｃｃｕｒａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｗａｓｒｅｃｏｖｅｒｅｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐｒｉｍｉｔｉｖｅｖａｒｉａｂｌｅｓ；ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗ；ｓｈｏｃｋｔｕｂｅｐｒｏｂｌｅｍ；ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｆｌｕｉｄｄｙｎａｍｉｃｓ；ｄｕａｌｔｉｍｅｌｏｏｐｉｎｇ

　　传统的可压缩流体求解器通常采用以守恒变
量为自变量的守恒形式的控制方程，其中为代表

的国内外比较著名的求解器有 ＨＯＳＴＡ［１］，
ＴＲＩＰ［２］，ＯｐｅｎＣＦＤ［３］，ＦＵＮ３Ｄ［４］，ＯｐｅｎＦＯＡＭ［５］等。
采用有限体积方法，积分形式下的控制方程一般

可以表示为：

　Ｖ
Ｑ
ｔ
ｄＶ＋Ａ（Ｆ－Ｆｄ）·ｎｄＡ＝ＶＳｄＶ（１）

式中，Ｑ为守恒变量，Ｆ为无黏通量，Ｆｄ为黏性通
量，Ｓ为源项，ｔ为时间，ｎ为单元控制面的法向矢
量。通过链式法则，在时间项上引入雅克比矩阵

Ｊ＝Ｑ／Ｐ，可以将上述守恒变量守恒形式的控制
方程转换为以原始变量 Ｐ为自变量的守恒形式
的控制方程［６－７］，即

ＪＶ
Ｐ
ｔ
ｄＶ＋Ａ（Ｆ－Ｆｄ）·ｎｄＡ＝ＶＳｄＶ

（２）
对于一维 Ｅｕｌｅｒ方程，上述各个变量的定

义为：

Ｑ＝［ρ，ρｕ，ρＥ］Ｔ

Ｐ＝［ｐ，ｕ，Ｔ］Ｔ

Ｆ＝［ρｕ，ρｕ２＋ｐ，（ρＥ＋ｐ）ｕ］Ｔ

Ｆｄ＝［０，０，０］
Ｔ

Ｓ＝［０，０，０］













Ｔ

（３）

其中：ρ为密度；ｐ为静压力；Ｔ为温度；ｕ为速度；

Ｅ＝ｅ＋１２ｕ
２为单位质量的总能，ｅ为单位质量的

内能。
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　　在某些具体的数值运算中，都需要用到原始
变量，例如半点处的变量重构多采用原始变

量［８］；另外，对黏性流体的求解，动力黏度和传热

系数都是温度的函数［９］，而黏性应力的计算需要

采用速度梯度；边界条件，例如无滑移边界，一般

假设壁面压强的法向梯度为零［１０］。而采用守恒

变量形式的控制方程时，需要在每一个时间步推

进后，将更新的守恒变量转换成原始变量，进行相

关计算。特别地，当涉及热化学非平衡问题时，温

度是总能的隐函数，直接求取温度比较困难，实际

一般采用迭代方法，时间耗费较大，而采用原始变

量形式，无须该转换过程［１１］。另外，采用原始变

量形式可以大大简化时间隐格式中雅克比矩阵的

构造，推导解析形式的雅克比矩阵相对容易，而实

现数值形式的雅克比矩阵更为直接［１１］。

本文采用的原始变量类型的控制方程基于压

力、速度和温度，一方面该组变量的选取与 Ｗｅｉｓｓ
等［６］在构造低速预处理矩阵时的选取保持一致，

因此现有的计算平台可以直接采用其发展的预处

理方法，并将计算能力扩展到低马赫数问题；另一

方面，温度的计算相对于其他变量，尤其针对热化

学问题，较为重要也较为困难［１２－１４］；最后采用速

度作为原始变量，对应动量方程，较为直观。在对

低速预处理系统的相关研究中，Ｔｕｒｋｅｌ［１５］指出，预
处理后的控制方程尽管对于定常问题满足守恒性

质，但是对于非定常问题则不成立，原因是预处理

矩阵的引入破坏了时间准确性。然而从数值分析

发现，即使不对引入的雅克比矩阵进行低速预处

理，基于原始变量的控制方程在离散之后，对于非

定常问题也不能得到准确的数值解。数值试验也

发现，如果流场光滑，非定常的数值结果误差或许

并不明显，但是在梯度较大或者存在强间断时，流

场解与准确解相比会出现较大差异。为了消除该

数值方法带来的误差，获得准确的非定常解，可以

构造相应的双时间步方法，虚拟时间项采用原始

变量，而物理时间项采用守恒变量，在相邻的两个

物理时间步内作为定常问题求解。尽管虚拟时间

推进过程中存在误差，但是方程最终会收敛到物

理时间上的守恒形式。计算结果表明，该双时间

步方法与守恒变量守恒形式下的双时间步方法计

算结果相同，两种方法等价。

１　数值方法

１．１　守恒变量守恒形式控制方程的离散

积分公式（１）可以表示为：

Ｖ
Ｑ
ｔ
ｄＶ＝Ｒ （４）

式中：

Ｒ＝－Ａ（Ｆ－Ｆｄ）·ｎｄＡ＋ＶＳｄＶ （５）

Ｒ为右端项（或者残差项）。对某一个控制单元ｉ，
右端项在空间上离散，可以表示为：

Ｒｉ≈－∑
ｊ∈Ｎ
（Ｆ－Ｆｄ）·ｎｊＡｊ＋ＶｃｅｌｌＳ （６）

式中，Ａｊ为单元ｉ的第ｊ个控制面的面积，ｎｊ为该面
的法向矢量，Ｎ为单元 ｉ的控制面总个数，Ｖｃｅｌｌ为
单元ｉ的体积。不考虑网格的运动，时间项的离散
采用一阶向后差分，即

Ｖ
Ｑ
ｔ
ｄＶ＝

ｔＶＱｄＶ≈
Ｑｎ＋１ｉ －Ｑｎｉ
ｔｎ＋１ｉ －ｔｎｉ

Ｖｃｅｌｌ（７）

定义ΔＱｎｉ＝Ｑ
ｎ＋１
ｉ －Ｑｎｉ，Δｔ

ｎ
ｉ＝ｔ

ｎ＋１
ｉ －ｔｎｉ，时间推

进采用Ｅｕｌｅｒ显式格式，方程（１）离散后的线性方
程表示为：

Ｖｃｅｌｌ
Δｔｎｉ
ΔＱｎｉ＝Ｒ

ｎ
ｉ （８）

第ｎ＋１时间步的流场解为：

Ｑｎ＋１ｉ ＝Ｑｎｉ＋
Δｔｎｉ
Ｖｃｅｌｌ
Ｒｎｉ （９）

１．２　原始变量守恒形式控制方程的离散

类似地，积分公式（２）可以表示为：

ＪＶ
Ｐ
ｔ
ｄＶ＝Ｒ （１０）

式中：

Ｒ＝－Ａ（Ｆ－Ｆｄ）·ｎｄＡ＋ＶＳｄＶ （１１）
即右端项与式（５）相同，该项的空间离散可以采
用式（６）表示。不考虑网格的运动，时间项的离
散采用一阶向后差分，即

ＪＶ
Ｐ
ｔ
ｄＶ＝Ｊ

ｔＶＰｄＶ≈Ｊｎｉ
Ｐｎ＋１ｉ －Ｐｎｉ
ｔｎ＋１ｉ －ｔｎｉ

Ｖｃｅｌｌ

（１２）
特别地，雅克比矩阵 Ｊ采用第 ｎ步的原始变

量来计算。定义 ΔＰｎｉ＝Ｐ
ｎ＋１
ｉ －Ｐｎｉ，Δｔ

ｎ
ｉ＝ｔ

ｎ＋１
ｉ －ｔｎｉ，

时间推进采用Ｅｕｌｅｒ显式格式，方程（２）离散后的
线性方程表示为：

Ｊｎｉ
Ｖｃｅｌｌ
Δｔｎｉ
ΔＰｎｉ＝Ｒ

ｎ
ｉ （１３）

第ｎ＋１时间步的流场解为：

Ｐｎ＋１ｉ ＝Ｐｎｉ＋
Δｔｎｉ
Ｖｃｅｌｌ
（Ｊｎｉ）

－１Ｒｎｉ （１４）

１．３　非定常解的时间准确性

Ｅｕｌｅｒ方程（式（３））属于一类非常重要的双

·８３·
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曲守恒律系统［１６］，式（９）为与其对应的离散守恒
律，可以表述为：控制体 Ｖｃｅｌｌ内的守恒变量在 Δｔ

ｎ
ｉ

时间的变化，等于穿过所有控制面的净通量。

Ｌａｘ［１７］在对双曲守恒律的研究中指出，通过离散
公式（９）求得的数值解天然地满足守恒特性，并
能够捕捉间断。因此数值解Ｑｎ＋１ｉ 守恒，并可以作

为准确的数值解。另一方面，根据式（１４）采用原
始变量方法在相同的初值条件下（以原始变量Ｐｎｉ
形式），于时间上推进 Δｔｎｉ后，得到新的原始变量
数值解Ｐｎ＋１ｉ ，直接分析其准确性较为困难，但是
可以先将其转换成对应的守恒变量，定义为

珟Ｑｎ＋１ｉ ，则原始变量方法非定常数值解的准确性可
以通过如下方法验证：如果 珟Ｑｎ＋１ｉ ＝Ｑｎ＋１ｉ ，说明该
方法也是一种守恒方法，反之不成立。

不难看出，尽管 Ｊ＝Ｑ／Ｐ，但是 Ｑ≠ＪＰ，而
是Ｑ＝ＪＰ＋Ｍ。其中：

Ｊ＝

１
ＲＴ ０ － ｐ

ＲＴ２

ｕ
ＲＴ

ｐ
ＲＴ －ｐｕ

ＲＴ２

１
γ－１

＋ｕ
２

２ＲＴ
ｐｕ
ＲＴ －ｐｕ

２

２ＲＴ

















２

Ｍ＝

ｐ
ＲＴ
０

－ｐｕ
２

２ＲＴ



























２

（１５）

因此原始变量方法得到的守恒变量值为：

珟Ｑｎ＋１ｉ ＝Ｊｎ＋１ｉ Ｐ
ｎ＋１
ｉ ＋Ｍｎ＋１ｉ

＝Ｊｎ＋１ｉ Ｐｎｉ＋
Δｔｎｉ
Ｖｃｅｌｌ
（Ｊｎｉ）

－１Ｒ[ ]ｎｉ ＋Ｍｎ＋１ｉ （１６）

引入矩阵关系式 Ｉ＝（Ｊｎｉ）
－１（Ｊｎｉ），式（１６）可

变形为：

珟Ｑｎ＋１ｉ ＝Ｊｎ＋１ｉ （Ｊ
ｎ
ｉ）
－１ ＪｎｉＰ

ｎ
ｉ＋
Δｔｎｉ
Ｖｃｅｌｌ
Ｊｎｉ（Ｊ

ｎ
ｉ）
－１Ｒ[ ]ｎｉ ＋Ｍｎ＋１ｉ

＝Ｊｎ＋１ｉ （Ｊ
ｎ
ｉ）
－１ ＪｎｉＰ

ｎ
ｉ＋Ｍ

ｎ
ｉ－Ｍ

ｎ
ｉ＋
Δｔｎｉ
Ｖｃｅｌｌ
Ｒ[ ]ｎｉ ＋Ｍｎ＋１ｉ

＝Ｊｎ＋１ｉ （Ｊ
ｎ
ｉ）
－１ Ｑｎｉ＋

Δｔｎｉ
Ｖｃｅｌｌ
Ｒｎｉ－Ｍ[ ]ｎｉ ＋Ｍｎ＋１ｉ （１７）

需要指出的是，给定相同的初值条件（以 Ｐｎｉ
或者Ｑｎｉ形式），不论采用原始变量方法还是守恒
变量方法，右端项 Ｒｎｉ的值相同。应用式（９），
式（１７）最终可以表示为：
珟Ｑｎ＋１ｉ ＝Ｊｎ＋１ｉ （Ｊｎｉ）

－１Ｑｎ＋１ｉ ＋［Ｍｎ＋１ｉ －Ｊｎ＋１ｉ （Ｊｎｉ）
－１Ｍｎｉ］

（１８）
该式即为通过原始变量方法得到的守恒变量

珟Ｑｎ＋１ｉ 与准确值 Ｑｎ＋１ｉ 的关系式。可以看出两者之

间存在一个系数矩阵关系，并加上一个余向量，该

系数矩阵与余向量的元素并不是常系数，而是受

当地流场状态的影响，可能随时间变化：如果当地

流场处于非定常状态，该关系式也表现出非定常

的性 质；如 果 流 场 处 于 定 常 状 态，则 有

Ｊｎ＋１ｉ （Ｊｎｉ）
－１＝Ｊｎ＋１ｉ （Ｊｎ＋１ｉ ）

－１＝Ｉ，Ｍｎ＋１ｉ ＝Ｍｎｉ，因此
珟Ｑｎ＋１ｉ ＝Ｑｎ＋１ｉ ，此时采用原始变量方法与守恒变量
方法得到的数值解相同。进一步地，比较式（８）
与式（１３），可以看出给定相同的初值条件，由于
右端项的求解方法可以完全相同，原始变量方法

产生误差的根本原因是时间项。而对于定常问题

而言，流场收敛后，式（８）与式（１３）最终都退化为
Ｒ≈０，时间项的影响可以忽略不计，两种方法的
数值结果相同。数值应用也表明这一点，

Ｚｈａｎｇ等［１１］和Ｌｉ等［１８］将原始变量守恒方法分别

应用到定常的热化学非平衡问题与湍流问题，得

到了与守恒变量方法一致的结果。

１．４　基于原始变量的双时间步方程

从式（１８）可以看出，单纯采用原始变量方
法，其非定常解珟Ｑｎ＋１ｉ 与Ｑｎ＋１ｉ 不一定相等，为了使

该方法获得准确的非定常数值解，可以构造相应

的双时间步方程：

ＪＶ
Ｐ
τ
ｄＶ＋Ｖ

Ｑ
ｔ
ｄＶ＋Ａ（Ｆ－Ｆｄ）·ｎｄＡ＝ＶＳｄＶ

（１９）
双时间步方法最早由 Ｊａｍｅｓｏｎ［１９］提出，其主

要用其来消除时间隐式算法中各种近似处理造成

的非定常流动的时间精度损失，本文则主要用来

消除原始变量方法本身造成的非定常解误差。

式（１９）中，τ为虚拟时间，ｔ为物理时间，双时间步
方法的思想是在冻结物理时间点上引入虚拟时间

进行迭代，并通过增加内迭代过程，提高损失的时

间精度。可以看出，当式（１９）在虚拟时间趋于无

穷大时，意味着ＪＶ
Ｐ
τ
ｄＶ＝０，可以认为双时间

步方程收敛到方程（１），即该条件下的双时间步
方程与方程（１）等价。

对式（１９）进行一阶显式离散，得：

Ｊｍｉ
Ｖｃｅｌｌ
Δτｍｉ
ΔＰｍｉ＋

Ｖｃｅｌｌ
Δｔｎｉ
（Ｑｎ＋１ｉ －Ｑｎｉ）＝Ｒ

ｍ
ｉ （２０）

式中：ΔＰｍｉ＝Ｐ
ｍ＋１
ｉ －Ｐｍｉ，Δτ

ｍ
ｉ＝τ

ｍ＋１
ｉ －τｍｉ，Δｔ

ｎ
ｉ＝ｔ

ｎ＋１
ｉ －

ｔｎｉ，上标 ｍ和 ｎ分别表示虚拟时间步和物理时间
步。虚拟时间的内迭代初值条件为 Ｐｎｉ，当 ｍ→
∞，收敛的流场变量满足Ｐｍ＋１ｉ →Ｐ

ｎ＋１
ｉ ，即

·９３·
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Ｐ０ｉ＝Ｐ
ｎ
ｉ

　
Ｐｍ＋１ｉ ＝Ｐｎ＋１

{
ｉ

（２１）

式（２０）中的 Ｑｎ＋１ｉ 未知，可以用 Ｑｍ＋１ｉ 替换，

线性方程整理后为：

Ｊｍｉ
Ｖｃｅｌｌ
Δτｍｉ
ΔＰｍｉ＝Ｒ

ｍ
ｉ－
Ｖｃｅｌｌ
Δｔｎｉ
（Ｑｍ＋１ｉ －Ｑｍｉ＋Ｑ

ｍ
ｉ－Ｑ

ｎ
ｉ）

（２２）
应用近似关系式

Ｑｍ＋１ｉ －Ｑｍｉ≈Ｊ
ｍ
ｉ（Ｐ

ｍ＋１
ｉ －Ｐｍｉ） （２３）

双时间步方程的线性方程组最终表示为：

Ｖｃｅｌｌ
Δτｍｉ
＋
Ｖｃｅｌｌ
Δｔ( )ｎ
ｉ
ＪｍｉΔＰ

ｍ
ｉ＝Ｒ

ｍ
ｉ－
Ｖｃｅｌｌ
Δｔｎｉ
（Ｑｍｉ－Ｑ

ｎ
ｉ）

（２４）

２　激波管问题与结果分析

非定常流动算例采用典型的一维激波管问

题，其初值条件见表１。驱动段与非驱动段的分
隔位置位于 ｘ＝０，气体常数 Ｒ＝２８７０６，比热比
γ＝１４，各个物理量均进行无量纲化处理。

表１　激波管问题初值条件
Ｔａｂ．１　Ｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｈｏｃｋｔｕｂｅｐｒｏｂｌｅｍ

变量 驱动段 被驱动段

密度 １１．６１ １．１６１

压力 １０×１０６ １０×１０５

温度 ３００ ３００

计算采用中山大学计算流体力学研究中心开

发的非结构网格计算平台 ＭｕｌＰｈｙ。针对激波管
问题，该求解器只求解 Ｅｕｌｅｒ方程，采用 Ｍｅｄｉａｎ
Ｄｕａｌ格点格式离散控制体，通量格式采用
ＡＵＳＭ＋ｕｐ［２０］，控制方程可以采用原始变量或者
守恒变量作为自变量，时间推进采用一阶显式格

式，线性求解器使用ＧＭＲＥＳ［２１］方法。计算网格为
二维，网格数量为６００×２０，分别对应ｘ与ｙ方向，
且数值实验表明，该网格尺度下空间上的数值误差

与时间上的数值误差相比，可以忽略不计。时间推

进的步长为 Δｔ＝１×１０－７，总共推进１０００个时间
步，对应物理时间 ｔ＝１×１０－４。双时间步计算中，
每两物理时间步之间的收敛残差降到初始残差的

１０个量级以下。图１（ａ）～（ｃ）分别是压力、速度、
温度的计算结果。在每张图中，四组计算结果分别

对应解析解，守恒变量方法（式（９））数值解，原始
变量方法（式（１４））数值解，原始变量＋双时间步

（ａ）压力曲线
（ａ）Ｐｒｅｓｓｕｒｅｃｕｒｖｅ

（ｂ）速度曲线
（ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｃｕｒｖｅ

（ｃ）温度曲线
（ｃ）Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｃｕｒｖｅ

图１　三种数值解与解析解的原始变量对比
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｐｒｉｍｉｔｉｖｅｖａｒｉａｂｌｅｓｕｓｉｎｇ
ｔｈｒｅｅｎｕｍｅｒｉｃａｌａｐｐｒｏａｃｈｅｓａｇａｉｎｓｔａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

·０４·
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方法（式（２４））数值解。从结果对比中可以看出，
采用原始变量方法与守恒变量方法得到的压力和

速度曲线略有差别，但差别不大，而温度曲线差别

较为明显。特别地，在激波强间断附近，原始变量

方法会产生较大误差。从图１（ｃ）可以看出，激波
后的温度出现明显的上冲，而采用守恒变量方法

得到的数值解与解析解保持一致。图２为温度对
比放大图，由图２可以看出，激波的预测位置，也
出现了偏差。进一步研究表明，随着时间的继续

推进，激波位置的误差会继续增大。

（ａ）激波与接触间断附近
（ａ）Ｉｎｔｈｅｖｉｃｉｎｉｔｙｏｆｔｈｅｓｈｏｃｋａｎｄｃｏｎｔａｃｔｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ

（ｂ）激波附近
（ｂ）Ｉｎｔｈｅｖｉｃｉｎｉｔｙｏｆｔｈｅｓｈｏｃｋ

图２　三种数值解与解析解的温度对比放大图
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｔｒａｓｔｍａｇｎｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓｕｓｉｎｇ
ｔｈｒｅｅｎｕｍｅｒｉｃａｌａｐｐｒｏａｃｈｅｓａｇａｉｎｓｔａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

将守恒变量方法的数值解作为准确解，计算

原始变量方法数值解的误差范数，结果见表 ２。
其中相对误差范数的参考量采用驱动段的初值条

件，由于初速度为零，涉及速度的参考量均采用驱

动段的初始声速ａ＝３４７３。可以看出，采用原始
变量方法，各个原始变量（ｐ，ｕ，Ｔ）与各个守恒变
量（ρ，ρｕ，ρＥ）均有不同程度的误差。

表２　激波管问题数值结果的误差范数统计
Ｔａｂ．２　Ｎｏｒｍｅｒｒｏｒｓｔａｔｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｒｏｍ
ｐｒｉｍｉｔｉｖｅｖａｒｉａｂｌｅｂａｓｅｄａｐｐｒｏａｃｈｃｏｍｐａｒｅｄａｇａｉｎｓｔ

ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｖａｒｉａｂｌｅｂａｓｅｄａｐｐｒｏａｃｈ

变量 驱动段 Ｌ２范数
最大

范数

Ｌ２范数
百分比／％

最大范数

百分比／％
ｐ １０×１０６ １．０×１０５ ４．９×１０４ １０．３ ４．９

ｕ １６１ ７５ ４６．４ ２１．６

Ｔ ３００ ７８ ３５ ２６．０ １１．７

ρ １１．６ ０．７ ０．３ ６．０ ２．６

ρｕ ３７２ １７４ ９．２ ４．３

ρＥ ２．５×１０６ ３．１×１０５ １．５×１０５ １２．４ ６．０

引入双时间步方法（式（２４）），数值解（以温
度为例）恢复到解析解的水平，但是统计误差范

数仍然可以发现，其与守恒变量方法得到的数值

解仍然存在较大误差，从图２中也可以看出对应
的两条曲线并不重合。需要说明的是，通过

式（２４）计算得到的收敛解满足 Ｐｍｉ ＝Ｐ
ｍ＋１
ｉ ，而

Ｐｍ＋１ｉ →Ｐ
ｎ＋１
ｉ ，因此实际上右端项 Ｒ

ｍ＋１
ｉ →Ｒｎ＋１ｉ ，即

双时间步方程的收敛解应该等价于方程

Ｑｎ＋１ｉ ＝Ｑｎｉ＋
Δｔｎｉ
Ｖｃｅｌｌ
Ｒｎ＋１ｉ （２５）

的解。

因此将守恒变量方程（１）引入双时间步方法
并增加一组数值解，对两组采用双时间步方法的

数值解进行比较，温度曲线如图３所示，可以看出
两曲线完全重合；再次对各个流场变量的误差范

数进行统计，Ｌ２范数都在１０×１０－１０以下，表明
两种方法等价。

３　双马赫反射问题与结果分析

为进一步验证基于原始变量的双时间步方法

能够恢复准确的数值解，对 Ｗｏｏｄｗａｒｄ等［２２］首先

提出的双马赫反射问题进行计算。双马赫反射问

题的初始条件和边界条件如图４所示，初始时刻，
Ｍａ＝１０的激波与平板呈 ６０°，并向平板方向运
动，激波与平板壁面相交产生激波反射过程。运

动激波前后的气体状态分别为：

ρ
ｕ
ｖ











ｐＢ

＝

１．４











０
０
１

，

ρ
ｕ
ｖ











ｐＡ

＝

８

８．２５ｃｏｓπ６

－８．２５ｓｉｎπ６
１１６．

















５
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图３　基于原始变量的双时间步方法与基于守恒变量
的双时间步方法的温度计算结果对比

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓｐｒｅｄｉｃｔｅｄｂｙ
ｐｒｉｍｉｔｉｖｅｖａｒｉａｂｌｅｂａｓｅｄａｎｄｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｖａｒｉａｂｌｅ

ｂａｓｅｄａｐｐｒｏａｃｈｅｓｂｏｔｈｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈ
ｄｕａｌｔｉｍｅｓｔｅｐｐｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

其中：ｕ为ｘ方向速度，ｖ为ｙ方向速度。
二维计算域为［０，４］×［０，１］，采用均匀网格，

网格量为１９２１×４８０，分别对应ｘ与ｙ方向，网格收
敛性试验表明，该网格尺度满足空间精度要求。时

间推进的物理时间步长为Δｔ＝４×１０－５，总共推进
５０００个时间步，对应物理时间ｔ＝０２。双时间步计
算中采用定虚拟时间步Δτ＝４×１０－５，并发现每两
物理时间步之间迭代２０个虚拟时间步后结果即已
经收敛，实际计算采用３０个虚拟时间步。通量格
式采用ＡＵＳＭＰＷ＋［２３］。

图４　双马赫反射问题的初始条件和边界条件
Ｆｉｇ．４　 Ｉｎｉｔｉａｌａｎｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆ

ｄｏｕｂｌｅＭａｃｈｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

数值计算首先采用基于原始变量的双时间步

方法（式（２４）），得到 ｔ＝０２时流场的密度云图，
如图５所示（图中３０条等势线表示的密度范围为
２～２２）。可以看出，随着时间推进，流场演化出
丰富的流动现象，数值方法能够清晰地捕捉到马

赫反射后形成的三叉点、入射激波、马赫杆、反射

激波和接触间断以及近壁面结构。

图５　双马赫反射问题ｔ＝０．２时密度云图
Ｆｉｇ．５　Ｄｅｎｓｉｔｙｃｏｎｔｏｕｒｓａｔｔ＝０．２ｆｏｒ

ｔｈｅｄｏｕｂｌｅＭａｃｈｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

作为对比，采用基于守恒变量方程（１）的双
时间步方法重新计算，得到另一组数值解，然后对

两组数值解的密度变量进行误差范数统计，Ｌ２范
数值为８１４×１０－１２，表明尽管该问题物理现象非
常复杂，两种方法的计算结果仍然相等，证明两种

双时间步方法等价。

４　结论

１）将守恒变量守恒形式控制方程的时间项
引入原始变量作为自变量，非定常数值解无法保

证时间准确性。

２）针对性地构造基于原始变量的双时间步
方法，能够恢复准确的数值解，该方法等价于基于

守恒变量的双时间步方法。

３）通过一维激波管问题与双马赫反射的数
值实验，上述两个结论均得到验证。基于原始变

量的双时间步方法可以推广到一般的非定常流动

问题中。

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）

［１］　程彬，李大力，徐传福，等．面向高阶精度 ＣＦＤ的 ＪＦＮＫ
算法及其并行计算［Ｊ］．计算机科学与探索，２０１７，
１１（１）：６１－６９．
ＣＨＥＮＧＢｉｎ，ＬＩＤａｌｉ，ＸＵＣｈｕａｎｆｕ，ｅｔａｌ．Ｒｅｓｅａｒｃｈｏｎ
ＪａｃｏｂｉａｎＦｒｅｅＮｅｗｔｏｎＫｒｙｌｏｖｍｅｔｈｏｄｆｏｒｈｉｇｈｏｒｄｅｒＣＦＤ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓａｎｄｉｔｓｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕｔｉｎｇ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＦｒｏｎｔｉｅｒｓｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１７，
１１（１）：６１－６９．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２］　王运涛，王光学，张玉伦．ＴＲＩＰ２．０软件的确认：ＤＰＷⅡ
复杂组合体的数值模拟［Ｊ］．航空学报，２００８，２９（１）：
３４－４０．
ＷＡＮＧ Ｙｕｎｔａｏ， ＷＡＮＧ Ｇｕａｎｇｘｕｅ， ＺＨＡＮＧ Ｙｕｌｕｎ．
ＶａｌｉｄａｔｉｏｎｏｆＴＲＩＰ２．０：ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆＤＰＷⅡ
ｃｏｍｐｌｅｘｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｅｒｏｎａｕｔｉｃａｅｔＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａ
Ｓｉｎｉｃａ，２００８，２９（１）：３４－４０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［３］　ＬｉＸＬ，ＦｕＤＸ，ＭａＹＷ，ｅｔａｌ．Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆｈｉｇｈ
ａｃｃｕｒａｃｙＣＦＤ ｓｏｆｔｗａｒｅＨｏａｍＯｐｅｎＣＦＤ［Ｊ］．ｅＳｃｉｅｎｃｅ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ＆Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ，２０１０（１）：５３－５９．

［４］　ＤｉｓｋｉｎＢ，ＴｈｏｍａｓＪ，ＲｕｍｓｅｙＣＬ，ｅｔａｌ．Ｇｒｉｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｆｏｒｔｕｒｂｕｌｅｎｔｆｌｏｗｓ（ｉｎｖｉｔｅｄ）［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ５３ｒｄＡＩＡＡ
ＡｅｒｏｓｐａｃｅＳｃｉｅｎｃｅｓＭｅｅｔｉｎｇ，２０１５：ＡＩＡＡ２０１５－１７４６．

［５］　ＪａｓａｋＨ．ＯｐｅｎＦＯＡＭ：ｏｐｅｎｓｏｕｒｃｅＣＦＤｉｎｒｅｓｅａｒｃｈａｎｄ
ｉｎｄｕｓｔｒｙ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｖａｌＡｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ＆

·２４·



　第２期 张怀宝，等：原始变量守恒形式控制方程的时间准确性分析

ＯｃｅａｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００９，１（２）：８９－９４．
［６］　ＷｅｉｓｓＪＭ，ＳｍｉｔｈＷＡ．Ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇａｐｐｌｉｅｄｔｏｖａｒｉａｂｌｅ

ａｎｄｃｏｎｓｔａｎｔｄｅｎｓｉｔｙｆｌｏｗｓ［Ｊ］．ＡＩＡＡ Ｊｏｕｒｎａｌ，１９９５，
３３（１１）：２０５０－２０５７．

［７］　ＳｈｕｅｎＪＳ，ＣｈｅｎＫＨ，ＣｈｏｉＹ．Ａｃｏｕｐｌｅｄｉｍｐｌｉｃｉｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒ
ｃｈｅｍｉｃａｌｎｏｎｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｆｌｏｗｓａｔａｌｌｓｐｅｅｄｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，１９９３，１０６（２）：３０６－３１８．

［８］　邓小刚，刘昕，毛枚良，等．高精度加权紧致非线性格式
的研究进展［Ｊ］．力学进展，２００７，３７（３）：４１７－４２７．
ＤＥＮＧＸｉａｏｇａｎｇ，ＬＩＵＸｉｎ，ＭＡＯＭｅｉｌｉａｎｇ，ｅｔａｌ．Ａｄｖａｎｃｅｓｉｎ
ｈｉｇｈｏｒｄｅｒａｃｃｕｒａｔｅｗｅｉｇｈｔｅｄｃｏｍｐａｃｔｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｃｈｅｍｅｓ［Ｊ］．
ＡｄｖａｎｃｅｓｉｎＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００７，３７（３）：４１７－４２７．（ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［９］　ＰａｌｍｅｒＧＥ，ＷｒｉｇｈｔＭＪ．Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｍｅｔｈｏｄｓｔｏｃｏｍｐｕｔｅ
ｈｉｇｈｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｇａｓｖｉｓｃｏｓｉｔｙ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｈｅｒｍｏｐｈｙｓｉｃｓ＆
ＨｅａｔＴｒａｎｓｆｅｒ，２０１１，１７（２）：２３２－２３９．

［１０］　刘巍．计算空气动力学并行编程基础［Ｍ］．北京：国防工
业出版社，２０１３．
ＬＩＵＷｅｉ．Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃｓｐａｒａｌｌｅｌ
ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＮａｔｉｏｎａｌＤｅｆｅｎｓｅＩｎｄｕｓｔｒｙＰｒｅｓｓ，
２０１３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１１］　Ｚｈａｎｇ Ｈ Ｂ． Ｈｉｇｈ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｆｌｏｗ ｓｏｌｖｅｒ ｆｏｒ
ａｅｒｏｔｈｅｒｍｏｄｙｎａｍｉｃｓｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｄ］．Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ：ＳｕｎＹａｔＳｅｎ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０１５．

［１２］　葛明明，曾明，赵小宇．加权紧致非线性格式在热化学非
平衡流数值模拟中的应用［Ｊ］．国防科技大学学报，
２０１６，３８（５）：１６３－１６９．
ＧＥＭｉｎｇｍｉｎｇ，ＺＥＮＧＭｉｎｇ，ＺＨＡＯＸｉａｏｙｕ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆ
ｈｉｇｈｏｒｄｅｒｗｅｉｇｈｔｅｄｃｏｍｐａｃｔｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｃｈｅｍｅｆｏｒｔｈｅｒｍｏ
ｃｈｅｍｉｃａｌｎｏｎｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｆｌｏｗ［Ｊ］． ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｔｉｏｎａｌ
ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１６，３８（５）：１６３－１６９．
（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１３］　徐丹，曾明，张威，等．采用态－态模型的热化学非平衡
喷管流数值研究 ［Ｊ］．计算物理，２０１４，３１（５）：
５３１－５３８．
ＸＵＤａｎ，ＺＥＮＧＭｉｎｇ，ＺＨＡＮＧＷｅｉ，ｅｔａｌ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｔｕｄｙ
ｏｆｔｈｅｒｍｏｃｈｅｍｉｃａｌｎｏｎｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｎｏｚｚｌｅｆｌｏｗｉｎｓｔａｔｅｔｏｓｔａｔｅ

ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２０１４，
３１（５）：５３１－５３８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１４］　曾明．高焓风洞流场测量的数值重建和非平衡效应的数
值分析［Ｄ］．北京：中国科学院力学研究所，２００７．
ＺＥＮＧＭｉｎｇ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｂｕｉｌｄｉｎｇｏｆｆｒｅｅｓｔｒｅａｍｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ
ａｎｄａｎａｌｙｓｉｓｏｆｎｏｎｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｅｆｆｅｃｔｓｉｎｈｉｇｈｅｎｔｈａｌｐｙ
ｔｕｎｎｅｌ［Ｄ］． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆＭｅｃｈａｎｉｃｓ， Ｃｈｉｎｅｓｅ
ＡｃａｄｅｍｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１５］　Ｔｕｒｋｅｌ Ｅ． Ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ
ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅａｎｄｌｏｗｓｐｅｅｄｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，１９８７，７２（２）：２７７－２９８．

［１６］　ＬｅｖｅｑｕｅＲＪ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｓ［Ｊ］．
ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，１９９２，５７（１９６）：５０６－５０７．

［１７］　ＬａｘＰＤ．Ｗｅａｋｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ａｎｄｔｈｅｉｒｎｕｍｅｒｉｃａｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｏｎ
Ｐｕｒｅ＆ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９５４，７（１）：１５９－１９３．

［１８］　ＬｉＺＹ，ＺｈａｎｇＨＢ，ＢａｉｌｅｙＳＣＣ，ｅｔａｌ．Ａｄａｔａｄｒｉｖｅｎ
ａｄａｐｔｉｖｅＲｅｙｎｏｌｄｓａｖｅｒａｇｅｄＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｋ－ω，ｍｏｄｅｌｆｏｒ
ｔｕｒｂｕｌｅｎｔｆｌｏｗ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２０１７，
３４５：１１１－１３１．

［１９］　ＪａｍｅｓｏｎＡ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｄｕａｌｔｉｍｅｓｔｅｐｐｉｎｇｔｏｆｕｌｌｙｉｍｐｌｉｃｉｔ
ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａｓｃｈｅｍｅｓｆｏｒｕｎｓｔｅａｄｙｆｌｏｗｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ［Ｃ］／／
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ２２ｎｄＡＩＡＡＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＦｌｕｉｄＤｙｎａｍｉｃｓ
Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ，２０１５：ＡＩＡＡ２０１５－２７５３．

［２０］　ＬｉｏｕＭＳ．ＡｓｅｑｕｅｌｔｏＡＵＳＭ，ｐａｒｔⅡ：ＡＵＳＭ＋ｕｐｆｏｒａｌｌ
ｓｐｅｅｄｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ， ２００６，
２１４（１）：１３７－１７０．

［２１］　Ｓａａｄ Ｙ． Ａ ｆｌｅｘｉｂｌｅｉｎｎｅｒｏｕｔｅｒｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ ＧＭＲＥＳ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，１９９３，
１４（２）：４６１－４６９．

［２２］　ＷｏｏｄｗａｒｄＰ，ＣｏｌｅｌｌａＰ．Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｗｏ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｆｌｕｉｄｆｌｏｗｗｉｔｈｓｔｒｏｎｇｓｈｏｃｋｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，１９８４，５４（１）：１１５－１７３．

［２３］　ＫｉｍＫＨ，Ｋｉｍ Ｃ，ＲｈｏＯＨ．Ｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｔｈｅａｃｃｕｒａｔｅ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓｏｆｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗｓ：Ⅰ．ＡＵＳＭＰＷ＋ｓｃｈｅｍｅ［Ｊ］．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２００１，１７４（１）：３８－８０．

·３４·


