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基于 ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ距离离散度的加权代理模型
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摘　要：复杂系统的仿真通常具有高维度、高计算量等特点，代理模型因其明晰的数学表达和良好的计
算特性可用于逼近真实系统。加权模型对比单个代理模型来说，其稳定性和适应性更广。不同的代理模型

其性能不一，根据特定指标，可以构造最优加权代理模型。基于代理模型预测分布以及 ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ距离
构造各子代理模型之间的离散度，并提出一种新的权函数构造方法。算例表明，该方法与最优子模型的精度

相当，同时能提高对真实响应分布的逼近。

关键词：复杂系统；代理模型；ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ距离
中图分类号：Ｎ９４５．１２　　文献标志码：Ａ　　文章编号：１００１－２４８６（２０１９）０３－１５９－０７

ＷｅｉｇｈｔｅｄｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌｓｂａｓｅｄｏｎＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ

ＹＡＮＬｉａｎｇ，ＤＵＡＮＸｉａｏｊｕｎ，ＬＩＵＢｏｗｅｎ，ＸＵＪｉｎ
（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＬｉｂｅｒａｌＡｒｔｓａｎｄＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＮａｔｉｏｎａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００７３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｅｔｈｏｄｓ（ｍｅｔａｍｏｄｅｌｓ）ａｒｅｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｔｏｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｕｎｄｅｒｌｙｉｎｇｔｈｅｈｉｇｈｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｃｏｍｐｌｅｘｓｙｓｔｅｍｓ，ｗｈｉｃｈａｒｅｕｓｕａｌｌｙｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｌｙｅｘｐｅｎｓｉｖｅ．Ｖａｒｉｏｕｓｓｔａｎｄａｌｏｎｅｍｅｔａｍｏｄｅｌｓｈａｖｅｂｅｅｎｐｒｏｐｏｓｅｄｉｎｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ，ａｎｄｔｈｅｅｎｓｅｍｂｌｅ

ｏｆｍｅｔａｍｏｄｅｌｓｗａｓｂｅｉｎｇｉｎｔｅｎｓｉｖｅｌｙｓｔｕｄｉｅｄｒｅｃｅｎｔｌｙｔｏｕｔｉｌｉｚｅｔｈｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｒｅｖｅａｌｓｉｎｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔａｍｏｄｅｌｓ．Ｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅ

ｓｔａｎｄａｌｏｎｅｍｅｔａｍｏｄｅｌｓ，ｔｈｅｅｎｓｅｍｂｌｅｄｍｏｄｅｌｓｗｅｒｅｍｏｒｅｒｏｂｕｓｔａｎｄａｄａｐｔａｂｌｅ．Ｔｈｅｓｔｒａｔｅｇｙｏｆｔｈｅｅｎｓｅｍｂｌｅｂｙｃｏｍｐａｒｉｎｇｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｔｈｅ

ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓｗａｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ，ｗｈｅｒｅｔｈｅＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅｗａｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ．

Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｓｔｒａｔｅｇｙｈａｓｃｏｍｐａｒａｂｌｅａｃｃｕｒａｃｙｉｎｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｔｈｅｍｏｓｔａｃｃｕｒａｔｅｓｔａｎｄａｌｏｎｅｍｅｔａｍｏｄｅｌ，ａｎｄｉｔｃａｎａｌｓｏｐｅｒｆｏｒｍ

ｂｅｔｔｅｒｉｎｒｅｃｏｖｅｒｉｎｇｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｒｕｅｒｅｓｐｏｎｓｅ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｃｏｍｐｌｅｘｓｙｓｔｅｍｓ；ｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌｓ；ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ

　　在工程研究中，利用计算机通过仿真试验可
对真实复杂系统进行高精度的模拟，从而分析该

系统的相关特性［１］。然而，单次高精度仿真试验

通常面临计算效率低、时间成本大等问题，因此诸

如可靠性评估、失效概率验证等需要大规模仿真

的任务在实际操作中很难完成。代理模型由于其

计算复杂度低、数学表达明晰等特点，在计算机仿

真试验中得到了广泛应用［２－３］。实际上，代理模

型重点关注输入和输出之间的数学关系。给定试

验设计及观测数据，代理模型通过回归或插值等

方法拟合观测数据，可给出相应的预测均值、方差

等统计量。

常用的代理模型构造方法有很多，例如：多项

式 响 应 曲 面 （ＰｏｌｙｎｏｍｉａｌＲｅｓｐｏｎｓｅ Ｓｕｒｆａｃｅ，
ＰＲＳ）［４］、多 元 自 适 应 回 归 样 条 （Ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅ
ＡｄａｐｔｉｖｅＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎＳｐｌｉｎｅｓ，ＭＡＲＳ）［５］、高斯过程

（ＧａｕｓｓｉａｎＰｒｏｃｅｓｓ，ＧＰ）［６］，等等。针对不同的模
型特点（如光滑、线性、非线性）和数据特征（噪

声、异常值），通常会选用不同的代理模型。

事实上，除了以上文献所提供的经验，基于一

些准则可以对代理模型进行筛选。经典的模型选

择准则［７］包括：基于拟合优度（ＧｏｏｄｎｅｓｓｏｆＦｉｔ，
ＧｏＦ）、基于预测误差（ＰｒｅｄｉｃｔｉｏｎＥｒｒｏｒ，ＰＥ）或者
模型误差（ＭｏｄｅｌＥｒｒｏｒ，ＭＥ）、基于概率分布距离
（ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌＤｉｓｃｒｅｐａｎｃｙ，ＤＤ）、基于后验概率
（ＰｏｓｔｅｒｉｏｒＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ，ＰＰ）等。然而，基于上述准
则需要对每类候选模型进行计算，会增加较多的

计算量；另外，从所有候选模型中仅挑选单个最优

模型，不考虑其他模型也在一定程度上造成了信

息的浪费。出于上述考虑，一些研究［８－１０］也侧重

于利用所有的候选模型，即构造加权代理模型。

此外，构造加权代理模型有利于减小不确定
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性。加权模型由于考虑了所有不同类型的代理模

型，因此在一定程度上增加了该模型的稳健性。

同时，加权模型在构造的同时充分考虑到各模型

的优势，因此其精度也能得到保证。

经典的加权模型方法往往从两个指标考虑：

一是考虑模型预测的方差大小，通常情况下，预测

方差越小，则认为模型越准确；二是考虑模型的预

测精度，即预测均值与真实值之间的偏差，加权的

主要目的在于降低加权模型与真实模型之间的偏

差。然而在实际应用中，预测精度高（即偏差小）

的代理模型，其预测方差可能较大，或者预测方差

小的代理模型，其与真实值之间的偏差比较大。

本文基于以上问题，提出了基于 ＫＬ（Ｋｕｌｌｂａｃｋ
Ｌｅｉｂｌｅｒ）距离离散度的加权方法，直接对预测的分
布入手，同时考虑预测的均值和方差，在兼顾预测

精度的同时，降低预测模型与真实模型之间的分

布差异。本文考虑两类子代理模型，一类为线性

回归模型，另一类为高斯回归模型。

１　代理模型简介

１．１　线性回归模型

线性回归模型假设响应 ｙ是一类基函数
（ｂａｓｉｓ）的线性组合：

ｙ＝［ｆ（ｘ）］Ｔβ＋ （１）
其中，ｘ＝（ｘ１，…，ｘｄ）

Ｔ为ｄ维变量，ｆ（ｘ）为ｐ维向
量函数，其中每一项是关于 ｘ的基函数。通常在
一类模型中基函数是给定的，因此构造线性回归

模型重点在于求解未知参数 β。一般假设 为零
均值的随机误差，因此［ｆ（ｘ）］Ｔβ实际上表示响应
ｙ的期望值。

给定Ｎ个观测（Ｘｉ，Ｙｉ），ｉ＝１，…，Ｎ，即试验
设计（Ｘ，Ｙ），根据式（１）可以得到：

Ｙ＝Ｆβ＋ （２）
其中，Ｆ∈ＲＲＮ×ｐ为设计矩阵，＝（１，…，Ｎ）

Ｔ为观

测误差。由于～Ｎ（０，σ２Ｉ），可得参数 β的最优
线性无偏估计（ＢｅｓｔＬｉｎｅａｒＵｎｂｉａｓｅｄＥｓｔｉｍａｔｅ，

ＢＬＵＥ）β＾为：

β＾＝（ＦＴＦ）－１ＦＴＹ （３）
由式（３）可得关于响应估计 ｙ^（ｘ）的均值和

方差分别为：

ｙ^（ｘ）＝［ｆ（ｘ）］Ｔβ＾ （４）
ＶＡＲ［^ｙ（ｘ）］＝σ２［ｆ（ｘ）］Ｔ（ＦＴＦ）－１ｆ（ｘ）（５）

１．２　高斯回归模型

高斯回归模型是一类典型的非线性模型。与

线性回归模型指定基函数不同，高斯回归模型建

立在响应 ｙ服从某一个确定的高斯过程基础之
上，即：ｙ～ＧＰ（０，ｋ（ｘ，ｘ）＋σ２），其中ｋ（ｘ，ｘ）为核
函数。具体来说，给定试验设计（Ｘ，Ｙ），则有如
下似然函数：

ＹＸ～Ｎ（０，ｋ（Ｘ，Ｘ）＋σ２Ｉ） （６）
记Ｋ＝ｋ（Ｘ，Ｘ）∈ＲＲＮ×Ｎ，由高斯过程假设以

及式（６），可得预测均值和方差分别为：
ｙ^（ｘ）＝ＫＴ［Ｋ＋σ

２Ｉ］－１Ｙ （７）
ＶＡＲ［^ｙ（ｘ）］＝Ｋ －Ｋ

Ｔ
［Ｋ＋σ

２Ｉ］Ｋ （８）
其中，Ｋ ＝ｋ（Ｘ，ｘ）∈ＲＲ

Ｎ×１，Ｋ ＝ｋ（ｘ，ｘ）∈ＲＲ。
实际上，高斯过程的预测能力由核函数所决定。

一般来说，针对似然函数式（６）进行优化可以得
到关于核函数参数的相关估计。

２　加权代理模型

不同的代理模型其性能也有所不同，因此在

加权代理模型中的权重也会随之改变。加权代理

模型的一般表达式为：

珋ｙ（ｘ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
ωｉ（ｘ）^ｙｉ（ｘ）

ｓ．ｔ．∑
Ｍ

ｉ＝１
ωｉ（ｘ）＝

{
１

（９）

其中，Ｍ表示子代理模型的个数，珋ｙ（ｘ）表示加权
代理模型，^ｙｉ（ｘ）代表第ｉ个子代理模型，ωｉ（ｘ）表
示该代理模型的权函数。注意到式（９）中权函数
应当同时满足非负以及和为１的条件。对于不同
的评价指标，指标精度越高的代理模型，其权函数

必然要更大一些。因此，权函数与模型指标精度息

息相关。经典加权模型通常考虑不同的误差函数。

２．１　基于预测误差的权函数构造

Ｚｅｒｐａ［８］等选择 ＰＥ作为对精度的衡量准则，
并根据ＰＥ逐点构造权函数。实际上，假设对每
点的预测值是对真实响应的无偏估计，同时假设

各点之间的预测是不相关的，根据式（５）及式（８）
可得在每点预测值的方差。为使得加权模型 珋ｙ
（ｘ）的预测方差最小，即：
珚ωｉ（ｘ）＝ａｒｇｍｉｎＶＡＲ［珋ｙ（ｘ）］　　　　　　　

＝ａｒｇｍｉｎ∑ω２ｉ（ｘ）ＶＡＲ［^ｙｉ（ｘ）］ （１０）

由此可求解权函数如下：

　珔ωｉ（ｘ）＝
１

ＶＡＲ［^ｙｉ（ｘ）］
∑
Ｍ

ｉ＝１

１
ＶＡＲ［^ｙｉ（ｘ）］

（１１）

２．２　基于交叉验证均方误差和均方根误差的权
函数构造

　　Ｇｏｅｌ［９］ 等选择泛化交叉验证均方误差

·０６１·
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（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＭｅａｎＳｑｕａｒｅｃｒｏｓｓｖａｌｉｄａｔｉｏｎＥｒｒｏｒ，
ＧＭＳＥ）作为衡量各子代理模型精度的重要参数，
构造权函数如下：

珚ωｉ＝（Ｇｉ＋α珔Ｇ）β∑Ｍ

ｊ＝１
（Ｇｊ＋α珔Ｇ）β

珔Ｇ＝∑Ｍ

ｊ＝１
Ｇｊ

{ ／Ｍ
（１２）

其中，α＜１、β＜０为引入的尺度变换参数，Ｇｉ为
第ｉ个子代理模型的ＧＭＳＥ，即：

Ｇｉ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｎ＝１
［Ｙｎ－ｙ^

（ｎ）
ｉ （Ｘｎ）］

２ （１３）

式中，^ｙ（ｎ）ｉ 表示基于试验设计（Ｘ，Ｙ）－（Ｘｎ，Ｙｎ）
所构造的第 ｉ个子代理模型。同理，均方根误差
（ＲｏｏｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ）也可以用于
式（１２）计算各子代理模型的权重。此时，只需将
Ｇｉ，珔Ｇ替换为Ｒｉ，珔Ｒ即可。给定测试集（Ｘ

ｖ，Ｙｖ），则
Ｒｉ计算如下：

Ｒｉ＝ ∑
Ｎｖ

ｎ＝１
［Ｙｖｎ－ｙ^ｉ（Ｘ

ｖ
ｎ）］

２／Ｎ
槡 ｖ （１４）

其中，Ｎｖ为测试集中的观测数据个数，^ｙｉ为基于
试验设计（Ｘ，Ｙ）所构造的第 ｉ个代理模型。根
据式（１２）可以看出，子模型的 ＧＭＳＥ（或 ＲＭＳＥ）
与其在加权模型中所占权重成反比。

ＧＭＳＥ反映了代理模型在所对应试验设计点
上的平均误差，ＧＭＳＥ越小，说明模型在该试验设
计上越稳定，即模型与试验设计相适应；而 ＲＭＳＥ
反映了代理模型在测试集上的预测与真实值的误

差，与ＧＭＳＥ相比，其在一定程度上更关注模型在
全局上的预测性能，ＲＭＳＥ越小，其预测精度越
高。同时注意到，与式（１１）不同，基于 ＧＭＳＥ
（ＲＭＳＥ）的权函数在模型定义域上是常值，因此
权函数代表各子模型整体预测性能的比重。

此外，由于ＧＭＳＥ对每个子模型都需要计算
Ｎ次，因此会增加较大的计算量。一般情况下，可
以进行并行处理或者进行 ｋ（≤１０）折交叉验证。
然而，针对线性回归模型，ＧＭＳＥ的计算可以直接
进行简化，参见文献［７］第１２章。对于 ＲＭＳＥ来
说，则需要增加Ｎｖ个观测，对于复杂系统来说，这
会成为主要制约因素。

２．３　基于优化加权模型误差的权函数构造

Ａｃａｒ［１０］等在前述误差的基础上，提出了基于优
化误差的权函数构造方法，即求解如下最优化问题：

ｍｉｎＥｒｒ［珋ｙ（Ｘ），Ｙ］

ｓ．ｔ．∑
Ｍ

ｉ＝１
ωｉ＝１，ωｉ∈［０，１

{
］

（１５）

其中，Ｅｒｒ［·］表示误差函数，如 ＲＭＳＥ或 ＧＭＳＥ。
对于式（１５）的求解分为两步，首先针对试验设计

构造各子代理模型，其次将各子代理模型代入

式（１５）求解该约束优化问题。与基于 ＰＥ
（ＲＭＳＥ，ＧＭＳＥ）的方法相比，其计算量主要增加
在求解最优化问题式（１５），当子模型数量Ｍ较大
时，很难求得全局最优解。

３　ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ距离离散度加权方法

以上三类经典加权模型方法基于误差函数，

往往只考虑代理模型预测的某一方面，如预测方

差或偏差。本文从代理模型的预测分布入手，同

时考虑这两类因素，利用ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ距离［１１］

构造权函数，从而降低预测总体分布的不确定性。

与式（９）直接假设加权模型为各模型预测值
的加权不同，本文假设加权模型在各点的预测概

率密度函数为各子代理模型预测概率密度函数的

加权，即：

珋ｐ（ｘ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
ωｉ（ｘ）^ｐｉ（ｘ）

ｓ．ｔ．∑
Ｍ

ｉ＝１
ωｉ（ｘ）＝

{
１

（１６）

其中，珋ｐ（ｘ）和 ｐ^ｉ（ｘ）分别为珋ｐ（ｙ（ｘ））和 ｐ^ｉ（ｙ（ｘ））
的简化形式。此时，加权模型在各点的预测均值

和方差为：

珋ｙ（ｘ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
ωｉ（ｘ）^ｙｉ（ｘ） （１７）

ＶＡＲ［ｙ（ｘ）］＝∑
Ｍ

ｉ＝１
ωｉ（ｘ）ＶＡＲ［^ｙｉ］ （１８）

一般地，若 ｐ^ｉ与真实概率 ｐ越接近，则其权
重函数越大。因此可以利用距离来表征两个概率

密度函数之间的相似度。由于 ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ
距离是不对称的，因此首先需要将其对称化。给

定概率密度函数 ｐ和 ｑ，则 ＳＫＬ（ｓｙｍｍｅｔｒｉｓｅｄ
ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ）距离定义如下：

　ＤＳＫＬ（ｐ，ｑ）＝
１
２ＤＫＬ（ｐ｜ｑ）＋

１
２ＤＫＬ（ｑｐ） （１９）

其中，ＤＫＬ为通常意义下的 ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ距离。
对于本文中的两类模型，其在各点的分布服从高

斯分布，同时各模型之间相互独立，因此概率密度

函数 ｐ＝Ｎ（μｐ，σｐ）和 ｑ＝Ｎ（μｑ，σｑ）的 Ｋｕｌｌｂａｃｋ
Ｌｅｉｂｌｅｒ距离可以计算如下：

　ＤＫＬ（ｐ，ｑ）＝ｌｎ
σｑ
σｐ
＋
σ２ｐ＋（μｐ－μｑ）

２

２σ２ｑ
－１２ （２０）

从式（２０）可以看出，该距离包含预测均值和
方差两种参数。基于距离的权重函数构造方法有

多种，如基于反函数和减函数等特殊函数。本文

拟采用高斯核函数，基于ＤＳＫＬ可定义权函数如下：

·１６１·
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ωｉ（ｘ）＝ｅｘｐ －
Ｄ２ＳＫＬ（^ｐｉ，珋ｐ）
ρ[ ]２ （２１）

其中，ρ为尺度参数。注意到在实际应用中，真实
的分布 珋ｐ是无法预先得到的，即式（２１）是不可计
算的。实际上，由式（１６）可以得到 珋ｐ为各子代理
模型和 ｐ^ｉ的凸组合，即可以假设 珋ｐ落在 ｐ^ｉ所构成
的凸集当中。不失一般性，各 ｐ^ｉ之间的距离越
小，则其构成的凸集也越小，则得到的 珋ｐ可靠性越
高。因此，各子代理模型的分布在全体分布中的

离散度 ｄｉ可以代替式（２１）中的 ＳＫＬ距离
ＤＳＫＬ（^ｐｉ，珋ｐ）。与距离类似，离散程度越高，则其权
重越小。离散度ｄｉ定义如下：

ｄｉ＝
１
Ｍ－１∑ｊ≠ｉＤＳＫＬ（^ｐｊ，^ｐｉ） （２２）

此外，尺度参数 ρ可以选取为全体分布的平
均离散度，即各分布之间的平均距离为：

ρ＝ １
Ｍ（Ｍ－１）∑

Ｍ

ｉ＝１
∑
ｊ≠ｉ
ＤＳＫＬ（^ｐｊ，^ｐｉ） （２３）

将式（２２）和式（２３）代入式（２１）中，并对其
进行归一化可以得到最终的权函数如下：

珚ωｉ（ｘ）＝ｅｘｐ（－ｄｉ／ρ
２）／∑Ｍ

ｊ＝１
ｅｘｐ（－ｄｊ／ρ

２）

（２４）

４　算例分析

本节 首 先 针 对 两 个 测 试 函 数 对 基 于

ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ距离离散度的加权代理模型进
行分析，其函数表达式如下：

　ｆ１（ｘ）＝（１０ｃｏｓ２ｘ＋１５－５ｘ＋ｘ
２）／５０ （２５）

　ｆ２（ｘ）＝１０－∑
２

ｉ＝１
［ｘ２ｉ－５ｃｏｓ（２πｘｉ）］ （２６）

其中，ｆ１是 Ｖｉａｎａ函数，ｆ２为 Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数，且观
测误差均为～Ｎ（０，０．１）。

其次，本文考虑 ５类子代理模型及其加权
模型，其中２类属于线性回归模型，３类属于高
斯回归模型。子代理模型的具体形式如表 １
所示。

因此，给定试验设计（Ｘ，Ｙ），本文比较了 ９
类代理模型，即５类子代理模型 Ｍ１～Ｍ５（如表１
所示）；基于 ＰＥ的加权模型 Ｍ６；基于 ＧＭＳＥ的加
权模型Ｍ７；基于优化ＧＭＳＥ的加权模型 Ｍ８；本文
方法Ｍ９。同时，对于每个算例，均随机生成包含
１００００个样本点的测试集（Ｘｖ，Ｙｖ），并基于测试
集比较两种指标：ＲＭＳＥ和经验累积分布函数
（Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ Ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ，
ＥＣＤＦ）。具体计算结果如下。

表１　５类子代理模型
Ｔａｂ．１　Ｆｉｖｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｔａｎｄａｌｏｎｅｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌｓ

模型分类 方法 数学表达式

线性回

归模型

多项式基 ∑βｉｘｉ

ＭＡＲＳ模型 ∑βｉＢｉ（ｘ）

高斯回

归模型

多项式

核函数
σ２ｆ（ｃ＋ｘｚ）

ｄ

高斯核函数 ｅｘｐ（ｘ－ｚ）
２

σ２( )
ｆ

Ｍａｔéｒｎ
３／２核函数

σ２ｆ １＋槡３（ｘ－ｚ）
σ[ ]
ｌ

×

ｅｘｐ －槡３（ｘ－ｚ）
σ[ ]
ｌ

４．１　Ｖｉａｎａ函数

假设ｘ～Ｎ（０，１），则利用拉丁超立方体抽样方
法（ＬａｔｉｎＨｙｐｅｒｃｕｂｅＳａｍｐｌｉｎｇ，ＬＨＳ）生成包含７个
样本的试验设计（Ｘ，Ｙ）。对每类代理模型总共进
行５０次独立试验，则其ＲＭＳＥ对比如图１所示。

图１　９类代理模型ＲＭＳＥ对比
Ｆｉｇ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＲＭＳＥｏｆ９ｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌｓ

由图１可以看出，对于５类子代理模型来说，
Ｍ４的逼近精度最高；对于４类加权模型来说，本
文方法，即 Ｍ９的逼近精度也是最高的；总体上，
本文方法的精度与Ｍ４精度相近。图２利用１０００
个样本的测试集生成经验累积分布函数。

图２中可以看到，对比于各子模型，加权模
型的 ＥＣＤＦ都能够较好地反映真实响应的分布
情形。同样地，可以看出 Ｍ９与真实响应之间的
差距更小，在 ｙ＞５的区域上基本与真实 ＥＣＤＦ
重叠。

·２６１·
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图２　９类代理模型ＥＣＤＦ对比
Ｆｉｇ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＥＣＤＦｏｆ９ｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌｓ

４．２　Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数

假设ｘｉ～Ｎ（０，１），ｉ＝１，２，同样利用拉丁超
立方体抽样方法 （ＬａｔｉｎＨｙｐｅｒｃｕｂｅＳａｍｐｌｉｎｇ，
ＬＨＳ）生成包含２０个样本的试验设计（Ｘ，Ｙ），并
对每类代理模型总共进行５０次独立试验，则其
ＲＭＳＥ对比如图３所示。

由图３可以看出，对于５类子代理模型来说，
除了Ｍ１以外，Ｍ２～Ｍ５逼近精度类似，其中 Ｍ２，
Ｍ３的整体预测性能更加稳定；对于４类加权模型
来说，其预测性能与 Ｍ２～Ｍ５相当，Ｍ９的逼近精
度略高，在某些试验设计条件下具有最高的精度。

图４与图２类似，同样利用１０００个样本的测试集
生成经验累积分布函数，其结果如图４所示。

图３　９类代理模型ＲＭＳＥ对比
Ｆｉｇ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＲＭＳＥｏｆ９ｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌｓ

图４　９类代理模型ＥＣＤＦ对比
Ｆｉｇ．４　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＥＣＤＦｏｆ９ｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌｓ

·３６１·
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　　由图４可以看出，除了 Ｍ１，Ｍ９以外，其他代
理模型对真实响应分布逼近并不理想。同时注意

到，对这些模型，其数据分布集中在ｙ＝８４附近；
作为对比，Ｍ９仍然能够较好地还原真实响应的
分布。

最后对一个具体的案例进行测试，即悬臂梁

（ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ）问题［１２］，如图５所示。

图５　悬梁臂问题
Ｆｉｇ．５　Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｐｒｏｂｌｅｍ

其中，ｗ和ｔ分别代表横截面的宽度和厚度，Ｙ表
示垂直载荷，Ｘ表示水平载荷，Ｌ代表长度。对于
悬臂梁问题来说，总共有两个响应，即位移Ｄ（ｘ）
和应力Ｓ（ｘ）。具体数学表达式如下：

Ｄ（ｘ）＝４Ｌ
３

Ｅｗｔ
Ｙ
ｔ( )２

２

＋ Ｘ
ｗ( )２槡

２

Ｓ（ｘ）＝６００Ｙ
ｗｔ２
＋６００Ｘ
ｗ２










ｔ

（２７）

式中总共有三个自变量，即杨氏模量（Ｙｏｕｎｇ′ｓ
ｍｏｄｕｌｕｓ）Ｅ～Ｎ（２９×１０７，１４５×１０６），垂直载荷
Ｙ～Ｎ（１０００，１００），水平载荷 Ｘ～Ｎ（５００，１００）。
令 ｗ＝４，ｔ＝２，同样利用ＬＨＳ方法生成包含３６个
样本的试验设计，并对９类代理模型总共进行５０
次独立试验，则对于应力响应来说，其ＲＭＳＥ对比
如图６所示。

由图６可以看出，对于５类子代理模型来说，
Ｍ４、Ｍ５的预测精度较低，其ＲＭＳＥ远远大于２００，

图６　应力ＲＭＳＥ对比
Ｆｉｇ．６　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＲＭＳＥｏｆｓｔｒｅｓｓ

因此未在图中展示。对于加权模型来说，Ｍ６、Ｍ７
的效果同样较差，Ｍ８、Ｍ９的逼近性能相当，与最
佳子模型 Ｍ２的精度也在同一量级。对于 ＥＣＤＦ
来说，同样利用１０００个样本的测试集生成经验累
积分布函数，其结果如图７所示。

事实上，由图７可以看出，子模型 Ｍ４、Ｍ５对
本问题及试验设计的应用效果较差，而 Ｍ１～Ｍ３
均能够较好地估计应力的分布。对于加权模型来

说，其对各子模型的“平均”作用都能使得模型更

加稳健，如Ｍ６、Ｍ７，一定程度上还原了真实分布，
但在性能上有着较大差异。Ｍ８、Ｍ９能够极大地
利用“好”模型（Ｍ１～Ｍ３）的信息，从而其对ＥＣＤＦ
的逼近效果也是最好的。对于位移Ｄ（ｘ）来说，由
于Ｍ３不能应用在该模型之上，因此本文仅比较
其余８类代理模型。注意到此时加权模型为Ｍ１、
Ｍ２、Ｍ４、Ｍ５四类模型的加权。使用与应力相同的
试验设计，得到关于位移的ＲＭＳＥ如图８所示。

图７　应力ＥＣＤＦ对比
Ｆｉｇ．７　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＥＣＤＦｏｆｓｔｒｅｓｓ

·４６１·
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　　由图 ８可以看出，对于 ４类子代理模型来
说，Ｍ４～Ｍ５其预测精度同样较低，因此也未在
图中展示。对于加权模型来说，Ｍ６的效果最差，
Ｍ７、Ｍ８、Ｍ９的逼近性能依次递增，一般情况下，
Ｍ９的效果要比单独的代理模型都要好。利用
１０００个测试样本生成相关的 ＥＣＤＦ，其对比如图
９所示。

图９与图７类似，对比于各子模型，加权模型
至少避免了类似Ｍ４、Ｍ５的模型选择错误，其在一
定程度上能够较为稳健地逼近原模型。在所有加

权类型中，本文方法与Ｍ８对ＥＣＤＦ的逼近是最准
确的。

图８　位移ＲＭＳＥ对比图
Ｆｉｇ．８　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＲＭＳＥｏｆＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

图９　位移ＥＣＤＦ对比
Ｆｉｇ．９　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＥＣＤＦｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

５　结论

与通常加权模型选择降低加权模型精度不同，

本文针对预测分布构造权函数，引入 Ｋｕｌｌｂａｃｋ
Ｌｅｉｂｌｅｒ距离刻画模型与模型之间预测分布的差异
性。为了克服真实分布无法获得的问题，本文利用

各模型之间的离散度来表征各模型的预测能力。

算例分析表明，本文方法在兼顾模型预测精度的同

时，也能够较好地还原真实响应的分布。
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