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摘　要：计算机试验的设计方法越来越受到重视，嵌套拉丁超立方体设计是计算机试验设计中的一种新
型方法，其在多种精度试验中有广泛的应用。但多数嵌套拉丁超立方体设计要求低精度试验次数需为高精

度试验次数的倍数，这在应用中会有很大的局限性。通过对其构造方法的改进，得到一种结构更加灵活的多

层嵌套拉丁超立方体设计，使得不同精度试验的次数可以更加灵活选取。该设计方法在一维投影上可以达

到很好的均匀性。仿真结果表明，该方法较若干相关方法能够达到更小的均方误差。
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　　随着计算机的高速发展，有越来越多的试验
在计算机上运行［１－３］。在计算机上进行试验存在

诸多优势：首先，有些费时费力的试验可以在计算

机上进行预先试验，对其进行初步的研究和参数

筛选；其次，对于一些现实中难以实现甚至无法实

现的试验可以在计算机上进行。对某计算机模

型，令Ｘ表示［０，１］ｐ上的输入、ｆ（Ｘ）表示该模型

的输出，则该模型的均值为 μ＝∫
［０，１］ｐ
ｆ（Ｘ）ｄＸ。

对于 某 ｎ行 设 计 矩 阵 Ｄ  ［０，１］ｐ，^μ ＝

（１／ｎ）∑ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）是μ的估计。显然，设计矩阵的

好坏对估计精度的高低有着至关重要的作用。对

于ｎ×ｐ的设计Ｄ，如果其每列均满足在任一区间
［０，１／ｎ），…，［（ｎ－１）／ｎ，１）中有且仅有一个设
计点，则称 Ｄ为拉丁超立方体设计 （Ｌａｔｉｎ

ＨｙｐｅｒｃｕｂｅＤｅｓｉｇｎｓ，ＬＨＤ）。因此，由ＬＨＤ得到的
估计 μ^比随机抽样得到的要更精确［４］。文献［５］
首先给出了一种拉丁超立方体设计的构造方法。

几乎所有的计算机试验都存在多种精度的情

况，如何将这多种试验结合起来并充分利用所有

数据信息是十分关键的问题。多种精度的试验有

许多的应用，如飞行器设计相关试验等［６］。基于

多种精度试验的建模方法也层出不穷，如贝叶斯

修正方法［７］、贝叶斯分层建模［８］和计算机试验与

实体试验的联合建模［９］等。在多种精度试验的

设计选点部分，文献［１０］提出了一种方法：嵌套
拉丁方设计（ＮｅｓｔｅｄＬａｔｉｎＨｙｐｅｒｃｕｂｅＤｅｓｉｇｎｓ，
ＮＬＨＤ）。该设计保证了所有高精度的试验点在
低精度试验中进行了同样的试验，这对后续试验
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的建模有很好的帮助［１１］，同时不同精度下的试验

点集均为 ＬＨＤ。然而，ＳＬＨＤ及其若干后续研究
（例如文献［１２］和文献［１３］）均限制低精度试验
的试验次数必须是高精度的倍数。这就导致在具

体的试验中，试验次数会有诸多限制。文献［１４］
和文献［１５］介绍了结构灵活的设计，分别为序贯
设计（ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＤｅｓｉｇｎｓ，ＳＤ）和广义嵌套拉丁超
立方体设计 （ＧｅｎｅｒａｌＮｅｓｔｅｄＬａｔｉｎＨｙｐｅｒｃｕｂｅ
ｄｅｓｉｇｎｓ，ＧＮＬＨ），但ＳＤ方法的均匀性不够，其较
低精度的试验点在大多数情况下不是 ＬＨＤ，而
ＧＮＬＨ只能构造两层的嵌套设计。因此，对于三
种或三种以上精度的计算机试验，现有工作无法

给出结构灵活的嵌套拉丁超立方体设计。

本文介绍一种结构灵活的多层嵌套拉丁超立

方体设计 （ＭｕｌｔｉｌａｙｅｒＮｅｓｔｅｄＬａｔｉｎｈｙｐｅｒｃｕｂｅ
Ｄｅｓｉｇｎｓ，ＭＮＤ），其试验设计点数可以灵活选取，
同时每类精度试验的试验点均有很好的一维投影

均匀性。

１　ＭＮＤ的结构与性质

１．１　ＭＮＤ的构造方法

下面对ＭＮＤ构造算法中使用到的符号进行
说明。Ｚｎ表示整数集合｛１，…，ｎ｝。对于向量 ｖ，
ｖ（ｉ）表示其第ｉ个元素。对于矩阵Ａ，Ａ（ｉ，ｊ）为第
ｉ行ｊ列元素。

对于给定的整数 ｕ≥３，０＜ｍ１＜… ＜ｍｕ，算
法１给出了ｕ层的 ＭＮＤ，其中第 ｉ层设计的试验
次数为ｍｉ。在算法１及后文中，ｌｉ表示ｍ１，…，ｍｉ
的最小公倍数。Ｍ为一类循环矩阵，对于给定的
正整数ｎ＞ｍ，Ｍｍ，ｎ为

Ｍｍ，ｎ＝

１ ２ … ｎ
ｎ １ … ｎ－１
   

ｍ＋１ ｍ＋２ …











ｍ

对于 ｊ＝１，…，ｕ－１，ｖｊ为 ｌｊ维随机向量，其中
ｖｊ（１）服从 Ｚｌｊ＋１／ｌｊ上的离散均匀分布；对于 ｉ＝
２，…，ｌｊ，ｖｊ（ｉ）＝Ｍｌｊ＋１／ｍｊ＋１，ｌｊ＋１／ｌｊ（ｒｉ，ｖｊ（ｉ－１）），其中
ｒｉ服从Ｚ（ｌｊ＋１／ｌｊ）－（ｌｊ＋１／ｍｊ＋１）＋１上的离散均匀分布。

容易看出，该算法有效需满足的条件是：对于

ｉ＝１，…，ｕ－１，ｍｉ＋１是 ｍｉ的倍数或 ｍｉ＋１≥ｌｉ。由
于实际应用中，高精度与低精度试验的试验点一

般差距较大，故大多数的试验可以满足上述两个

条件。同时，对于ｊ＝１，…，ｕ－１，根据ｌｊ维向量ｖｊ
的定义可知，其元素均属于 Ｚｌｊ＋１／ｌｊ。再由 τ１的元
素均属于Ｚｍ１可以得出τｊ＋１的元素均属于Ｚｌｊ＋１，因

算法１　构造ＭＮＤ
Ａｌｇ．１　ＧｅｎｅｒａｔｅＭＮＤ

输入：嵌套矩阵的层数和各层的试验次数

输出：ＭＮＤ

１　向量τ１是Ｚｍ１中元素的随机排列

２　ｆｏｒｊ从１到ｕ－１ｔｈｅｎ
３　　对于ｋ＝１，…ｍｊ
４　　ｉｆｍｊ＋１是ｍｊ的倍数ｔｈｅｎ

５　　　τｊ＋１（ｋ）＝ｌｊ＋１（τｊ（ｋ）－１）／ｌｊ＋ｒｋ
６　　　ｒｋ∈Ｚｌｊ＋１／ｌｊ为随机数

７　　ｅｌｓｅｉｆｍｉ＋１≥ｌｉｔｈｅｎ

８　　　τｊ＋１（ｋ）＝ｌｊ＋１（τｊ（ｋ）－１）／ｌｊ＋ｖｊ（τｊ（ｋ））

９　　ｅｎｄｉｆ
１０　　τｊ＋１的后ｍｉ＋１－ｍｉ个元素为集合｛ｒｉ＋ｌｊ＋１（ｓｉ－

１）／ｍｊ＋１，ｉ＝１，…，ｍｊ＋１－ｍｊ｝的随机排列，其中

ｓｉ是集合 Ｚｍｊ＋１＼｛「ｍｊ＋１τｊ＋１（１）／ｌｊ＋１?，…，

「ｍｊ＋１τｊ＋１（ｍｊ）／ｌｊ＋１?｝以降序排列时的第 ｉ个

元素，ｒｉ∈Ｚｌｊ＋１／ｍｊ＋１为随机数。

１１ ｅｎｄｆｏｒ

１２令ｄ（１）＝（τｕ－ε）／ｌｕ，其中 ｍｕ维向量 ε服从（０，

１］ｍｕ上的均匀分布。

１３ 重复步骤１～１２得到ｄ（２），…，ｄ（ｐ）。

１４ 则Ｄ＝（ｄ（１），…，ｄ（ｐ））为ＭＮＤ。

此，算法１步骤８中元素 ｖｊ（τｊ（ｋ））对任意的 ｊ＝
１，…，ｕ－１均存在。下面用一个例子来更好地说
明该算法的流程。

例１　对于ｕ＝３，ｍ１＝２，ｍ２＝５，ｍ３＝１３，ｐ＝
１，随机生成τ１＝（２，１）

Ｔ，且ｖ１来自矩阵Ｍ２，５。随
机构造后得向量ｖ１＝（４，２）

Ｔ，则

τ２（１）＝５（τ１（１）－１）＋ｖ１（τ１（１））＝７
同理，τ２（２）＝４。由算法１步骤１０随机生成 τ２
剩余的３个元素，得τ２＝（７，４，９，２，６）

Ｔ。ｖ２来自
矩阵Ｍ１０，１３。随机构造后得向量 ｖ２＝（１，１３，１０，
８，６，４，２，２，１２，９）Ｔ。则
τ３（１）＝１３（τ２（１）－１）＋ｖ２（τ２（１））＝８０

同理，得到

τ２＝（８０，４７，１１６，２６，６９，１２４，３１，９５，１５，９０，１０５，６０，３）
Ｔ

则嵌套向量 ｄ＝（τ３－ε）／１３０。图１显示了嵌套
向量ｄ，即 ＭＮＤ的一维投影均匀性。由图可知，
对任一层，其均可满足在任一区间中有且仅有一

个点。

１．２　ＭＮＤ的统计性质

进一步，对于ＭＮＤ的性质有如下定理。

·５７１·
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图１　ＭＮＤ的一维均匀性
Ｆｉｇ．１　ＯｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｕｎｉｆｏｒｍｉｔｙｏｆＭＮＤ

定理１　对于给定的整数ｕ≥３，０＜ｍ１＜…＜
ｍｕ，ｌ为 ｍ１，…，ｍｕ的最小公倍数，则嵌套向量 τｕ
满足：

１）对于任意的 ｋ＝１，…，ｕ及 ｉ，ｊ＝１，…，ｍｕ
且ｉ≠ｊ，有

「τ（ｉ）ｍｋ／ｌ?≠「τ（ｊ）ｍｋ／ｌ?
２）对于ｉ＝１，…，ｍｕ，ａ＝１，…ｌ，有

Ｐ｛τｕ（ｉ）＝ａ｝＝１／（ｍｕｌ）
证明：类似文献［１５］中命题１的证明，易知

该定理成立。 □
关于ＭＮＤ设计Ｄ＝（ｄ（１），…，ｄ（ｐ））有如下两

个定理。

定理 ２　对于 ｉ＝１，…，ｕ，ｊ＝１，…，ｐ，
｛ｄ（ｊ）（１），…，ｄ（ｊ）（ｍｉ）｝满足在任一区间［０，１／
ｍｉ），…，［（ｍｉ－１）／ｍｉ，１）中有且仅有一个设
计点。

证明：由定理１第１部分可知。 □
定理 ３　对于 ｉ＝１，…，ｍｕ，｛ｄ

（１）（ｉ），…，

ｄ（ｐ）（ｉ）｝服从［０，１）ｐ上的均匀分布。
证明：由定理１第２部分可知。 □
于是，依据设计 ＭＮＤ的估计量 μ^是 μ的无

偏估计。

２　算例

对于运行次数分别为 ｍ１，…，ｍｕ的多种精度

试验，有四种方法可对其进行处理，依次为：

１）独 立 同 分 布 抽 样 （Ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔａｎｄ
ＩｄｅｎｔｉｃａｌｌｙＤｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｓａｍｐｌｅ，ＩＩＤ）：选取 ｍｕ行的
独立同分布抽样，利用其前 ｍｉ行处理第 ｉ个
试验。

２）ＬＨＤ：选取 ｍｕ行的拉丁超立方体设计矩
阵，利用其前ｍｉ行处理第ｉ个试验。
３）文献［１４］的方法ＳＤ。

　　４）多层嵌套设计ＭＮＤ。
令ｈ１（ｘ），…，ｈｕ（ｘ）代表由高到低不同精度

试验的响应函数，^μｋ ＝（１／ｎ）∑
ｘｉ∈Ｄ
ｈｋ（ｘ）是在抽样

Ｄ下响应函数ｈｋ（ｘ）的估计均值。利用估计的均
方误差（ＲｏｏｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ）来对四
种方法进行对比。两组函数来比较这四种方法的

优劣：

１）Ｍ１：

ｈ１（ｘ）＝ｌｏｇ（１／ｘ槡１＋１／ｘ槡２）

ｈ２（ｘ）＝ｌｏｇ（０．９８／ｘ槡１＋０．９５／ｘ槡２）

ｈ３（ｘ）＝ｌｏｇ（１．０２／ｘ槡１＋１．０２／ｘ槡２）

２）Ｍ２：

ｈ１（ｘ）＝
２πｘ３（ｘ４－ｘ６）

ｌｏｇ（ｘ２／ｘ１）１＋
２ｘ３ｘ７

ｌｏｇ（ｘ２／ｘ１）ｘ
２
１ｘ８
＋ｘ３／ｘ[ ]５

ｈ２（ｘ）＝
５πｘ３（ｘ４－ｘ６）

ｌｏｇ（ｘ２／ｘ１）１．５＋
２ｘ３ｘ７

ｌｏｇ（ｘ２／ｘ１）ｘ
２
１ｘ８
＋ｘ３／ｘ[ ]５

ｈ３（ｘ）＝
７πｘ３（ｘ４－ｘ６）

ｌｏｇ（ｘ２／ｘ１）２．５＋
３ｘ３ｘ７

ｌｏｇ（ｘ２／ｘ１）ｘ
２
１ｘ８
＋ｘ３／ｘ[ ]５

其中，Ｍ１中的函数ｈ１（ｘ）由文献［１６］提出，Ｍ１中
ｈ２（ｘ）和ｈ３（ｘ）来自文献［１７］。Ｍ２中 ｈ１（ｘ）被称

为ｂｏｒｅｈｏｌｅ函数［１８］，在计算机试验中经常选其作

为黑箱函数［１３，１６，１９］。在Ｍ２中代替低精度函数的
ｈ２（ｘ）和ｈ３（ｘ）由文献［１３］构造。对于不同方法
生成的设计矩阵 Ｄ，其前 ｍ１试验点对应模型
ｈ１（ｘ），前ｍ２试验点对应模型ｈ２（ｘ），整个设计矩
阵对应模型ｈ３（ｘ）。图２和图３分别为在 Ｍ１和
Ｍ２下不同方法估计μｉ的均方误差。其中选定的
参数为 ｍ１＝２，ｍ２＝５，ｍ３＝１３，每类试验进行
２０００次，得出各方法的 ＲＭＳＥ后进行对比。从两
图中可以得到：①ＩＩＤ方法的均方误差最大；②在
高精度试验中，ＳＤ和 ＭＮＤ均比 ＬＨＤ表现好，其
原因在于这两者的子矩阵比 ＬＨＤ的子矩阵有更
好的均匀性；③在估计 μ１时，ＭＮＤ与 ＳＤ有几乎
相同的均方误差；④在估计 μ２和 μ３时，ＭＮＤ比
ＳＤ有更小的均方误差，原因在于 ＭＮＤ比 ＳＤ在
整体上有更好的均匀性；⑤在估计 μ３时，ＭＮＤ和
ＬＨＤ有相同的 ＲＭＳＥ，这是因为 ＭＮＤ和 ＬＨＤ的
全矩阵有相同的均匀性。

·６７１·



　第３期 徐，等：灵活的多层嵌套拉丁超立方体设计构造

（ａ）Ｍ１中模型ｈ１（ｘ）

（ａ）Ｍｏｄｅｌｈ１（ｘ）ｉｎＭ１

（ｂ）Ｍ１中模型ｈ２（ｘ）

（ｂ）Ｍｏｄｅｌｈ２（ｘ）ｉｎＭ１

（ｃ）Ｍ１中模型ｈ３（ｘ）

（ｃ）Ｍｏｄｅｌｈ３（ｘ）ｉｎＭ１

图２　Ｍ１下各方法ＲＭＳＥ比较
Ｆｉｇ．２　ＲＭＳＥｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃｈｅｍｅｓｏｎＭ１

３　结论

本文构造了灵活的多层嵌套拉丁超立方体设

计，与一般的嵌套设计相比，该方法在参数选取上

具有很强的灵活性。与 ＳＤ相比，该方法各层在

（ａ）Ｍ２中模型ｈ１（ｘ）

（ａ）Ｍｏｄｅｌｈ１（ｘ）ｉｎＭ２

（ｂ）Ｍ２中模型ｈ２（ｘ）

（ｂ）Ｍｏｄｅｌｈ２（ｘ）ｉｎＭ２

（ｃ）Ｍ２中模型ｈ３（ｘ）

（ｃ）Ｍｏｄｅｌｈ３（ｘ）ｉｎＭ２

图３　Ｍ２下各方法ＲＭＳＥ比较
Ｆｉｇ．３　ＲＭＳＥｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃｈｅｍｅｓｏｎＭ２

一维上均可达到更好的均匀性，这使得在估计模

型均值时，其估计方差更小。两个算例也体现了

多层嵌套拉丁超立方体设计的性质。虽然第１节
中给出的算法也有其局限性，即对于 ｉ＝１，…，

·７７１·
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ｕ－１，ｍｉ＋１是 ｍｉ的倍数或 ｍｉ＋１≥ｌｉ需满足，但由
于实际应用中，高精度与低精度试验的试验点一

般差距较大，故大多数的试验可以满足上述两个

条件。
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