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声场波数积分最大截止波数自动选取算法
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摘　要：为了提高声场波数积分传递函数矩阵法的计算稳定性与精确性，提出基于预估－校正思想的最
大截止波数自动选取算法，具有简单可靠、附带计算量小的优点。自由空间球面波算例测试结果表明，传递

函数自下而上（单向）求解顺序的计算稳定性相对较差，在声源上方易出现积分核函数非物理发散，需要在不

同深度上采用不同的截止波数才能计算出正确结果；而上下对进（双向）求解顺序的计算稳定性与计算精度

均较高。
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　　声波能够在海水介质中远距离传播，是目前
获取水下信息的主要载体，因此水下声传播特性

的精确、高效计算始终是各军事强国的重要研究

方向［１］。水声传播的物理过程受波动方程控制，

由于声压是空间与时间的四维变量，直接求解计

算量巨大。潜艇等水下兵器的声频谱一般具有窄

带特性，因而通常将时域内的波动方程采用傅立

叶变换转为频域内空间三维Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程，每次
只针对特定频率的声场进行计算，使声场求解难

度有所降低［２］。由于 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程属于椭圆型
方程，直接采用有限差分、有限元法离散需要建立

方程组迭代求解，这对于追求时效性的水声军事

应用来讲计算量仍显过大，因此实际中经常通过

各类假设对Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程进行简化，衍生出波数
积分法、简正波法、抛物方程法、射线法等水声

模型［３］。

对于水平分层的理想声学介质，波数积分法

没有模型误差，被称为“精确解”，广泛应用于海

洋声场仿真、海洋声学参数反演与目标定位匹配

场反演［４－６］。然而，波数积分采用传递函数矩阵

法计算积分核函数时会遇到计算不稳定问题（出

现ＮａＮ（ｎｏｔａｎｕｍｂｅｒ）而崩溃），虽然减小无限波
数谱的截止波数可以提高稳定性，但波数积分过

程的数值精度也将随之降低。数值计算稳定性问

题较难采用理论分析方法事先准确判断，故目前

尚无自动算法能够获得稳定的、尽可能大的截止

波数。

目前关于波数积分法计算稳定性的研究较

少，骆文于等［７］针对 Ｐｅｋｅｒｉｓ波导问题（单层水
体），对深度采用局部坐标，提出了一种稳定的波

数积分算法。本文对波数积分传递矩阵法自下而
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上（单向）、上下对进（双向）两种计算顺序进行了

分析，提出了基于预估 －校正思想的最大截止波
数自动选取算法。

１　理论模型

在介质水平分层假设下（介质密度、声速、吸

收系数在各层内部均匀，隐含声压二维轴对称性

质），可采用Ｈａｎｋｅｌ变换将声场Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程转
换成如式（１）所示波数积分形式。

Ｐ（ｒ，ｚ）＝∫
∞

０
（ｋｒ，ｚ）Ｊ０（ｋｒｒ）ｋｒｄｋｒ （１）

其中：Ｐ为频域相对声压（参考点位于距声源点
１ｍ处）；Ｊ０（ｋｒｒ）为Ｂｅｓｓｅｌ函数；（ｋｒ，ｚ）为波数积

分核函数［３］，且（ｋｒ，ｚ）满足深度方程

２
ｚ２
＋（ｋ２－ｋ２ｒ）＝－２δ（ｚ－ｚｓ） （２）

式中，ｋ为声场介质波数，ｚ为竖直方向坐标，ｚｓ为
声源深度，δ为狄拉克函数。深度方程的求解是
波数积分法的关键内容，求解方法包括传递函数

矩阵法、直接全局矩阵法、不变嵌入法等［３］。其

中传递函数矩阵法具有解析形式，计算精度高、算

法形式简单，本文即针对该方法的不稳定问题提

出最大截止波数自动选取算法。

１．１　传递函数矩阵

首先将声场按照需要划分成若干水平层，并

保证在声源点深度 ｚｓ存在一个分界面，各层与其
分界面编号如图１所示。

图１　声场介质分层示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆａｃｏｕｓｔｉｃｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｓ

由于在各层声介质内部声学参数均匀且无声

源，因此在第ｍ层的深度方程形式为
２ｍ（ｋｒ，ｚ）
ｚ２

＋（ｋ２ｍ－ｋ
２
ｒ）ｍ（ｋｒ，ｚ）＝０ （３）

当ｋ２ｍ－ｋ
２
ｒ≠０时，可得到两个不相关的特解

１＝ｅ
ｉｋｚｚ

２＝ｅ
－ｉｋｚ{ ｚ

（４）

式中：ｋｚ＝ ｋ２ｍ－ｋ
２

槡 ｒ，当 ｋｚ为实数时，１、２分别
代表下行锥波与上行锥波；当 ｋｚ为纯虚数时，二
者分别代表随深度增加、减小而衰减的波（辐射

条件）。深度方程的通解可写成

ｍ（ｋｒ，ｚ）＝Ａ
＋
ｍ（ｋｒ）ｅ

ｉｋｚｚ＋Ａ－ｍ（ｋｒ）ｅ
－ｉｋｚｚ （５）

由于ｍ中包含 Ａ
＋
ｍ 与 Ａ

－
ｍ 两个未知数，因此

需要两个条件才能求解，这两个条件为声压条件

（在分界面处连续）与垂直振速条件（在声源界
面满足声源界面条件，在其他分界面连续）。第

ｍ层的垂直振速为

ｗｍ（ｋｒ，ｚ）＝
１
ｉρｍω
·
ｍ（ｋｒ，ｚ）
ｚ

（６）

式中，ρｍ为第ｍ层的密度，ω＝２πｆ为角速度。若
令Γｍ＝ｋｚ，ｍ／（ρｍω），则

ｗｍ（ｋｒ，ｚ）＝Γｍ（Ａ
＋
ｍｅ

ｉｋｚｚ－Ａ－ｍｅ
－ｉｋｚｚ） （７）

进而写出第ｍ层声矢量

ｖｍ（ｋｒ，ｚ）＝
ｗｍ
( )
ｍ

＝ｃｍ（ｋｒ，ｚ）ａｍ（ｋｒ） （８）

其中，

ｃｍ（ｋｒ，ｚ）＝
－Γｍｅ

－ｉｋｚｚ Γｍｅ
ｉｋｚｚ

ｅ－ｉｋｚｚ ｅｉｋｚ( )ｚ
（９）

ａｍ（ｋｒ）＝
Ａ－ｍ（ｋｒ）

Ａ＋ｍ（ｋｒ







）

（１０）

根据第ｍ层声矢量表达式可得第 ｍ层的上
界面ｚｍ－１处声矢量为

ｖｍ（ｋｒ，ｚｍ－１）＝ｃｍ（ｋｒ，ｚｍ－１）ａｍ（ｋｒ） （１１）
第ｍ层的下界面ｚｍ处声矢量为

ｖｍ（ｋｒ，ｚｍ）＝ｃｍ（ｋｒ，ｚｍ）ａｍ（ｋｒ） （１２）
将式（１１）、式（１２）结合可得声矢量传递迭

代式

ｖｍ（ｋｒ，ｚｍ－１）＝Ｍｍ（ｋｒ）ｖｍ（ｋｒ，ｚｍ） （１３）
式中，Ｍｍ（ｋｒ）即为第ｍ层的传递矩阵，
Ｍｍ（ｋｒ）＝ｃｍ（ｋｒ，ｚｍ－１）ｃ

－１
ｍ （ｋｒ，ｚｍ）

＝－
－ｃｏｓｈ（ｉｋｚｈｍ） Γｍｓｉｎｈ（ｉｋｚｈｍ）

Γ－１ｍ ｓｉｎｈ（ｉｋｚｈｍ） －ｃｏｓｈ（ｉｋｚｈｍ( )）
（１４）

式中，ｈｍ＝ｚｍ－ｚｍ－１代表第 ｍ层厚度，双曲余弦、
正弦函数表达式为

ｃｏｓｈ（ｉｋｚｈｍ）＝（ｅ
ｉｋｚｈｍ＋ｅ－ｉｋｚｈｍ）／２ （１５）

ｓｉｎｈ（ｉｋｚｈｍ）＝（ｅ
ｉｋｚｈｍ－ｅ－ｉｋｚｈｍ）／２ （１６）

当ｋ２ｍ＜ｋ
２
ｒ时，ｋｚ＝ｉ ｋ２ｒ－ｋ

２
槡 ｍ为纯虚数；随着

ｋｒ→∞，ｅ
ｉｋｚｈｍ＝ｅ－ｈｍ ｋ２ｒ－ｋ２槡 ｍ→０，ｅ－ｉｋｚｈｍ＝ｅｈｍ ｋ２ｒ－ｋ２槡 ｍ→

·８７１·
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∞，极大数与极小数相加、减将带来“大吃小”的
舍入误差，使声矢量传递过程误差增加，进而导致

计算不稳定。

１．２　声源界面条件与上、下边界条件

１．２．１　声源界面条件
声源界面处的声压连续，但垂直振速不连续，

存在点源条件

ｗｓ＋１（ｋｒ，ｚｓ）－ｗｓ（ｋｒ，ｚｓ）＝
２ｉ

ρ（ｚｓ）ω
（１７）

１．２．２　上边界条件
在上边界外侧（第０层）

０（ｋｒ，ｚ０）＝Ａ
＋
０ｅ

ｉｋｚｚ０＋Ａ－０ｅ
－ｉｋｚｚ０ （１８）

由于ｅｉｋｚｚ项与ｅ－ｉｋｚｚ项分别代表下行锥波与上行锥
波，在上边界外侧半无限空间内，只能存在上行锥

波，即下行锥波系数Ａ＋０ ＝０，因此

０（ｋｒ，ｚ０）＝Ａ
－
０（ｋｒ）ｅ

－ｉｋｚｚ０ （１９）
第０层下边界的垂直振速为

ｗ０（ｋｒ，ｚ０）＝－Γ０Ａ
－
０（ｋｒ）ｅ

－ｉｋｚｚ０ （２０）
令ｗ０（ｋｒ，ｚ０）与０（ｋｒ，ｚ０）之比为

Ｂ０＝
０（ｋｒ，ｚ０）
ｗ０（ｋｒ，ｚ０）

＝－Γ－１０ （２１）

则从声矢量中提出振速后形式为

ｖ０（ｋｒ，ｚ０）＝
ｗ０
( )
０

＝ｗ０（ｋｒ，ｚ０）
１
Ｂ( )
０

（２２）

需要指出的是，计算域上边界以上部分（第０
层）取不同密度值时，可表示不同的上边界类型：

①当ρ０＝０时（真空），表示绝对软边界；②当上边
界以上密度取第一层水体密度（即 ρ０＝ρ１）时，表
示自由空间的开边界；③当上边界以上密度取无
穷大值（即 ρ０→∞，实际取很大的正数）时，表示
绝对硬边界，声波不能进入该介质，边界上质点法

向振速为０（当 ρ０→∞时，－Γ０→０、ｗ０（ｋｒ，ｚ０）→
０）。
１．２．３　下边界条件

在计算域下边界外侧（第Ｎ＋１层）
Ｎ＋１（ｋｒ，ｚＮ）＝Ａ

＋
Ｎ＋１ｅ

ｉｋｚｚＮ＋Ａ－Ｎ＋１ｅ
－ｉｋｚｚＮ （２３）

由于在下边界外侧半无限空间内，只能存在

下行锥波，即上行锥波系数Ａ－Ｎ＋１＝０，因此

Ｎ＋１（ｋｒ，ｚＮ）＝Ａ
＋
Ｎ＋１（ｋｒ）ｅ

ｉｋｚｚＮ （２４）
在第Ｎ＋１层上边界ｚＮ处的垂直振速为
ｗＮ＋１（ｋｒ，ｚＮ）＝ΓＮ＋１Ａ

＋
Ｎ＋１（ｋｒ）ｅ

ｉｋｚｚＮ （２５）
令Ｎ＋１（ｋｒ，ｚＮ）与ｗＮ＋１（ｋｒ，ｚＮ）二者之比为

ＢＮ＝
Ｎ＋１（ｋｒ，ｚＮ）
ｗＮ＋１（ｋｒ，ｚＮ）

＝Γ－１Ｎ＋１ （２６）

则从声矢量中提出振速后形式为

ｖＮ（ｋｒ，ｚＮ）＝ｗＮ＋１（ｋｒ，ｚＮ）
１
Ｂ( )
Ｎ

（２７）

与上边界同理，下边界以下部分（第 Ｎ＋１
层）取不同密度值时，可表示不同的下边界类型。

１．３　自下而上（单向）传递求解方法

传递函数矩阵法的声矢量传递顺序主要有两

种：一种是自下而上（单向）传递计算各界面声矢

量；第二种是分别从下边界与上边界（双向）传递

求解至声源界面。本小节讨论单向传递。

１）通过声矢量迭代式从下至上计算声源点
界面紧下方声矢量。在声源下方区域，各分层界

面处的声压与垂直振速应连续，因此下层上界面

的声矢量与相邻上层下界面的声矢量相等，即

ｖｍ（ｋｒ，ｚｍ）＝ｖｍ＋１（ｋｒ，ｚｍ） （２８）
这样即可通过声矢量迭代式（１３）一层一层地将
最下层信息传递到声源点界面紧下侧，获得

ｖｓ＋１（ｋｒ，ｚｓ）。　
２）根据声源界面条件计算出声源点界面紧

上侧声矢量。在声源点界面，声压保持连续，垂直

振速存在间断，如式（１７），令

Δｖ（ｋｒ，ｚｓ）＝
２ｉ

ρ（ｚｓ）ω
，( )０Ｔ

（２９）

则声源点界面紧上侧声矢量为

ｖｓ（ｋｒ，ｚｓ）＝ｖｓ＋１（ｋｒ，ｚｓ）－Δｖ（ｋｒ，ｚｓ） （３０）
３）从声源点界面紧上侧开始，继续向上传递

计算声矢量，直至到达第一层上界面，获

得ｖ１（ｋｒ，ｚ０）。
４）根据最上层下界面声向量 ｖ０（ｋｒ，ｚ０）＝

ｖ１（ｋｒ，ｚ０）求出未定量 ｗＮ＋１（ｋｒ，ｚＮ）与 ｗ０（ｋｒ，ｚ０），
进而可计算出各位置的（ｋｒ，ｚ）。

１．４　上下对进（双向）传递求解方法

单向与双向传递求解方法实质上都是以上边

界振速ｗ０（ｋｒ，ｚ０）与下边界振速ｗＮ＋１（ｋｒ，ｚＮ）为未
知数，以分层界面声压连续、振速连续（除声源界

面外）建立两个方程，进行封闭求解。双向传递

求解方法为：

１）通过声矢量传递迭代式，从下至上计算声
源界面紧下侧声矢量ｖｓ＋１（ｋｒ，ｚｓ）。
２）通过声矢量逆迭代式从上至下计算声源

界面紧上侧声矢量。逆传递迭代式为

ｖｍ（ｋｒ，ｚｍ）＝Ｍ
－１
ｍ （ｋｒ）ｖｍ（ｋｒ，ｚｍ－１） （３１）

通过自上而下逐层迭代可得ｖｓ（ｋｒ，ｚｓ）。
３）根据声源界面条件（点源条件）计算出声

矢量未知数。在声源界面上

ｖｓ＋１（ｋｒ，ｚｓ）－ｖｓ（ｋｒ，ｚｓ）＝Δｖ（ｋｒ，ｚｓ） （３２）
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通过该式可计算出未知数 ｗＮ＋１（ｋｒ，ｚＮ）与ｗ０（ｋｒ，
ｚ０），进而可计算出各位置的（ｋｒ，ｚ）。

１．５　最大截止波数自动选取算法

在数值计算过程中，需要对无限波数谱进行

适当截止，并将积分离散为有限项求和

Ｐ（ｒ，ｚ）≈Δｋｒ∑
ｋｍａｘ

ｋｒ＝０
（ｋｒ，ｚ）Ｊ０（ｋｒｒ）ｋｒ （３３）

式中，ｋｍａｘ称为截止波数。若 ｋｍａｘ过大，可能导致
计算发散［３］；若ｋｍａｘ过小，波数积分误差就会增大
（在声源深度附近界面上误差更大）。因此为了

准确计算各个深度的声压，就需要在保持计算稳

定的情况下，选取尽可能大的截止波数（下文称

其为最大截止波数）。

由于数值计算稳定性问题较难采用理论分析

方法事先准确判断，目前尚无理论算法能够获得

最大截止波数。本文采用预估－校正的思想来实
现自动选取最大截止波数的算法。计算开始时，

设置较大的截止波数预估值 ｋ^ｍａｘ（如 ｋ^ｍａｘ＝５ｋｍｍ，

ｋｍｍ＝ ｍａｘ
０≤ｍ≤Ｎ＋１

［Ｒｅ（ｋｍ）］），并取 ｋｍａｘ＝ｋ^ｍａｘ，由于最

可能出现不稳定的情况是 ｋｒ＝ｋｍａｘ，因此先对
ｗＮ＋１（ｋｍａｘ，ｚＮ）进行试算（附带计算量小），若

ｗＮ＋１（ｋｍａｘ，ｚＮ）为正常值，则取 ｋｍａｘ＝ｋ^ｍａｘ；若计算
ｗＮ＋１（ｋｍａｘ，ｚＮ）时崩溃（出现 ＮａＮ），则适当减小

ｋｍａｘ（如 ｋｍａｘ＝ｋ^ｍａｘ－Δｋｒ），再进行试算；若计算
ｗＮ＋１（ｋｍａｘ，ｚＮ）时仍崩溃，则再适当减小 ｋｍａｘ（如

ｋｍａｘ＝ｋ^ｍａｘ－２Δｋｒ），如此循环，直到 ｗＮ＋１（ｋｍａｘ，ｚＮ）
可正常计算为止，ｋｍａｘ也随之确定，即自动得到最
大截止波数。

２　算例测试

为便于直观判断计算结果的正确性与精确

度，采用具有解析解的自由空间球面波算例进行

算法测试，声压解（Ｒ为到声源点的距离）为
Ｐ＝ｅｉｋＲ／Ｒ （３４）

声源频率１５０Ｈｚ，声场深度０～４００ｍ，水平距
离０～４００ｍ，声源深度２００ｍ，接收深度１５０ｍ，介
质密度１０００ｋｇ／ｍ３、声速１５００ｍ／ｓ，水平、竖直方
向网格步长均为十分之一波长，水平波数步长

Δｋｒ按照最远水平距离处 Ｂｅｓｓｅｌ函数每周期采样

８个点选取，ｋ^ｍａｘ＝５ｋ。

２．１　单向求解

采用单向求解方法，最大截止波数自动选取，

得ｋｍａｘ＝２９ｋ＝１８４。由于自由空间球面波声源
上、下两侧具有对称性，因此声源下方５０ｍ与上

方５０ｍ深度上的积分核函数幅值随水平波数变
化曲线应一致，如图２所示，其中图２（ａ）所示的
声源下方５０ｍ处核函数幅值 Ａｂｓ（）是正确值，
图２（ｂ）所示的声源上方５０ｍ处核函数“发散”。
事实上，单向传递算法的核函数在通过声源深度

后很快就出现“发散”，使该位置以上的所有深度

核函数的“发散”程度越来越大。

（ａ）声源下方５０ｍ（ｚ－ｚｓ＝５０ｍ）

（ａ）５０ｍｕｎｄｅｒｓｏｕｒｃｅｄｅｐｔｈ（ｚ－ｚｓ＝５０ｍ）

（ｂ）声源上方５０ｍ（ｚ－ｚｓ＝ －５０ｍ）

（ｂ）５０ｍａｂｏｖｅｓｏｕｒｃｅｄｅｐｔｈ（ｚ－ｚｓ＝ －５０ｍ）

图２　球面波积分核函数幅值，单向求解（ｆ＝１５０Ｈｚ）
Ｆｉｇ．２　Ｗａｖｅｎｕｍｂｅｒｋｅｒｎｅｌｆｕｎｃｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｆｒｅｅｓｐａｃｅ
ｓｐｈｅｒｉｃａｌｗａｖｅ，ｂｏｔｔｏｍｔｏｔｏｐｐｒｏｐａｇａｔｏｒ（ｆ＝１５０Ｈｚ）

如果各深度采用相同截止波数的传统方法进

行积分，则单向求解的传播损失云图如图３（ａ）所
示，显然在核函数发散的区域，声场计算不正确。

若在积分过程中，对不同深度采用不同的截止波

数，可解决单向求解由核函数“发散”带来的问

题。在Ｒｅ（ｋｒ）＞ｋｍｍ区间内，正常情况下积分核
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函数绝对值应随Ｒｅ（ｋｒ）的增加而减小，若在某一
深度上积分核函数不断增加，则表明出现了“发

散”，可在此“发散”的水平波数位置停止积分。

采用该技术后，单向求解所得传播损失云图如

图３（ｂ）所示。
由于本算例有解析解，可以分析波数积分的

数值误差。在不同深度上采用不同的截止波数后

（图３（ｂ）的状态），单向求解的声压均方根误差
为ＲＭＳＰ＝２６７Ｅ－３、传播损失（ＴＬ＝－２０ｌｇＰ，
单位ｄＢ）均方根误差为ＲＭＳＴＬ＝３５９Ｅ－２。

（ａ）所有深度均采用相同的截止波数
（ａ）Ｓａｍｅｔｒｕｎｃａｔｅｗａｖｅｎｕｍｂｅｒｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｅｐｔｈｓ

（ｂ）不同深度采用不同的截止波数
（ｂ）Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒｕｎｃａｔｅｗａｖｅｎｕｍｂｅｒｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｅｐｔｈｓ

图３　球面波传播损失云图，单向求解（ｆ＝１５０Ｈｚ）
Ｆｉｇ．３　Ａｃｏｕｓｔｉｃｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｌｏｓｓｏｆｆｒｅｅｓｐａｃｅ

ｓｐｈｅｒｉｃａｌｗａｖｅ，ｂｏｔｔｏｍｔｏｔｏｐｐｒｏｐａｇａｔｏｒ（ｆ＝１５０Ｈｚ）

２．２　双向求解

采用双向求解方法计算相同的算例，最大截

止波数自动选取算法得到 ｋｍａｘ＝５０ｋ＝３１４（取
到了初始预估值），积分核函数在各深度上均未

出现“发散”现象，声场计算正确。声压均方根误

差为ＲＭＳＰ＝２６２Ｅ－３、传播损失均方根误差为
ＲＭＳＴＬ＝３３６Ｅ－２。与单向求解法相比，双向求
解法稳定性更好、数值误差更小。

３　结论

１）针对波数积分传递函数矩阵法计算不稳
定的问题（出现ＮａＮ而崩溃），提出了最大截止波
数自动选取算法，可处理任意多层声介质，且具有

简单可靠、附带计算量小的优点；

２）深度方程单向求解法在越过声源点深度
继续向上传递的过程中，易出现积分核函数非物

理发散（未出现 ＮａＮ，但数值异常），需要在不同
深度上采用不同的截止波数才能积分出正确

结果；

３）与单向求解法相比，双向求解法稳定性更
好，数值误差更小。
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