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基于不完全测量数据的飞行器轨迹参数估计


李　冬，刘　学
（中国人民解放军９１５５０部队，辽宁 大连　１１６０２３）

摘　要：提出基于稀疏优化的轨迹参数估计新方法，通过降低参数空间的维数改善模型的病态性。利用
Ｂ样条函数实现轨迹参数的稀疏表示，根据轨迹参数与测量数据的关系建立估计轨迹参数的稀疏表示寻优模
型，采用高斯牛顿法获得模型的解。寻优模型中待估参数的数量取决于样条节点数，利用样条函数的高阶导

数在节点处的不连续性建立了选取样条节点的稀疏优化模型，采用凸优化方法求解该模型，实现样条节点数

的最小化。仿真结果表明，稀疏优化方法能够大幅度提高不完全测量段落轨迹参数的估计精度。
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　　在航天测控领域，通常利用光学、雷达等多个
测量设备对飞行器跟踪测量，再由采集到的测量

数据给出飞行器高精度的轨迹参数估计。在此跟

踪测量过程中经常出现不完全测量的情况，即测

量设备由于工作状态不理想或受到环境干扰，在

某些时段丢失大量测量数据，导致无法解算完整

的轨迹参数，直接影响了后续的精度评估工作。

如何利用不完全测量数据获得精度尽量高的轨迹

参数是测控数据处理亟须解决的难题。

飞行器轨迹参数估计通常采用基于样条函数

表示的数据融合方法［１－３］，在不完全测量情况下，

该方法的估计模型呈现病态性，难以有效确定轨

迹参数。文献［４］利用误差诊断方法，在完全测
量段落获取辅助测量设备低精度测元的系统误

差，扣除系统误差后融合其他设备少量的高精度

测元用于估计不完全测量段落的轨迹参数，获得

较高精度的估计结果，但该方法的前提是具有辅

助测量设备并且该设备的测元完好，在实际应用

中受到限制。文献［５］利用飞行器轨迹的动力特
性优化轨迹的表示样条，在丢失部分测量数据的

情况下，仍然能够获得较高精度的轨迹参数，但是

该方法只适用于不完全测量段落较短的情况，当

丢失数据的时间较长时，估计模型依然呈现病态

性，估计结果并不理想。不完全测量问题本质上

是病态逆问题，信号处理领域的稀疏优化方法被

大量应用于病态逆问题的研究［６－９］，该方法充分

利用先验知识进行信号优化建模，得到信号的稀

疏表示，通过确定少量参数即可实现真实信号的

重构，从而缩小参数空间维数，将病态问题转变为

良态问题。值得注意的是，信号稀疏优化问题求

解困难的根源在于信号的稀疏结构或支撑未知，

很多方法的出发点都是要解决这一问题。而对于
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飞行器来说，其轨迹参数的稀疏结构在一定程度

上是可建模的，可用样条模型表示［２－３，１０］。国内

外一些学者将稀疏优化方法应用于样条拟合问题

的研究中。文献［１１］通过求解 ｌ１范数稀疏优化
问题使拟合样条的待求参数最小化，提高了拟合

性能。文献［１２］建立了多分辨率样条基函数集
合，采用稀疏优化方法从集合中挑选出少量基函

数，用其表示函数曲线能够有效减少待求参数的

数量。文献［１３］由插值样条函数的 ｌ０范数稀疏
优化获得函数曲线的稀疏表示。

本文针对不完全测量条件下的飞行器轨迹参

数估计问题，提出了一种基于稀疏优化的轨迹参

数估计新方法。该方法将轨迹参数用 Ｂ样条函
数表示，结合不完全测量数据建立轨迹参数估计

的稀疏表示寻优模型，通过样条节点的稀疏优化

最大限度压缩样条节点数，从而降低参数空间的

维数，缓解模型的病态性。

１　飞行器轨迹参数的稀疏表示寻优模型

飞行器的轨迹参数包括发射系下的位置参数

和速度参数，ｔ时刻的位置参数记为 ｒｆ（ｔ）＝
（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ））Ｔ，速度参数记为 ｖｆ（ｔ）＝
（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ））Ｔ，则 ｔ时刻的轨迹参数表示为
ｘ（ｔ）＝（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ），ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ））Ｔ。轨
迹测量数据包括飞行器相对测量设备的方位角、

俯仰角、距离和径向速度，它们是以设备的测量坐

标系为基准定义的。ｔ时刻飞行器在测量系下的
位置和速度分别记为 ｒｓ（ｔ）＝（ｘｓ（ｔ），ｙｓ（ｔ），
ｚｓ（ｔ））

Ｔ和ｖｓ（ｔ）＝（ｘｓ（ｔ），ｙｓ（ｔ），ｚｓ（ｔ））
Ｔ，发射系

向地心系的旋转矩阵记为 Ｓ，地心系向测量系的
旋转矩阵记为 Ｇ，地心系下的站址坐标和发射原
点坐标分别记为 ｒｓ０＝（ｘｓ０，ｙｓ０，ｚｓ０）

Ｔ和 ｒｆ０＝（ｘｆ０，
ｙｆ０，ｚｆ０）

Ｔ，则有

ｒｓ（ｔ）＝Ｇ（Ｓｒｆ（ｔ）＋ｒｆ０－ｒｓ０）

ｖｓ（ｔ）＝ＧＳｖｆ（ｔ{ ）
（１）

本文中，向量α＝（α１，α２，…，αｍ）
Ｔ的ｌｐ范数

定义为 αｐ ＝（∑
ｍ

ｉ＝１
αｉ

ｐ）１／ｐ，当ｐ＝０时，α０为

α中非零元素的个数；当 ｐ＝∞ 时， α∞ ＝
ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

｛αｉ｝。方位角、俯仰角、距离和径向速度测量

分别记为Ａ（ｔ）、Ｅ（ｔ）、Ｒ（ｔ）和Ｒ·（ｔ），有如下关系式：
Ａ（ｔ）＝ａｒｃｔａｎ［ｚｓ（ｔ）／ｘｓ（ｔ）］＋εＡ（ｔ）

Ｅ（ｔ）＝ａｒｃｔａｎ［ｙｓ（ｔ）／ ｘ
２
ｓ（ｔ）＋ｚ

２
ｓ（ｔ槡 ）］＋εＥ（ｔ）

Ｒ（ｔ）＝ ｒｓ（ｔ）２＋εＲ（ｔ）

Ｒ·（ｔ）＝ｖＴｓ（ｔ）ｒｓ（ｔ）／ｒｓ（ｔ）２＋εＲ·（ｔ













）

（２）

其中，εＡ（ｔ）、εＥ（ｔ）、εＲ（ｔ）和εＲ·（ｔ）为测量随机误
差，假设服从零均值正态分布，本文暂不考虑测量

系统误差。将 ｔ时刻所有测量组成的向量记为
ｙ（ｔ），根据式（１）和式（２），ｙ（ｔ）可表示为轨迹参
数ｘ（ｔ）＝（ｒｆ（ｔ），ｖｆ（ｔ））

Ｔ的非线性函数：

ｙ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ））＋ε（ｔ）
其中，ｆ（ｘ（ｔ））为测量真值，ε（ｔ）为服从零均值多
维正态分布的随机误差，其协方差矩阵记为

Γ（ｔ）。　
测量数据的全部采样时刻记为 ｔ１，ｔ２，…，ｔＭ，

对应的轨迹参数记为 Ｘ＝（ｘ（ｔ１），ｘ（ｔ２），…，

ｘ（ｔＭ））
Ｔ。轨迹参数估计就是融合所有时刻的测

量数据ｙ（ｔ１），ｙ（ｔ２），…，ｙ（ｔＭ）给出Ｘ的高精度估
计，从而确定飞行器完整的运动轨迹。对测量数

据作归一化处理，令

Ｙ＝（Γ－１／２（ｔ１）ｙ（ｔ１），Γ
－１／２（ｔ２）ｙ（ｔ２），…，

Γ－１／２（ｔＭ）ｙ（ｔＭ））
Ｔ

Ｅ＝（Γ－１／２（ｔ１）ε（ｔ１），Γ
－１／２（ｔ２）ε（ｔ２），…，

Γ－１／２（ｔＭ）ε（ｔＭ））
Ｔ

Ｆ（Ｘ）＝（Γ－１／２（ｔ１）ｆ（ｘ（ｔ１）），Γ
－１／２（ｔ２）ｆ（ｘ（ｔ２）），…，

Γ－１／２（ｔＭ）ｆ（ｘ（ｔＭ）））
Ｔ

则有

Ｙ＝Ｆ（Ｘ）＋Ｅ （３）
其中，Ｅ服从多维标准正态分布。对 Ｘ的准确估
计采用如下非线性最小二乘估计：

Ｘ＾＝ａｒｇｍｉｎ
Ｘ

Ｙ－Ｆ（Ｘ）２
２

在某些时刻点如果没有足够多的测量（３个
位置测元和３个速度测元）解算６个轨迹参数，
就出现了不完全测量的情况，由于测量的数量

少于待估参数的数量，上述最小二乘估计模型

是病态的，其解可能不唯一，即使能确定唯一

解，但由于误差传播过大而使得求解结果在数

值上不稳定，难以给出有效的轨迹参数估计。

解决不完全测量问题一个重要途径是通过物理

机理分析、从历史数据挖掘先验信息等，寻求待

估参数的稀疏表示，以降低模型解空间的维数，

改善问题的病态性。通过对飞行器运动特性和

大量实际轨迹数据的分析发现，采用 Ｂ样条函
数表示轨迹参数能够在保证精度的前提下大幅

度减少待估参数。

将轨迹参数表示为如下 ｎ＋１阶 Ｂ样条
函数：

·８１１·
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ｘ（ｔ）＝∑
Ｎｘ－１

ｉ＝－ｎ
ｂｘｉＢ

ｘ
ｉ，ｎ＋１（ｔ，Ｔ

ｘ）

ｘ（ｔ）＝∑
Ｎｘ－１

ｉ＝－ｎ
ｂｘｉＢ
·ｘ
ｉ，ｎ＋１（ｔ，Ｔ

ｘ）

ｙ（ｔ）＝∑
Ｎｙ－１

ｉ＝－ｎ
ｂｙｉＢ

ｙ
ｉ，ｎ＋１（ｔ，Ｔ

ｙ）

ｙ（ｔ）＝∑
Ｎｙ－１

ｉ＝－ｎ
ｂｙｉＢ
·ｙ
ｉ，ｎ＋１（ｔ，Ｔ

ｙ）

ｚ（ｔ）＝∑
Ｎｚ－１

ｉ＝－ｎ
ｂｚｉＢ

ｚ
ｉ，ｎ＋１（ｔ，Ｔ

ｚ）

ｚ（ｔ）＝∑
Ｎｚ－１

ｉ＝－ｎ
ｂｚｉＢ
·ｚ
ｉ，ｎ＋１（ｔ，Ｔ

ｚ





















）

（４）

其中，Ｂｊｉ，ｎ＋１（ｔ，Ｔ
ｊ）（ｊ＝ｘ，ｙ，ｚ）为 Ｂ样条基函数，

Ｂ·ｊｉ，ｎ＋１（ｔ，Ｔ
ｊ）为 Ｂ样条基的导数，样条节点 Ｔｊ＝

（τｊ－ｎ，τ
ｊ
－ｎ＋１，…，τ

ｊ
Ｎｊ＋ｎ）为轨迹时间区间［ｔ１，ｔＭ］的

扩张分划：τｊ－ｎ＜…＜ｔ１＝τ
ｊ
０＜τ

ｊ
１＜…＜τ

ｊ
Ｎｊ＝ｔＭ＜…＜

τｊＮｊ＋ｎ。令
β＝（ｂｘ－ｎ：Ｎｘ－１，ｂ

ｙ
－ｎ：Ｎｙ－１，ｂ

ｚ
－ｎ：Ｎｚ－１）

Ｔ

Ｔ＝（τｘ－ｎ：Ｎｘ＋ｎ，τ
ｙ
－ｎ：Ｎｙ＋ｎ，τ

ｚ
－ｎ：Ｎｚ＋ｎ）

Ｔ

Ｂ（ｔ，Ｔ）＝

Ｂｘ－ｎ：Ｎｘ－１，ｎ＋１ ０ ０

０ Ｂｙ－ｎ：Ｎｙ－１，ｎ＋１ ０

０ ０ Ｂｚ－ｎ：Ｎｚ－１，ｎ＋１

Ｂ·ｘ－ｎ：Ｎｘ－１，ｎ＋１ ０ ０

０ Ｂ·ｙ－ｎ：Ｎｙ－１，ｎ＋１ ０

０ ０ Ｂ·ｚ－ｎ：Ｎｚ－１，ｎ























＋１

则式（４）表示为：
ｘ（ｔ）＝Ｂ（ｔ，Ｔ）β

令Ｂ（Ｔ）＝（Ｂ（ｔ１，Ｔ），Ｂ（ｔ２，Ｔ），…，Ｂ（ｔＭ，Ｔ））
Ｔ，

于是，式（３）变换为：
Ｙ＝Ｆ（Ｂ（Ｔ）β）＋Ｅ

这样轨迹参数 Ｘ的估计转化为样条节点 Ｔ和样
条系数β的估计：

ａｒｇｍｉｎ
Ｔ，β

Ｙ－Ｆ（Ｂ（Ｔ）β）２
２ （５）

待估参数Ｔ和β的数量显著小于Ｘ的数量。
为进一步减少待估参数的数量，可将稀疏性

约束（非零待估参数的数量最少）加入优化模

型（５）中，构造如下稀疏表示寻优模型：
ａｒｇｍｉｎ
Ｔ，β

（Ｙ－Ｆ（Ｂ（Ｔ）β）２
２＋λβ０） （６）

其中：Ｙ－Ｆ（Ｂ（Ｔ）β）２
２反映了模型与数据的拟

合程度；β０反映了参数的稀疏程度；λ为权系
数，用于平衡拟合程度和参数的稀疏程度。

模型（６）在估计样条系数 β的同时，需确定
样条节点序列Ｔ，模型的非线性程度非常高，计算
量太大，难以获得全局最优解。可以先由粗略的

轨迹参数预先确定样条节点 Ｔ，然后再估计样条
系数。事实上，样条节点数决定了样条系数的数

量，从而决定了待估参数的数量，因此，Ｔ的选取
应在保证较小的拟合误差的前提下，尽量压缩其

数量，以改善估计模型的病态性。第２节将给出
一种基于稀疏优化的样条节点选取方法，能够大

幅度减少样条节点数。确定Ｔ后，只需估计样条
系数，即求解优化问题：

β＾＝ａｒｇｍｉｎ
β

Ｙ－Ｆ（Ｂ（Ｔ）β）２
２

上述问题可利用高斯牛顿法求解，获得样条

系数的估计β＾后，即可得到轨迹参数的估计 Ｘ＾＝

Ｂ（Ｔ）β＾。高斯牛顿法的迭代公式为：

β（^ｉ＋１）＝β（^ｉ）＋ω（ΘＴΘ）－１ΘＴ［Ｙ－Ｆ（Ｂ（Ｔ）β（^ｉ））］
（７）

其中，ω＞０为收敛因子，Θ＝Ｆ（Ｂ（Ｔ
）β）

β β＝β^（ｉ）

为梯度矩阵。令ρ（β）＝ Ｙ－Ｆ（Ｂ（Ｔ）β）２
２，设

置最大迭代次数Ｌ，高斯牛顿法的迭代步骤如下：
步骤１：令ｉ＝０，ω＝１，利用 Ｂ样条函数拟合

粗略轨迹参数，获得迭代初值β（^０）。

步骤２：由式（７）求β（^ｉ＋１），并计算ρ（β（^ｉ＋１））。

步骤３：若 ρ（β（^ｉ＋１））－ρ（β（^ｉ）） ＜δ或ｉ＋１＞
Ｌ，迭代终止，输出结果（δ为给定的小量，δ＞０）；

若ρ（β（^ｉ＋１））≤ρ（β（^ｉ）），令 ｉ＝ｉ＋１，ω＝１，转到步

骤２；若ρ（β（^ｉ＋１））＞ρ（β（^ｉ）），令ω＝ω／２，转到步骤２。

２　基于稀疏优化的样条节点选取

样条节点的选取应依据轨迹参数的动力学特

性，在变化剧烈、可微性较差的轨迹段落（例如级

间段）节点分布较为密集，在变化平缓的段落节

点分布较为稀疏。遥测轨迹参数源于飞行器平台

系统的加速度表测量，其动力特征与飞行器的实

际运动轨迹具有很好的一致性［５］，可作为确定样

条节点的粗略轨迹参数。下面只给出ｘ方向的样
条节点确定方法，ｙ和ｚ方向的方法相同。

２．１　样条节点的稀疏优化模型

给定区间［ａ，ｂ］上的扩充分划η：τ－ｎ＜τ－ｎ＋１＜
ａ＝τ０＜τ１＜… ＜τＮ＝ｂ＜… ＜τＮ＋ｎ，其 ｎ＋１阶 Ｂ
样条基函数记为 Ｂｉ，ｎ＋１（ｔ），ｉ＝－ｎ，－ｎ＋１，…，
Ｎ－１，［ａ，ｂ］上的ｎ＋１阶Ｂ样条函数表示为：

Ｓ（ｔ）＝∑
Ｎ－１

ｉ＝－ｎ
ｂｉＢｉ，ｎ＋１（ｔ） （８）

其中，ｂｉ为常值样条系数，τｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ－１）称
为内节点序列。Ｓ（ｔ）是［ａ，ｂ］上的 ｎ－１阶连续
可微函数，ｎ阶导函数 Ｓ（ｎ）（ｔ）为分段常值函数，
其不连续点全部位于内节点序列中。关于

Ｓ（ｎ）（ｔ）不连续的内节点称为有效节点，连续的内

·９１１·
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节点称为无效节点。无效节点是冗余的，即删除

无效节点后，不会改变样条函数值。为减少样条

节点的数量，应去除无效节点，并且最大限度压缩

有效节点的数量。图１为一个包含９个内节点的

（ａ）四阶Ｂ样条函数Ｓ（ｔ）
（ａ）ＦｏｕｒｏｒｄｅｒＢｓｐｌｉｎｅＳ（ｔ）

（ｂ）一阶导数Ｓ（１）（ｔ）

（ｂ）ＴｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅＳ（１）（ｔ）

（ｃ）二阶导数Ｓ（２）（ｔ）

（ｃ）ＴｈｅｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅＳ（２）（ｔ）

（ｄ）三阶导数Ｓ（３）（ｔ）

（ｄ）ＴｈｅｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅＳ（３）（ｔ）

图１　四阶Ｂ样条函数及其前三阶导数
Ｆｉｇ．１　ＡｆｏｕｒｏｒｄｅｒＢｓｐｌｉｎｅａｎｄｉｔｓｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ

四阶Ｂ样条函数及其前三阶导数的曲线图，内节
点中包括６个无效节点和３个有效节点，可以看
出，三阶导数为阶梯函数，其不连续点位于３个有
效节点处。

ｔ时刻遥测轨迹 ｘ方向的位置和速度分别记
为ｒ（ｔ）和ｖ（ｔ），所有采样时刻的位置和速度分别
为ｒ＝（ｒ（ｔ１），ｒ（ｔ２），…，ｒ（ｔＭ））

Ｔ和 ｖ＝（ｖ（ｔ１），
ｖ（ｔ２），…，ｖ（ｔＭ））

Ｔ。利用式（８）所表示的样条函

数Ｓ（ｔ）拟合ｒ，并用其导数 Ｓ·（ｔ）拟合ｖ，令
θ＝（ｂ－ｎ，ｂ－ｎ＋１，…，ｂＮ－１）

Ｔ

Ｋ＝

Ｂ－ｎ，ｎ＋１（ｔ１）Ｂ－ｎ＋１，ｎ＋１（ｔ１）… ＢＮ－１，ｎ＋１（ｔ１）

Ｂ－ｎ，ｎ＋１（ｔ２）Ｂ－ｎ＋１，ｎ＋１（ｔ２）… ＢＮ－１，ｎ＋１（ｔ２）

   

Ｂ－ｎ，ｎ＋１（ｔＭ）Ｂ－ｎ＋１，ｎ＋１（ｔＭ）… ＢＮ－１，ｎ＋１（ｔＭ











）

Ｋ·＝

Ｂ·－ｎ，ｎ＋１（ｔ１）Ｂ
·
－ｎ＋１，ｎ＋１（ｔ１）… Ｂ·Ｎ－１，ｎ＋１（ｔ１）

Ｂ·－ｎ，ｎ＋１（ｔ２）Ｂ
·
－ｎ＋１，ｎ＋１（ｔ２）… Ｂ·Ｎ－１，ｎ＋１（ｔ２）

   

Ｂ·－ｎ，ｎ＋１（ｔＭ）Ｂ
·
－ｎ＋１，ｎ＋１（ｔＭ）… Ｂ·Ｎ－１，ｎ＋１（ｔＭ















）

Ｓ（ｎ）（ｔ）在τｉ（１≤ｉ≤Ｎ－１）处的左极限和右极限
分别记为Ｓ（ｎ）（τ－ｉ）和Ｓ

（ｎ）（τ＋ｉ），令
Ｄ＝（Ｓ（ｎ）（τ＋１）－Ｓ

（ｎ）（τ－１），Ｓ
（ｎ）（τ＋２）－

Ｓ（ｎ）（τ－２），…，Ｓ
（ｎ）（τ＋Ｎ－１）－Ｓ

（ｎ）（τ－Ｎ－１））
Ｔ

则Ｄ中的非零元对应于Ｓ（ｎ）（ｔ）的不连续点，即有
效节点。为压缩有效节点数，应在保证 Ｓ（ｔ）对 ｒ
和ｖ的拟合误差不超过允许值的条件下，使 Ｄ中
的非零元素尽量少，即建立如下稀疏优化模型：

ｍｉｎ
θ
Ｄ ０

ｓ．ｔ．
ｒ－Ｋθ∞≤δ１

ｖ－Ｋ·θ∞≤δ
{

２

（９）

其中，δ１和 δ２为设定的位置和速度拟合误差门
限，δ１＞０，δ２＞０。

为保证模型（９）存在可行解并且Ｄ具有稀疏
性，应选取密集的初始样条节点 η，求解模型后，
将无效节点从η中删除，剩余的有效节点即为所
需的优化样条节点。本文采用节点加密方法确定

初始样条节点，步骤为：

步骤１：取较为密集的等距样条节点序列η。
步骤２：用η确定的样条基函数拟合 ｘ方向

遥测轨迹的位置ｒ和速度ｖ，即求解优化问题θ＾＝

ａｒｇｍｉｎ
θ
（ρｒ－Ｋθ２

２＋（１－ρ）ｖ－Ｋ
·θ２

２），其中，

０＜ρ＜１为归一化系数，由遥测数据位置和速度参
数的精度确定其取值。设置误差门限 σ１和 σ２，

·０２１·
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要求０＜σ１≤δ１，０＜σ２≤δ２，将拟合误差 ｒ－Ｋθ
＾
与

ｖ－Ｋ·θ＾中超出σ１和σ２的时间点集合记为 Ｔ′，如
果Ｔ′为空集则结束，输出节点序列 η；否则，从 η
中提取接近于Ｔ′的所有节点η′。

步骤３：对η′按距离聚类，把每一类各节点间
的中点加入节点序列η中，转到步骤２。

下面给出模型（９）的凸优化求解方法。

２．２　稀疏优化模型的求解方法

为求解模型（９），需要获得 Ｄ关于 θ的函数
表达式。事实上，Ｄ是关于θ的线性函数，可将模
型（９）转化为线性凸优化问题，便能够利用多项
复杂度的凸优化方法完成模型求解。为确定 Ｄ
关于θ的函数表达式，给出如下定理：

定理　ｎ＋１阶 Ｂ样条函数 Ｓ（ｔ）的 ｋ阶导数
Ｓ（ｋ）（ｔ）（１≤ｋ≤ｎ）在［ａ，ｂ］上满足：

Ｓ（ｋ）（ｔ）＝∏
ｋ

ｉ＝１
（ｎ＋１－ｉ）∑

Ｎ－１

ｉ＝－ｎ＋ｋ
ｂ（ｋ）ｉ Ｂｉ，ｎ＋１－ｋ（ｔ）

（１０）
其中，

ｂ（ｋ）ｉ ＝
ｂ（ｋ－１）ｉ －ｂ（ｋ－１）ｉ－１

ｔｉ＋ｎ＋１－ｋ－ｔｉ
　１≤ｋ≤Ｎ

ｂ（０）ｉ ＝ｂ
{

ｉ

（１１）

下面采用数学归纳法完成该定理的证明。

证明：Ｂｉ，ｎ＋１（ｔ）满足如下微分关系
［２］：

ｄＢｉ，ｎ＋１（ｔ）
ｄｔ ＝ ｎ

ｔｉ＋ｎ－ｔｉ
Ｂｉ，ｎ（ｔ）－

ｎ
ｔｉ＋ｎ＋１－ｔｉ＋１

Ｂｉ＋１，ｎ（ｔ）

（１２）
当ｋ＝１时，由式（８）和式（１２）得：

Ｓ（１）（ｔ）＝∑
Ｎ－１

ｉ＝－ｎ
ｂｉＢ

（１）
ｉ，ｎ＋１（ｔ）

＝∑
Ｎ－１

ｉ＝－ｎ
ｂｉ

ｎ
ｔｉ＋ｎ－ｔｉ

Ｂｉ，ｎ（ｔ）－
ｎ

ｔｉ＋ｎ＋１－ｔｉ＋１
Ｂｉ＋１，ｎ（ｔ[ ]）

＝（ｎ＋１－１）∑
Ｎ－１

ｉ＝－ｎ＋１

ｂｉ－ｂｉ－１
ｔｉ＋ｎ－ｔｉ

Ｂｉ，ｎ（ｔ）＋

　ｂ－ｎ
ｎ

ｔ０－ｔ－ｎ
Ｂ－ｎ，ｎ（ｔ）－ｂＮ－１

ｎ
ｔＮ＋ｎ－ｔＮ

ＢＮ，ｎ（ｔ）

当ｔ∈［ａ，ｂ］时，Ｂ－ｎ，ｎ（ｔ）≡０，ＢＮ，ｎ（ｔ）≡０，
于是

Ｓ（１）（ｔ）＝（ｎ＋１－１）∑
Ｎ－１

ｉ＝－ｎ＋１

ｂｉ－ｂｉ－１
ｔｉ＋ｎ－ｔｉ

Ｂｉ，ｎ（ｔ）

＝（ｎ＋１－１）∑
Ｎ－１

ｉ＝－ｎ＋１
ｂ（１）ｉ Ｂｉ，ｎ（ｔ）

定理成立。假设当ｋ＝ｊ时定理成立，当ｋ＝ｊ＋１
时，由式（１０）和式（１２）得：

Ｓ（ｊ＋１）（ｔ）＝∏
ｊ

ｉ＝１
（ｎ＋１－ｉ）∑

Ｎ－１

ｉ＝－ｎ＋ｊ
ｂ（ｊ）ｉ Ｂ

（１）
ｉ，ｎ＋１－ｊ（ｔ）

＝∏
ｊ

ｉ＝１
（ｎ＋１－ｉ）∑

Ｎ－１

ｉ＝－ｎ＋ｊ
ｂ（ｊ）ｉ

ｎ－ｊ
ｔｉ＋ｎ－ｊ－ｔｉ

Ｂｉ，ｎ－ｊ（ｔ）[ －

　 ｎ－ｊ
ｔｉ＋ｎ－ｊ＋１－ｔｉ＋１

Ｂｉ＋１，ｎ－ｊ（ｔ]）
＝∏

ｊ

ｉ＝１
（ｎ＋１－ｉ） ∑

Ｎ－１

ｉ＝－ｎ＋ｊ＋１

（ｎ－ｊ）（ｂ（ｊ）ｉ －ｂ
（ｊ）
ｉ－１）

ｔｉ＋ｎ－ｊ－ｔｉ
Ｂｉ，ｎ－ｊ（ｔ）[ ＋

　ｂ（ｊ）－ｎ＋ｊ
ｎ－ｊ
ｔ０－ｔ－ｎ＋ｊ

Ｂ－ｎ＋ｊ，ｎ－ｊ（ｔ）－ｂ
（ｊ）
Ｎ－１

ｎ－ｊ
ｔＮ＋ｎ－ｊ－ｔＮ

ＢＮ，ｎ－ｊ（ｔ]）
当ｔ∈［ａ，ｂ］时，Ｂ－ｎ＋ｊ，ｎ－ｊ（ｔ）≡０，ＢＮ，ｎ－ｊ（ｔ）≡

０，式（１１）成立，则有：

Ｓ（ｊ＋１）（ｔ）＝∏
ｊ＋１

ｉ＝１
（ｎ＋１－ｉ）∑

Ｎ－１

ｉ＝－ｎ＋ｊ＋１

ｂ（ｊ）ｉ －ｂ
（ｊ）
ｉ－１

ｔｉ＋ｎ＋１－（ｊ＋１）－ｔｉ
×

　Ｂｉ，ｎ＋１－（ｊ＋１）（ｔ）

＝∏
ｊ＋１

ｉ＝１
（ｎ＋１－ｉ）∑

Ｎ－１

ｉ＝－ｎ＋ｊ＋１
ｂ（ｊ＋１）ｉ Ｂｉ，ｎ＋１－（ｊ＋１）（ｔ）

定理得证。 □
由定理得知：

Ｓ（ｎ）（ｔ）＝ｎ！∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｂ（ｎ）ｉ Ｂｉ，１（ｔ）

而

Ｂｉ，１（ｔ）＝
１　ｔ∈［τｉ，τｉ＋１）

０　ｔ［τｉ，τｉ＋１{ ）
　ｉ＝０，１，…，Ｎ－１

于是对于 ｉ＝１，…，Ｎ－１，有：
Ｓ（ｎ）（τ－ｉ）＝ｎ！ｂ

（ｎ）
ｉ－１

Ｓ（ｎ）（τ＋ｉ）＝ｎ！ｂ
（ｎ）{
ｉ

（１３）

由式（１１）和式（１３）知，Ｄ与 θ存在线性关系
Ｄ＝Ｃθ，其中 Ｃ为（Ｎ－１）×（Ｎ＋ｎ）阶的矩阵。
这样，模型（９）转化为约束优化问题：

ｍｉｎＣθ０

ｓ．ｔ．
ｒ－Ｋθ∞≤δ１

ｖ－Ｋ·θ∞≤δ
{

２

但上述最小化 ｌ０范数为 ＮＰ难解问题，可用
ｌ１范数代替ｌ０范数，转化为线性凸优化问题：

ｍｉｎＣθ１

ｓ．ｔ．
ｒ－Ｋθ∞≤δ１

ｖ－Ｋ·θ∞≤δ
{

２

（１４）

可利用具有多项式复杂度的凸优化方法［１４］求解。

模型 （１４）的最优解记为 θ～，令 Ｃθ～＝
（ｄ１，ｄ２，…，ｄＮ－１）

Ｔ，设置小量 ε，将 ｄｉ ＜ε对应
的τｉ（无效节点）从分划η中删除，使得η中仅包
含有效节点，这样就完成了 ｘ方向样条节点的优
化选取。

３　仿真实验与结果分析

飞行器的真实轨迹参数由动力学方程［１５］积

·１２１·
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分产生，时长为９４ｓ，轨迹中含有一个级间段，位
于３３４ｓ附近。由９台连续波雷达（测元为距离
和径向速度）和４台光学设备（测元为方位角和
俯仰角）对飞行器跟踪测量，仿真测量数据由测

量真值加随机误差构成，其中，连续波雷达的测距

精度为８３ｍ，测速精度为００５ｍ／ｓ，光学设备方
位角和俯仰角的测量精度都为５″。设置两个不完
全测量场景：场景１的不完全测量段落为４５ｓ—７５ｓ
的轨迹平稳段，该时间段只有２台连续波雷达的
２个距离和２个径向速度测元，其余时间所有设
备的测量数据完好；场景２的不完全测量段落也
是４５ｓ—７５ｓ，该时间段只有１台光学设备的１个
俯仰角和１个方位角测元。

采用５阶 Ｂ样条函数表示轨迹参数，利用
２１节中的节点加密方法确定 ｘ、ｙ和 ｚ三个方向
遥测轨迹的初始样条节点，拟合误差门限取为

σ１＝０１ｍ，σ２＝００５ｍ／ｓ，不完全测量段落的初
始节点距取为０２ｓ，其余段落的初始节点距取为
１ｓ。经过３～４次节点加密即可使拟合误差小于
门限值，ｘ、ｙ和ｚ三个方向加密后的内节点数分别
为２３７、２３９和２１３。图２和图３给出了 ｘ方向初
始样条节点的分布以及位置、速度的拟合误差，可

见，节点加密部分主要位于级间段，节点加密后的

拟合误差满足门限设置要求。

图２　ｘ方向的初始样条节点和位置拟合误差
Ｆｉｇ．２　Ｉｎｉｔｉａｌｋｎｏｔｓｏｆｓｐｌｉｎｅａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｅｒｒｏｒｓｏｆ

ｐｏｓｉｔｉｏｎｆｏｒｘｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

由不完全测量段落（４５ｓ—７５ｓ）的初始样条
节点建立稀疏优化模型，模型中的拟合误差门限

取为δ１＝０１ｍ，δ２＝００５ｍ／ｓ，利用 ＣＶＸ凸优化
程序包［１６］对模型进行求解，ｘ、ｙ和 ｚ三个方向剔
除节点的 Ｃθ阈值都取为１Ｅ－５，三个方向上优
化后的样条内节点数分别为９５、９６和６２，明显少
于初始内节点数。图４和图５为ｘ方向稀疏优化
后的样条节点分布以及位置、速度的拟合误差，可

以看出，不完全测量段落的样条节点分布稀疏，拟

合误差未超出门限。

图３　ｘ方向的初始样条节点和速度拟合误差
Ｆｉｇ．３　Ｉｎｉｔｉａｌｋｎｏｔｓｏｆｓｐｌｉｎｅａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｅｒｒｏｒｓｏｆ

ｖｅｌｏｃｉｔｙｆｏｒｘｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

图４　ｘ方向的优化样条节点和位置拟合误差
Ｆｉｇ．４　Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄｋｎｏｔｓｏｆｓｐｌｉｎｅａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｅｒｒｏｒｓｏｆ

ｐｏｓｉｔｉｏｎｆｏｒｘｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

图５　ｘ方向的优化样条节点和速度拟合误差
Ｆｉｇ．５　Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄｋｎｏｔｓｏｆｓｐｌｉｎｅａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｅｒｒｏｒｓｏｆ

ｖｅｌｏｃｉｔｙｆｏｒｘｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

利用上述稀疏优化后的样条节点结合测量数

据估计轨迹参数。将本文方法的估计结果与文

献［５］提出的基于轨迹动力特征的估计方法（方
法１）、基于多项式模型的估计方法（方法２）进行
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比较，其中，方法２采用三个多项式表示 ｘ、ｙ和 ｚ
三个方向的轨迹参数，由测量数据优化求解多项

式系数，用以确定不完全测量段落的轨迹参数，方

法２在完全测量段落的估计方法与方法１相同。
图６和图７分别是场景１位置和速度估计误

差的对比图，可以看出，本文方法在不完全测量段

落对轨迹参数的估计精度相对方法１和方法２都
有大幅度的提高，方法１在不完全测量段落的位
置和速度平均误差分别为１３３ｍ和０２４０ｍ／ｓ，
方法２的平均误差为３９１ｍ和０５７３ｍ／ｓ，而本
文方法的平均误差只有０３８ｍ和００６７ｍ／ｓ。场
景２位置和速度估计误差的对比见图８和图９，
可见，本文方法相对方法１和方法２仍然能够大
幅度提高不完全测量段落的轨迹参数估计精度，

本文方法在不完全测量段落的位置和速度平均误

差为０７４ｍ和０１１７ｍ／ｓ，而方法１的平均误差
达到了２７３ｍ和０４７１ｍ／ｓ，方法２的平均误差
达到了５７４ｍ和０８２３ｍ／ｓ。本文方法、方法１
和方法２在不完全测量段落待估参数的数量分别
为１７、２９和２０。本文方法相对方法１能够提高
估计精度，是因为通过样条节点的稀疏优化大幅

图６　场景１位置估计误差
Ｆｉｇ．６　Ｅｒｒｏｒｓｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎｅｓｔｉｍａｔｅｓｉｎｓｃｅｎａｒｉｏ１

图７　场景１速度估计误差
Ｆｉｇ．７　Ｅｒｒｏｒｓｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｅｓｔｉｍａｔｅｓｉｎｓｃｅｎａｒｉｏ１

度减少了待估参数的数量，缓解了模型的病态性；

方法２待估参数的数量虽然也较少，但用多项式
表示轨迹参数引入了较大的截断误差，估计精度

低。场景２的估计误差相对场景１较大，这是由
于场景２在不完全测量段落的测量数据数量比场
景１更少。

图８　场景２位置估计误差
Ｆｉｇ．８　Ｅｒｒｏｒｓｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎｅｓｔｉｍａｔｅｓｉｎｓｃｅｎａｒｉｏ２

图９　场景２速度估计误差
Ｆｉｇ．９　Ｅｒｒｏｒｓｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｅｓｔｉｍａｔｅｓｉｎｓｃｅｎａｒｉｏ２

４　结论

研究不完全测量条件下的飞行器轨迹参数估

计问题，提出了一种基于稀疏优化的轨迹参数估

计新方法。利用 Ｂ样条函数给出轨迹参数的稀
疏表示，建立了估计轨迹参数的寻优模型；依据样

条函数高阶导数在节点处的不连续性，将表示样

条的节点划分为有效节点和无效节点两类，模型

待估参数的数量取决于有效节点的数量；采用稀

疏优化方法最大限度压缩样条的有效节点数，从

而减少待估参数的数量，改善模型的病态性。仿

真结果表明，在不完全测量段落，稀疏优化方法相

对已有的基于轨迹动力特征的估计方法能够大幅

度提高轨迹参数的估计精度。本文的方法没有考

虑测量设备的系统误差，下一步将研究不完全测

·３２１·
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量条件下的轨迹参数和系统误差的联合估计方

法，实现系统误差自校准。
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