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具有坐标耦合和处理时滞的二阶离散多智能体系统的一致性


聂　芬，段晓君，刘易成
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摘　要：根据系统的拓扑结构、离散步长和旋转矩阵的旋转角，确定系统的渐近行为，给出多智能体系统
达成二阶一致性的充要条件。证明了当０是拉普拉斯矩阵的一个简单特征值且离散步长、旋转角小于由代数
方程确定的临界值时，会出现渐近一致性。数值模拟结果证明理论结果的正确性。设计了特征参数影响二

阶一致性的相关案例，说明特征参数相关结论可为控制理论的一致收敛分析提供重要判据和理论支撑。
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　　近年来，生物科学、信息科学、系统与控制科
学等多个领域的研究者们都在关注多智能体系统

如何合作和协调，一致性问题作为多智能体系统

之间合作协调的基础，越来越受到研究者们的关

注。在过去十年中，广泛研究了二阶多智能体系

统的一致性问题。对于连续系统，Ｒｅｎ等［１］提出

了二阶一致性协议，得到系统在具有固定拓扑和

交换拓扑下一致性的充分条件。Ｘｉｅ等［２］解决了

二阶系统在无向图具有固定拓扑和切换拓扑时的

平均一致性问题。Ｙｕ等［３］、Ｚｈｕ等［４］建立了一致

性协议充要条件。对时滞二阶系统，Ｙｕ等［５］讨论

了不需要速度测量的具有位置伴随跟过去位置伴

随控制的一致性，得到系统无时滞不能一致，在选

择合适的时滞可以促成一致性的结论。Ｈｏｕ等［６］

讨论了一类二阶系统，得到无时滞时系统一致的

充要条件，以及系统达成一致能容忍的最大时滞。

系统邻接图具有有向生成树时，具有空间坐标耦

合的系统一致性问题得到解决［７］。刘易成等［８］

讨论了具有位置伴随和速度伴随的二阶多智能体

系统的三种集群模式。在控制系统中，通常情况

下，智能体无法随时获取测量数据，通常会定期更

新信息。因此，对离散系统的研究显得尤为重要。

Ｚｈａｎｇ等［９］研究了一类二阶离散多智能体系统，

得到系统在固定拓扑和带马尔可夫切换拓扑时，

系统二阶一致性的充要条件。Ｌｉｎ等［１０］通过模型

变换和应用非负矩阵的性质，在一定假设条件下，

只要邻接图的并集具有有向生成树，系统可以容

忍任意有界时间延迟，得到了系统二阶一致性的

充分条件。Ｘｉｅ等［１１］利用双线性变换，将二阶离

散时间多智能体系统的一致性问题转化为多项式

的Ｓｃｈｕｒ稳定性问题，得到系统二阶一致性成立
的充要条件。具有时变拓扑和时变时滞的一致性
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问题得到了解决［１２］，对有限传输时滞的离散系

统，有限的传输时滞不影响离散二阶一致性［１３］。

Ｃａｏ等［１４］得到了系统具有固定有向拓扑和无向

拓扑时的一致性结果。具有坐标耦合的一致性问

题，在选取合适采样周期、阻尼因子和旋转角，可

实现不同的集群运动［１５］。更多参考多智能体系

统的一致性研究见随机网络拓扑［１６－１７］、非线性系

统［１８－２０］、有限时间［１８，２１－２２］、数据采样［２３－２５］等方

面的研究。旋转矩阵应用于一致性的研究很少，

旋转矩阵在航天器姿态问题以及机器人技术等

多个方面有着重要的应用，因此研究坐标耦合

的多智能体系统的一致性具有重要的理论价值

及实际应用价值。本文在以上基础上，通过引

入时滞，从连续系统出发，研究了一类具有坐标

耦合和处理时滞的二阶离散多智能体系统的一

致性，给出了在上一时刻位移伴随和速度伴随

的共同作用下，得到具有空间坐标耦合的集群

系统的二阶一致性的充要条件并进行了证明。

针对旋转角和离散步长等特征参数临界性与

一致性收敛分析的关系，设计案例进行了验

证，本文证明结论可为一致性分析提供重要

判据。

１　处理时滞的离散二阶模型

本文考虑ｎ个智能体组成的二阶连续系统：
ｒｉ（ｔ）＝ｖｉ（ｔ）

ｖｉ（ｔ）＝ｕｉ（ｔ{ ）
　ｉ＝１，…，ｎ （１）

其中：ｒｉ（ｔ），ｖｉ（ｔ）∈ＲＲ
３代表ｔ时刻智能体ｉ的位置

和速度；ｕｉ（ｔ）∈ＲＲ
３代表控制输入。对系统（１）设

计控制输入：

ｕｉ（ｔ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＣ［ｘｊ（ｔ－τＰ－τＴ）－ｘｉ（ｔ－τＰ）］＋

γ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＣ［ｖｊ（ｔ－τＰ－τＴ）－ｖｉ（ｔ－τＰ）］

（２）
其中

Ｃ＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
０ ｓｉｎθ ｃｏｓ







θ

τＰ是处理时滞（智能体处理数据的时间），τＴ是传
输时滞（信息从智能体传至另一个智能体的时

间）。为了规范化处理时滞，令 ｔ＝τＰｓ，Ｒｉ（ｓ）＝
ｘｉ（τｐｓ），Ｖｉ（ｓ）＝ｖｉ（τｐｓ），系统（１）约束控制输入
式（２）得到以下形式：

Ｒ·ｉ（ｓ）＝τＰＶｉ（ｓ）

Ｖ·ｉ（ｓ）＝τＰ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＣＲｊｓ－１－

τＴ
τ( )
Ｐ

－Ｒｉ（ｓ－１[ ]）＋

　　　γτＰ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＣＶｊｓ－１－

τＴ
τ( )
Ｐ

－Ｖｉ（ｓ－１[ ]











 ）

（３）
得到式（３）的离散形式：
Ｒｉ（ｋ＋１）＝Ｒｉ（ｋ）＋ＴτＰＶｉ（ｋ）

Ｖｉ（ｋ＋１）＝Ｖｉ（ｋ）＋ＴτＰ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＣＲｊ

　
　
ｋ([ －

　　１－
τＴ
τ)
Ｐ

－Ｒｉ（ｋ－１ ]）＋

　　ＴτＰγ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＣＶｊ ｋ－１－

τＴ
τ( )
Ｐ

－Ｖｉ（ｋ－１[ ]













 ）

（４）
其中：Ｒｉ（ｋ） ＝ ［ｘｉ（ｋ），ｙｉ（ｋ），ｚｉ（ｋ）］

Ｔ ∈ ＲＲ３；
Ｖｉ（ｋ）＝［ｖｘｉ（ｋ），ｖｙｉ（ｋ），ｖｚｉ（ｋ）］

Ｔ∈ ＲＲ３，ｉ＝１，
２，…，ｎ，ｋ＝１，２，…；Ｔ为离散步长。在现代通信
条件下，处理时滞远远大于传输时滞，即τＰτＴ，
在本文工作中，忽略传输时滞，仅考虑处理时滞，

也就是在式（４）中令τｐ＝τ≠０，τＴ＝０，得到以下
系统：

Ｒｉ（ｋ＋１）＝Ｒｉ（ｋ）＋ＴτＰＶｉ（ｋ）

Ｖｉ（ｋ＋１）＝Ｖｉ（ｋ）＋ＴτＰ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＣＲｊ（

　
　
ｋ[ －

　　１）－　
　
Ｒｉ（ｋ－１ ]）＋

　　ＴτＰγ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＣ［Ｖｊ（ｋ－１）－Ｖｉ（ｋ－１）















］

（５）

其中：初值为Ｒｉ（０）＝Ｒ
０
ｉ，Ｖｉ（０）＝Ｖ

０
ｉ和Ｒｉ（－１）＝

Ｒ－１ｉ，Ｖｉ（－１）＝Ｖ
－１
ｉ，Ｒｉ∈ＲＲ

３代表第ｉ个智能体在
空间中的位置，Ｖｉ∈ ＲＲ

３代表其速度；常数ａｉｊ≥０
表示智能体 ｊ对智能体 ｉ的作用强度；Ｒｊ（ｋ）－
Ｒｉ（ｋ）和Ｖｊ（ｋ）－Ｖｉ（ｋ）分别表示位移伴随项和
速度伴随项；γ＞０用来控制系统对速度伴随项
的依赖程度；τ表示智能体处理数据的延迟。

为描述多智能体系统最终形成的样式，首先

给出如下定义。

定义　对任意的初始值Ｒｉ（０）＝Ｒ
０
ｉ，Ｖｉ（０）＝

Ｖ０ｉ和Ｒｉ（－１）＝Ｒ
－１
ｉ，Ｖｉ（－１）＝Ｖ

－１
ｉ，如果式（５）

的解｛Ｒｉ（ｋ），Ｖｉ（ｋ）｝满足：
ｌｉｍ
ｋ→＋∞

Ｒｊ（ｋ）－Ｒｉ（ｋ） ＝０

ｌｉｍ
ｋ→＋∞

Ｖｊ（ｋ）－Ｖｉ（ｋ） ＝
{ ０

ｉ，ｊ＝１，２…，ｎ

则称多智能体系统式（５）二阶一致性达成。

·７７１·
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先给出后面会用到的基本概念和引理。

Ｇ＝（Ｖ，Ｅ，Ａ）是由ｎ个节点组成的有限非空
集合Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝上的有向图，ＥＶ×Ｖ是
边集，边ｅｉｊ＝（ｖｊ，ｖｉ）∈Ｅ意味着节点ｖｉ可以接受
ｖｊ节点的信息。Ａ是加权邻接矩阵，Ａ＝［ａｉｊ］ｎ×ｎ
定义为ａｉｊ≠０，如果ｅｉｊ∈Ｅ，ａｉｊ＝０；如果ｅｉｊＥ，
进一步ａｉｉ＝０对所有ｉ成立。那么，多智能体系统
的拓扑结构将由其对应的有向图Ｇ完全决定。记
拉普拉斯矩阵 Ｌ＝Ｄ－Ａ，其中 Ｄ ＝ｄｉａｇ｛ｃ１，

ｃ２，…，ｃｎ｝，ｃｉ＝∑ｊ≠ｉ
ａｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｎ。

对于拉普拉斯矩阵的性质，可以总结为以下

引理。

引理１［２５］　若Ｌ为有向图Ｇ对应的拉普拉斯
矩阵，则有向图Ｇ具有有向生成树，当且仅当０是
矩阵Ｌ的单根，并且非零特征值均具有正的实部。
此外，存在各分量非负的 ｐ∈ＲＲｎ使得 ｐＴＬ＝０，
ｐＴ１ｎ＝１，且Ｌ１ｎ＝０。即 ｐ与１ｎ分别为矩阵 Ｌ的
零特征值所对应的左特征向量与右特征向量。

对于三维空间中的旋转矩阵 Ｃ∈ＲＲ３×３，若已

知其旋转轴和旋转角分别为 ａ＝［ａ１，ａ２，ａ３］
Ｔ及

θ∈［０，２π），以下引理给出旋转矩阵 Ｃ的特征值
和对应的特征向量的关系。

引理２［８］　已知旋转矩阵Ｃ∈ＲＲ３×３的旋转轴

为ａ（不妨设ａ为单位向量），旋转角为θ，则Ｃ的
三个特征值分别为 β１＝１，β２＝ｅ

ｉθ，β３＝ｅ
－ｉθ。当

ａ２，ａ３不全为零时，可选取 Ｃ的右特征向量为
κ１＝ａ，κ２＝［ａ

２
２＋ａ

２
３，－ａ１ａ２＋ａ３ｉ，－ａ１ａ３ａ２ｉ］

Ｔ，

κ３＝珔κ２，左特征向量为 ρ１＝κ１，ρ２＝珔κ２／κ２
２，其

中ρ３＝珔κ３／κ３
２，ｉ＝ －槡 １为虚数单位，·表示复

数的共轭，从而有κＴｌρｌ＝１，ｌ＝１，２，３。

２　一致性理论判据及分析

本节将通过矩阵特征值分析的方法构建多智

能体系统式（５）的二阶一致性判据。
记Ｒ（ｋ）＝［Ｒ１（ｋ），Ｒ２（ｋ），…，Ｒｎ（ｋ）］

Ｔ，

Ｖ（ｋ）＝［Ｖ１（ｋ），Ｖ２（ｋ），…，Ｖｎ（ｋ）］
Ｔ，可将多智

能体系统式（５）化为矩阵形式：

Ｒ（ｋ＋１）
Ｖ（ｋ＋１[ ]） ＝

Ｉ３ｎ ＴτＩ３ｎ
０３ｎ Ｉ３[ ]

ｎ

Ｒ（ｋ）
Ｖ（ｋ[ ]） ＋

０３ｎ ０３ｎ
－ＴτＬＣ －γＴτＬ[ ]Ｃ

Ｒ（ｋ－１）
Ｖ（ｋ－１[ ]）

令Ｚ（ｋ）＝［Ｒ（ｋ）Ｔ，Ｒ（ｋ－１）Ｔ，Ｖ（ｋ）Ｔ，
Ｖ（ｋ－１）Ｔ］Ｔ，将多智能体系统式（５）化为矩阵
形式：

Ｚ（ｋ＋１）＝ＭＺ（ｋ） （６）

其中，Ｍ是一个１２ｎ×１２ｎ阶矩阵，即：

Ｍ＝

Ι３ｎ ０３ｎ ＴτΙ３ｎ ０３ｎ
Ι３ｎ ０３ｎ ０３ｎ ０３ｎ
０３ｎ －ＴτＬＣ Ι３ｎ －ＴτγＬＣ

０３ｎ ０３ｎ Ι３ｎ ０３













ｎ

（７）
此外，记

Ｒ＾（ｋ）＝［Ｒ２（ｋ）－Ｒ１（ｋ），…，Ｒｎ（ｋ）－Ｒ１（ｋ）］
Ｔ

Ｖ＾（ｋ）＝［Ｖ２（ｋ）－Ｖ１（ｋ），…，Ｖｎ（ｋ）－Ｖ１（ｋ）］
Ｔ

Ｚ＾（ｋ）＝［Ｒ＾（ｋ）Ｔ，Ｒ＾（ｋ－１）Ｔ，Ｖ＾（ｋ）Ｔ，Ｖ＾（ｋ－１）Ｔ］Ｔ

可将多智能体系统式（５）化为误差系统：

Ｚ＾（ｋ＋１）＝ＷＺ＾（ｋ） （８）
其中，Ｗ 是一个 １２（ｎ－１）×１２（ｎ－１）阶矩
阵，即：

Ｗ＝

Ｉ３（ｎ－１） ０３（ｎ－１） ＴτＩ３（ｎ－１） ０３（ｎ－１）
Ｉ３（ｎ－１） ０３（ｎ－１） ０３（ｎ－１） ０３（ｎ－１）
０３（ｎ－１） －Ｔτ珘ＬＣ Ｉ３（ｎ－１） －Ｔτγ珘ＬＣ

０３（ｎ－１） ０３（ｎ－１） Ｉ３（ｎ－１） ０３（ｎ－１













）

其中

珘Ｌ＝

ｌ２２－ｌ１２ … ｌ２ｎ－ｌ１ｎ
  

ｌｎ２－ｌ１２ … ｌｎｎ－ｌ１









ｎ

系统式（６）达成二阶一致性当且仅当系统式（８）
是渐进稳定的。

引理３　矩阵 Ｍ如式（７）所定义，则０是拉
普拉斯矩阵Ｌ的单根，当且仅当１是矩阵 Ｍ的６
重根。

证明：计算矩阵Ｍ的特征方程，则
　ｄｅｔ（λＩ１２ｎ－Ｍ）

＝

（λ－１）Ｉ３ｎ ０３ｎ －ＴτＩ３ｎ ０３ｎ
－Ｉ３ｎ λＩ３ｎ ０３ｎ ０３ｎ
０３ｎ ＴτＬＣ （λ－１）Ｉ３ｎ ＴτγＬＣ

０３ｎ ０３ｎ －Ｉ３ｎ λＩ３













ｎ

＝∏
ｎ

ｉ＝１
∏
３

ｊ＝１
λ［λ３－２λ２＋λ（１＋Ｔτγｕｉｃｊ）－

　Ｔτγｕｉｃｊ＋Ｔ
２τ２ｕｉｃｊ］＝∏

ｎ

ｉ＝１
∏
３

ｊ＝１
ｍｉｊ（λ）＝０

当ｉ＝１时，ｕ１ ＝０为矩阵Ｌ的单根，则

∏
３

ｊ＝１
ｍ１ｊ（λ）＝∏

３

ｊ＝１
λ２（λ－１）２ ＝０

可知λ＝０，１是特征方程的６重根。反过来，
当λ＝１是特征方程的６重根，则

ｍｉｊ（１）＝Ｔ
２τ２ｕｉｃｊ＝０

由于Ｔ，τ，ｃｊ≠０，故 ｕｉ＝０为矩阵 Ｌ的根，由

·８７１·
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充分性可知，ｕｉ＝０为矩阵Ｌ的单根。 □
引理４　降阶拉普拉斯矩阵 珘Ｌ的特征值包括

拉普拉斯矩阵 Ｌ除 ０以外的所有特征值，进一
步，矩阵Ｍ比矩阵Ｗ多６个１特征值和６个０特
征值。

证明：引理的第一部分根据文献［９］引理 １
可得，由引理３可知，

ｄｅｔ（λＩ１２ｎ－Ｍ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
∏
３

ｊ＝１
λ［λ３－２λ２＋

　　λ（１＋Ｔτγｕｉｃｊ）－Ｔτγｕｉｃｊ＋Ｔ
２τ２ｕｉｃｊ］＝０

ｄｅｔ（λＩ１２（ｎ－１）－Ｗ）＝∏
ｎ

ｉ＝２
∏
３

ｊ＝１
λ［λ３－２λ２＋

　　λ（１＋Ｔτγ珘ｕｉｃｊ）－Ｔτγ珘ｕｉｃｊ＋Ｔ
２τ２珘ｕｉｃｊ］＝













０

（９）
其中，珘ｕｉ（ｉ＝２，…ｎ），ｕｉ（ｉ＝１，２，…ｎ）是矩阵 珘Ｌ和
矩阵Ｌ的特征值，由引理３的讨论可知，矩阵 Ｍ
比矩阵Ｗ多６个１特征值和６个０特征值。 □

引理５　若０是拉普拉斯矩阵Ｌ的单根，则０
是矩阵ＬＣ的３重根，１是矩阵 Ｍ代数重数为
６，几何重数为３的特征值，１特征值相应的右特
征向量和广义右特征向量分别为：

σｌ１＝（１
Ｔ
ｎξ

Ｔ
ｌ，１

Ｔ
ｎξ

Ｔ
ｌ，０

Ｔ
ｎξ

Ｔ
ｌ，０

Ｔ
ｎξ

Ｔ
ｌ）
Ｔ

和

σｌ２＝（０
Ｔ
ｎξ

Ｔ
ｌ，－１

Ｔ
ｎξ

Ｔ
ｌ，１

Ｔ
ｎξ

Ｔ
ｌ，１

Ｔ
ｎξ

Ｔ
ｌ）
Ｔ

１特征值相应的广义左特征向量和左特征向
量分别为：

ηｌ１＝（ｐ
ＴζＴｌ，０

Ｔ
ｎζ

Ｔ
ｌ，０

Ｔ
ｎζ

Ｔ
ｌ，０

Ｔ
ｎζ

Ｔ
ｌ）
Ｔ

ηｌ２＝（０
Ｔ
ｎζ

Ｔ
ｌ，０

Ｔ
ｎζ

Ｔ
ｌ，ｐ

ＴζＴｌ，０
Ｔ
ｎζ

Ｔ
ｌ）
Ｔ

其中，ｌ＝１，２，３。
证明：由克罗克内积性质可知，若０是拉普拉

斯矩阵Ｌ的单根，则０是矩阵ＬＣ的３重根，由
引理４可知，１是矩阵Ｍ的特征值，代数重数为６。

假设ｗ＝（ｗＴａ，ｗ
Ｔ
ｂ，ｗ

Ｔ
ｃ，ｗ

Ｔ
ｄ）
Ｔ是矩阵Ｍ的１特

征值的右特征向量，则下式成立：

Ｍｗ＝

ｗａ
ｗｂ
ｗｃ
ｗ













ｄ

＝

Ｉ３ｎ ０３ｎ ＴτＩ３ｎ ０３ｎ
Ｉ３ｎ ０３ｎ ０３ｎ ０３ｎ
０３ｎ －ＴτＬＣ Ｉ３ｎ －ＴτγＬＣ

０３ｎ ０３ｎ Ｉ３ｎ ０３













ｎ

ｗａ
ｗｂ
ｗｃ
ｗ













ｄ

可得：ｗａ＋Ｔτｗｃ＝ｗａ；ｗａ＝ｗｂ；－ＴτＬＣｗｂ＋ｗｃ－
ＴτγＬＣｗｄ＝ｗｃ；ｗｃ＝ｗｄ。

易知ｗｃ＝ｗｄ＝０和 －ＴτＬＣｗｂ＝０，由此可知，
ｗａ＝ｗｂ一定是 ＬＣ的右特征向量，所以１特征
值的几何重数为３，且 ｗ＝（１Ｔｎξ

Ｔ
ｌ，１

Ｔ
ｎξ

Ｔ
ｌ，０

Ｔ
ｎ

ξＴｌ，０
Ｔ
ｎξ

Ｔ
ｌ）
Ｔ。

假设珚ｗ是矩阵Ｍ的１特征值的广义右特征
向量，则 Ｍ珚ｗ＝ｗ，直接计算可得 珚ｗ＝（０Ｔｎξ

Ｔ
ｌ，

－１Ｔｎξ
Ｔ
ｌ，１

Ｔ
ｎξ

Ｔ
ｌ，１

Ｔ
ｎξ

Ｔ
ｌ）
Ｔ。同理可得矩阵Ｍ的

１特征值的左特征向量和广义左特征向量。 □
接下来，需要一个三阶复系数方程

ｘ３＋ｃ１ｘ
２＋ｃ２ｘ＋ｃ３＝０ （１０）

稳定的判据，其中ｃｉ＝ａｉ＋ｂｉｉ，ａｉ，ｂｉ∈ＲＲ，ｉ＝１，２，３。
引理６［２６］　方程（１０）的所有根具有负实部，当

且仅当ａ１＞０，Ｂ１＝ａ
２
１ａ２－ａ１ａ３＋ｂ２（ａ１ｂ１－ｂ２）＞０，

Ｂ２＝ａ３Ｂ
２
１＋ｂ２ＨＢ１－ａ１Ｈ

２＞０，其中 Ｈ＝ａ２１ｂ３－
ａ１ａ３ｂ１＋ａ３ｂ２。

定理１　系统式（５）达成二阶一致性，当且仅
当矩阵Ｍ的１特征值代数重数是６，几何重数是
３，矩阵Ｍ的其余特征值在单位圆内，特别地，如
果二阶一致性达成，则有下式成立：

ｌｉｍ
ｋ→＋∞

Ｒｉ（ｋ）－（Ｒ∞ ＋ｋＶ∞） ＝０

ｌｉｍ
ｋ→＋∞

Ｖｉ（ｋ）－Ｖ∞ ＝０，ｉ＝１，２，…{ ｎ

其中，Ｒ∞ ＝（ｐ
ＴＩ３）Ｒ（０），Ｖ∞ ＝（ｐ

ＴＩ３）Ｖ（０），
ｐ＝（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）

Ｔ是拉普拉斯矩阵 Ｌ的０特征
值的左特征向量，且满足 ｐｉ≥０，ｉ＝１，２，…ｎ，
ｐＴ１ｎ＝１。

证明（充分性）：由引理５，存在一个非奇异矩
阵Ｐ∈ＲＲ１２ｎ×１２ｎ使得：

Ｂ＝Ｐ－１ＭＰ＝

１ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０





















Ｊ

其中，Ｊ是由矩阵 Ｍ除１以外的特征值组成的约
当块。所以ｌｉｍ

ｋ→∞
Ｊｋ＝０，由引理５可知，Ｐ的前６列

为σ１１，σ２１，σ１２，σ２２，σ１３，σ２３，Ｐ
－１的前６行为 η２１，

η１１，η２２，η１２，η２３，η１３，直接计算可得：

Ｐ－１ＢｋＰ＝∑
３

ｌ＝１
σｌ１η

Ｔ
ｌ１＋ｋσｌ１η

Ｔ
ｌ２＋σｌ２η

Ｔ
ｌ２

＝∑
３

ｌ＝１

１Ｔｎｐ
Ｔκｌρｌ ０ ｋ１Ｔｎｐ

Ｔκｌρｌ ０

１Ｔｎｐ
Ｔκｌρｌ ０ （ｋ－１）１Ｔｎｐ

Ｔκｌρｌ ０

０ ０ １Ｔｎｐ
Ｔκｌρｌ ０

０ ０ １Ｔｎｐ
Ｔκｌρｌ













０

·９７１·
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＝

１Ｔｎｐ
Ｔ ０ ｋ１Ｔｎｐ

Ｔ ０

１Ｔｎｐ
Ｔ ０ （ｋ－１）１Ｔｎｐ

Ｔ ０

０ ０ １Ｔｎｐ
Ｔ ０

０ ０ １Ｔｎｐ
Ｔ













０

Ｉ３

所以

ｌｉｍ
ｋ→＋∞
Ｚ（ｋ）＝ｌｉｍ

ｋ→＋∞
ＭｋＺ（０）＝ｌｉｍ

ｋ→＋∞
Ｐ－１ＢｋＰＺ（０）

即

Ｒ（ｋ）＝（１Ｔｎｐ
ＴＩ３）Ｒ（０）＋ｋ（１

Ｔ
ｎｐ
ＴＩ３）Ｖ（０）

Ｖ（ｋ）＝（１Ｔｎｐ
ＴＩ３）Ｖ（０）

（必要性）通过反证法来证明，假设矩阵 Ｍ
的１特征值代数重数为６，几何重数为３，矩阵 Ｍ
的其余特征值在单位圆内这一条件不满足。由于

矩阵 Ｌ至少有一个０特征值，由引理３，矩阵 Ｍ
至少有６个１特征值，代数重数为６，几何重数为
３，所以，有以下三种情况需要讨论：

第一种情况：矩阵Ｍ的１特征值代数重数是
６，几何重数是３，存在至少一个特征值不在单位
圆内；

第二种情况：矩阵Ｍ的１特征值代数重数大
于６，其余特征值均在单位圆内；

第三种情况：矩阵Ｍ的１特征值代数重数大
于６，还至少存在一个１特征值不在单位圆内。

对第一种情况，由引理４，若矩阵 Ｍ有一个
特征值不在单位圆内，则矩阵Ｗ也有一个特征值
不在单位圆内，系统式（８）的渐进稳定性不能达
成，系统式（６）的二阶一致性不能达成，与已知矛
盾。同样可以证明第二、三种情况。 □

定理１中的代数条件不容易被验证。对于一
个给定的网络结构，提出了如下选择定理来选择

适当的控制参数和离散步长，确保达成二阶一

致性。

定理２　令 Ｔ，τ＞０，系统式（５）达成二阶一
致性，当且仅当有向图 Ｇ具有有向生成树，同时
满足以下条件：

Ａｉ（Ｔ，τ，γ）＝γ－
３Ｔτ
２＞０

Ｂｉ（Ｔ，τ，γ，θ）＝ａ
２
１ａ２－ａ１（３ａ１＋ａ２＋５）－ｂ

２
２＞０

Ｃｉ（Ｔ，τ，γ，θ）＝（３ａ１＋ａ２＋５）Ｂ
２＋ｂ２ＨＢ－ａＨ

２










＞０

（１１）

其中，ｉ＝２，３，…，ｎ，ａ１＝
２γ
Ｔτ
－３，ａ２＝－

４γ
Ｔτ
＋３＋

４ｃｏｓ（ａｒｇ（ｕｉ）＋θ）
Ｔ２τ２ ｕｉ

，ｂ２ ＝
４ｓｉｎ（ａｒｇ（ｕｉ）＋θ）
Ｔ２τ２ ｕｉ

，Ｈ＝

ａ２１ｂ２－（３ａ１＋ａ２＋５）ｂ２。

证明（充分性）：若系统式（５）能达成二阶一
致性，由定理１可知，矩阵 Ｍ的１特征值代数重
数为６，几何重数为３，其余特征值均在单位圆内，
由引理３，拉普拉斯矩阵Ｌ的０特征值为单根，也
就是说，有向图Ｇ具有有向生成树。

由式（９）可知，０是矩阵Ｗ的特征值，对剩余

的特征多项式应用双线性变换 ｓ＝λ＋１
λ－１

，令 Ｘ＝

Ｔ２τ２ｕｉｃｊ，得到新的多项式为：

ｆｉ（ｓ）＝（λ－１）
３ λ＋１
λ( )－１

３

－２λ＋１λ( )－１
２

[ ＋

　　　λ１＋ＸγＴ( )τ －ＸγＴτ＋ ]Ｘ
＝λ３Ｘ＋λ２ ２ＸγＴτ

－３( )Ｘ ＋ｓ４－４ＸγＴτ＋３( )Ｘ ＋４＋２ＸγＴτ－Ｘ
定义

φ（ｓ）＝
ｆｉ（ｓ）
Ｘ ＝ｓ３＋ｓ２ ２γＴτ( )－３ ＋

ｓ４Ｘ－
４γ
Ｔτ( )＋３ ＋４Ｘ＋

２γ
Ｔτ
－１ （１２）

由双线性函数的性质可知，式（９）所有的根
在单位圆内，当且仅当式（１２）的所有根具有负实
部对ｉ＝２，３，…，ｎ成立，由（１２）式可知：ａ１＋ｂ１ｉ＝
２γ
Ｔτ
－３，ａ２ ＋ｂ２ｉ＝

４
Ｘ－

４γ
Ｔτ
＋３，ａ３ ＋ｂ３ｉ＝

４
Ｘ＋

２γ
Ｔτ
－１。　

固定ｉ，容易得到：

ａ１＝
２γ
Ｔτ
－３，ｂ１＝０，ａ２＝Ｒｅ

４( )Ｘ －４γＴτ
＋３＝－４γＴτ

＋

３＋
４ｃｏｓ（ａｒｇ（ｕｉ）＋θ）

Ｔ２τ２ ｕｉ
，ｂ２ ＝ｂ３ ＝Ｉｍ

４( )Ｘ ＝

４ｓｉｎ（ａｒｇ（ｕｉ）＋θ）
Ｔ２τ２ ｕｉ

，ａ３＝Ｒｅ
４( )Ｘ ＋２γＴτ

－１＝２γＴτ
－

１＋
４ｃｏｓ（ａｒｇ（ｕｉ）＋θ）

Ｔ２τ２ ｕｉ
＝３ａ１＋ａ２＋５。

由引理４，式（１２）所有根具有负实部对ｉ＝２，
３，…，ｎ，当且仅当条件式（１１）成立，所以充分性
成立。

（必要性）若条件式（１１）成立，式（１２）的所
有根在单位圆内对 ｉ＝２，３，…，ｎ成立，由引理４
可知，矩阵Ｍ的特征值除０和１以外，都在单位
圆内。此外，由于有向图 Ｇ具有有向生成树，可
知拉普拉斯矩阵 Ｌ的特征值０是单根，由引理３
可知，矩阵Ｍ的１特征值的代数重数是６，几何重
数是３，由定理１可知，系统式（５）会达成二阶一
致性。 □

·０８１·
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３　算例

本节通过数值模拟验证本文的主要结论，并

对结论的应用场景进行分析。

例１　假设智能体数 ｎ＝４，反映系统结构的
拉普拉斯矩阵Ｌ选取为如下形式：

Ｌ＝

１．５ ０ －１．１ －０．４
－１．２ １．２ ０ ０
－０．１ －０．５ ０．６ ０











－１ ０ ０ １

．

初始位置Ｒ（０）和初始速度Ｖ（０）选取如下：
Ｒ（０）＝（４，２，９，１，４，１，３，４，６，３，６，７）
Ｖ（０）＝（７，８，７，４，７，２，７，０，３，０，１，８）
经过计算可知，矩阵 Ｌ的特征值为 ｕ１＝０，

ｕ２＝０９５２５，ｕ３＝１６７３７＋０４６９１ｉ，ｕ４＝１６７３７－
０４６９１ｉ。矩阵 Ｌ的 ０特征值的左特征向量为
（０２５０２，０１９１１，０４５８７，０１００１），由定理 １
可知，达成二阶一致性后，最终速度值为

（５７２６２，３４３９２，４３０９９）。由定理２可知，当
Ｔ＝００１，τ＝３，γ＝２，θｃ＝５７１３９３°为系统临界
值。当θ（５０°）＜θｃ（５７１３９３°）时，计算可知，当
ｉ＝２，３，４，Ａｉ（００１，３，２）＞０，Ｂｉ（００１，３，２，５０）＞
０，Ｃｉ（０．０１，３，２，５０）＞０满足条件式（１１），由定理
２可知，系统式（５）将达成二阶一致性，如图１所
示。而当θ（６０°）＞θｃ（５７１３９３°）时，通过直接计
算可知，当 ｉ＝３，Ｃ３（００１，３，２，６０）＜０不满足条
件式（１１），由定理２可知，系统式（５）发散，如图２
所示。

（ａ）ｘ轴方向速度
（ａ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｘａｘｉｓ

（ｂ）ｙ轴方向速度
（ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｙａｘｉｓ

（ｃ）ｚ轴方向速度
（ｃ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｚａｘｉｓ

图１　ｎ＝４，θ＜θｃ时的速度收敛

Ｆｉｇ．１　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｗｈｅｎｎ＝４，θ＜θｃ

（ａ）ｘ轴方向速度
（ａ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｘａｘｉｓ

·１８１·
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（ｂ）ｙ轴方向速度
（ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｙａｘｉｓ

（ｃ）ｚ轴方向速度
（ｃ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｚａｘｉｓ

图２　ｎ＝４，θ＞θｃ时的速度收敛

Ｆｉｇ．２　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｗｈｅｎｎ＝４，θ＞θｃ

　　例２　在数值模拟中假设智能体数ｎ＝３０，构建系统结构的拉普拉斯矩阵Ｌ选取为如下形式：

Ｌ＝
Ｌ１１ Ｌ１２
Ｌ２１ Ｌ[ ]

２２

Ｌ１１＝

４ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ －１ －１ ０ ０ ０ ０ ０
０ ４ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ －１
０ ０ ５ ０ ０ ０ ０ －１ ０ －１ ０ ０ －１ ０ －１
０ ０ ０ ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ６ ０ －１ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ３ －１ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ３ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ３ ０ －１ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ －１ ０ －１ ０ ０ ０ ６ ０ －１ ０ －１ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ３ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ －１
０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ３ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ３ ０









































－１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ６

Ｌ１２＝

０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
－１ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０
－１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ －１ －１ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０
－１ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０









































０ ０ ０ －１ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０

·２８１·
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Ｌ２１＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ －１ ０ ０ －１ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０
０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０
－１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ －１ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１
－１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０
０ ０ －１ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０
０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ －１ ０ －１ －１
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０















































０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０

Ｌ２２＝

２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ －１ ０ ０
０ ０ ３ ０ ０ ０ ０ －１ ０ －１ ０ －１ ０ ０ ０
０ ０ ０ ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０
－１ ０ －１ ０ ９ －１ －１ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ ０ ０ ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
－１ ０ ０ ０ ０ ０ ６ －１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ －１
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ４ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ４ ０ ０ －１ ０
－１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ５ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ５ ０ ０
０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ －１ ４ －１















































０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ３

　　初始位置和初始速度取：
Ｒ（０）＝（８，９，１，９，６，１，３，５，１０，１０，２，１０，１０，

５，８，１，４，９，８，１０，７，０，８，９，７，８，７，４，７，２，７，０，３，
０，１，８，７，３，１０，０，４，４，８，８，２，５，４，６，７，８，３，７，７，
２，１，５，１０，３，６，２，８，３，５，７，９，１０，５，１，１，３，８，３，８，
２，９，３，２，３，６，５，４，８，６，５，９，３，８，８，４，６）

Ｖ（０）＝（５，３，７，２，７，２，４，６，８，１，９，８，５，４，４，
３，５，５，８，８，６，４，８，５，４，９，９，６，６，６，２，３，５，２，８，２，
２，２，２，４，３，９，４，２，９，１０，４，１，３，４，６，３，６，７，２，１，
３，３，４，５，１，３，８，０，９，７，５，６，２，５，１０，５，５，２，５，６，
７，４，４，１０，０，９，９，８，１，３，３，７，１，７）

经过计算可知，当 ｉ＝１时，矩阵 Ｌ的特征值

ｕ１＝０，当２≤ｉ≤３０时，矩阵Ｌ的特征值Ｒｅ（ｕｉ）＞

０，系统具有有向生成树，由定理２可知，Ｔ＝００１，
τ＝３，γ＝２，θｃ＝４０５４７３°为系统临界值。当θ（４０°）＜
θｃ（４０５４７３°）时，计算可知，当 ｉ＝２，…，３０，
Ａｉ（００１，３，２）＞０，Ｂｉ（００１，３，２，４０）＞０，
Ｃｉ（００１，３，２，４０）＞０成立，由定理 ２可知，系统
式（５）将达成二阶一致性，如图３所示。假设在
执行任务的过程中，智能体７和２３损毁，导致系
统拉普拉斯矩阵第７、２３列数据全部变成０，影响
智能体１６收不到所有智能体所发的信息，破坏了
系统有向生成树的结构，即使与图３取同样的参
数值，系统式（５）仍发散，如图４所示。另外，如
果是智能体６和２２损毁，没有破坏系统有向生成
树的结构，则不影响群体的性能。取与图３同样
的参数值，系统式（５）收敛，如图５所示。

·３８１·
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（ａ）ｘ轴方向速度
（ａ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｘａｘｉｓ

（ｂ）ｙ轴方向速度
（ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｙａｘｉｓ

（ｃ）ｚ轴方向速度
（ｃ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｚａｘｉｓ

图３　ｎ＝３，θ＜θｃ时的速度收敛

Ｆｉｇ．３　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｗｈｅｎｎ＝３，θ＜θｃ

（ａ）ｘ轴方向速度
（ａ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｘａｘｉｓ

（ｂ）ｙ轴方向速度
（ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｙａｘｉｓ

（ｃ）ｚ轴方向速度
（ｃ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｚａｘｉｓ

图４　智能体７，２３损毁后的速度发散
Ｆｉｇ．４　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅｗｈｅｎａｇｅｎｔ７ａｎｄ

２３ｗｅｒｅｄａｍａｇｅｄ

·４８１·
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（ａ）ｘ轴方向速度
（ａ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｘａｘｉｓ

（ｂ）ｙ轴方向速度
（ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｙａｘｉｓ

（ｃ）ｚ轴方向速度
（ｃ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｚａｘｉｓ

图５　智能体６，２２损毁后的速度收敛
Ｆｉｇ．５　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｗｈｅｎａｇｅｎｔ６ａｎｄ

２２ｗｅｒｅｄａｍａｇｅｄ

４　结论

本文讨论了带坐标耦合和处理时滞的二阶离

散多智能体系统的一致性问题，证明了当０是拉
普拉斯矩阵的单根时，旋转角小于由代数方程确

定的临界值时，系统会出现二阶一致性；而旋转

角、离散步长大于临界值时，系统发散。本文针

对特征参数的临界值结论，可为控制领域一致收

敛分析提供理论支撑。
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