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基于非局部理论的黏弹性基体中压电纳米梁热 －机电振动特性

张大鹏，雷勇军
（国防科技大学 空天科学学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：基于非局部Ｅｕｌｅｒ梁理论和Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立黏弹性基体中压电纳米梁的热－机电振动特性分
析模型。综合考虑非局部效应、压电效应、温度场、电场等复杂因素影响，推导出黏弹性基体中压电纳米梁振

动特性分析的振动控制方程，并利用分布参数传递函数方法求解出一般边界条件下压电纳米梁的固有频率

及相应振型。以锆钛酸铅压电陶瓷－４材料制成的某压电纳米梁为例，给出了四种典型边界条件下该压电纳
米梁的前四阶固有频率，并系统分析了非局部效应、外部电压、温度载荷、黏弹性基体等因素对压电纳米梁

热－机电振动特性的影响规律。分析结果表明：所建立的振动特性分析模型及其求解方法在分析黏弹性基
体中压电纳米梁的热－机电振动特性问题中准确有效。
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　　压电纳米材料不仅具备十分独特的力电耦合
性能，可实现机械能与电能的相互转化，在力学、

电学、热学等方面也表现出许多优异特性［１］，并

在纳米发电体［２］、纳米谐振器［３］以及纳米传感

器［４］等领域展示出巨大的应用潜力。作为先进

纳米器件研制与应用过程中的关键技术之一，压

电纳米元件的振动特性研究已成为当前纳米力学

领域关注的热点之一［５－７］。

根据非局部弹性理论，Ｅｂｒａｈｉｍｉ等［８］建立了

弹性基体上功能梯度纳米梁的振动控制方程，并

分析了外部温度和湿度等环境因素对纳米梁振动

特性的影响。在此基础上，Ｅｂｒａｈｉｍｉ等［９］进一步

考虑了基体和功能梯度压电纳米梁的黏弹性特

性，系统分析了基体性能参数、温度、湿度等因素

对不同边界条件下黏弹性基体中黏弹性纳米梁的

影响情况。Ａｒａｎｉ等［１０］基于应变梯度理论和

Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹性地基模型对弹性基体中纳米梁 －
压电纳米梁组合系统的非线性振动问题进行了相

关研究。此外，Ａｎｓａｒｉ等［１１］还根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理
建立了后屈曲下压电纳米梁热－机电振动特性分
析的非局部Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型，并利用微分求积
法给出了一般边界条件下压电纳米梁的固有频

率。采用相同的理论模型与求解方法，Ｋｅ等［１２］

对压电纳米梁的热－机电振动特性问题进行了深
入研究。同时，Ｋｅ等［１３］还利用所建立的非局部

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型研究了压电纳米梁的非线性振
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动问题，并研究了非局部参数、温度载荷、外部电

压等因素对压电纳米梁非线性振动特性的影响情

况。Ｊｉａｎｇ等［１４］分析了内部残余应力、几何非线

性等对压电纳米线（ｎａｎｏｗｉｒｅ）振动特性的影响，
指出内部残余应力可在一定程度上降低纳米线的

固有频率。就目前而言，国内外相关学者在研究

基体中压电纳米元件的振动特性问题时大都将基

体简化为弹性地基模型进行分析，但由于实际工

程中涉及的多数基体为典型的黏弹性材料，采用

弹性地基模型无法准确模拟其黏弹性特性，因此

有必要针对该方面问题展开相关研究。

本文针对黏弹性基体中压电纳米梁的热－机
电振动特性问题，综合考虑非局部效应、压电效

应、温度场及电场等复杂因素影响，推导出系统的

振动控制方程，并利用传递函数方法（Ｔｒａｎｓｆｅｒ
ＦｕｎｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄ，ＴＦＭ）得到任意边界条件下压电
纳米梁的固有频率和相应振型。以锆钛酸铅压电

陶瓷 －４（ＰｉｅＺｏｅｌｅｃｔｒｉｃｃｅｒａｍｉｃＴｒａｎｓｄｕｃｅｒ－４，
ＰＺＴ－４）材料制成的某压电纳米梁为例，通过与
相关文献结果进行对比分析，验证了所建分析模

型与求解方法的有效性，并在此基础上系统分析

了非局部效应、外部电压、温度载荷、黏弹性基体

等因素对压电纳米梁热 －机电振动特性的影响
规律。

１　振动控制方程与边界条件

研究对象如图 １所示，在直角坐标系 ｏｘｚ中，
某压电纳米梁置于黏弹性基体中，同时受到温度

场、电场和双轴向力共同作用影响。图中，Ｌ和 ｈ
分别表示压电纳米梁的长度和厚度，Ｐ０为压电纳
米梁所受的双轴向力（压力或拉力），ΔＴ为温度
变化梯度，Φ为外部电场的电势。为研究黏弹性
基体中压电纳米梁的热 －机电振动特性，可将压
电纳米梁等效为 Ｅｕｌｅｒ梁模型，黏弹性基体等效
为ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ黏弹性地基模型。

图１　黏弹性基体中压电纳米梁
Ｆｉｇ．１　Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｎａｎｏｂｅａｍｅｍｂｅｄｄｅｄｉｎ

ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｍｅｄｉｕｍ

为考虑压电材料的非局部 效 应，Ｚｈｏｕ

等［１５－１６］将非局部弹性理论扩展到压电材料中，并

给出了非局部压电材料的微分型本构方程。

　［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］σｉｊ＝ｃｉｊｋｌεｋｌ－ｅｉｊｋＥｋ－λｉｊΔＴ （１）
　［１－（ｅ０ａ）

２
!

２］Ｄｉ＝ｅｉｋｌεｋｌ＋κｉｋＥｋ＋ｐｉΔＴ （２）
σｉｊ，ｊ＝ρ̈ｕｉ
Ｄｉ，ｉ＝０

Ｅｉ＝－Φｉｊｋ，
{

ｉ

（３）

其中，σｉｊ、εｋｌ、Ｄｉ和Ｅｋ分别表示压电材料的应力、
应变、电位移和电场分量，ｃｉｊｋｌ、ｅｉｊｋ、κｉｋ和 ｐｉ分别表
示压电材料的弹性模量、压电参数、介电常数和热

电系数。

根据式（１）和式（２），可得到压电纳米梁的本
构方程。

［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］σｘｘ＝ｃ１１εｘｘ－ｅ３１Ｅｚ－λ１１ΔＴ （４）
［１－（ｅ０ａ）

２
!

２］Ｄｘ＝κ１１Ｅｘ （５）
　［１－（ｅ０ａ）

２
!

２］Ｄｚ＝ｅ３１εｘｘ＋κ３３Ｅｚ＋ｐ１ΔＴ （６）
电场分量Ｅｋ可由电势 Φ（ｘ，ｚ，ｔ）得到，其关

系式为：

Ｅｘ＝－
Φ
ｘ

Ｅｚ＝－
Φ


{
ｚ

（７）

为此，首先需要确定电势Φ（ｘ，ｚ，ｔ）的具体形
式。Ｑｕｅｋ和 Ｗａｎｇ［１７－１８］在研究压电薄板及压电
梁的频散特性和失稳特性时，为使电势Φ（ｘ，ｚ，ｔ）
满足Ｍａｘｗｅｌｌ方程，假设 Φ（ｘ，ｚ，ｔ）为关于纳米梁
厚度方向ｚ的余弦函数和线性函数的组合，即

Φ（ｘ，ｚ，ｔ）＝－ｃｏｓπｚ( )ｈ （ｘ，ｔ）＋２ｚＶ０ｈｅｉωｔ（８）
式中：（ｘ，ｔ）为压电纳米梁中面的电势，是随空
间坐标ｘ和时间ｔ变化的函数；Ｖ０为所受外电压。

将式（８）代入式（７），可得到电场的具体表
达式。

Ｅｘ
Ｅ[ ]
ｚ

＝
ｃｏｓπｚ( )ｈ ｘ

－πｈｓｉｎ
πｚ( )ｈ －２Ｖ０ｈｅｉω












ｔ

（９）

黏弹性基体中压电纳米梁热－机电振动特性
分析的振动微分方程及边界条件可以通过

Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理得到，有

∫
ｔ

０
（δΠｋ＋δΠＦ－δΠｓ）ｄｔ＝０ （１０）

式中，Πｋ、ΠＦ和Πｓ分别表示压电纳米梁的动能、
外力功和应变能。其中，应变能Πｓ可表示为：

Πｓ＝
１
２∫

Ｌ

０∫
ｈ／２

－ｈ／２
（σｘｘεｘｘ－ＤｘＥｘ－ＤｚＥｚ）ｄｚｄｘ

（１１）

·３４１·
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将式（４）～（６）和式（９）代入式（１１），可得：

Πｓ＝－
１
２∫

Ｌ

０
Ｍ

２ｗ
ｘ２
ｄｘ－１２∫

Ｌ

０∫
ｈ／２

－ｈ／２
Ｄｘｃｏｓπ

ｚ( )ｈ { ｘ
－

Ｄｚ πｈｓｉｎ
πｚ( )ｈ ＋

２Ｖ０
ｈｅ

ｉω[ ] }ｔ ｄｚｄｘ （１２）

式中，Ｍ为压电纳米梁的弯矩，其表达式为：

Ｍ ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
σｘｘｚｄｚ （１３）

压电纳米梁的动能Πｋ和外力功ΠＦ可分别写
为：

Πｋ ＝
１
２∫

Ｌ

０
ρｈ ｗ

( )ｔ
２
ｄｘ （１４）

ΠＦ ＝
１
２∫

Ｌ

０
－ＮＱｗ＋（ＮＰｘ＋ＮＴｘ＋ＮＥｘ） 

ｗ
( )ｘ[ ]２ ｄｘ
（１５）

式中：ＮＰｘ、ＮＴｘ和 ＮＥｘ是由双轴向力 Ｐ０、温度变化
梯度ΔＴ和外部电压Ｖ０产生的ｘ向外载荷，且有

ＮＰｘ ＝Ｐ０
ＮＴｘ ＝λ１１ｈΔＴ

ＮＥｘ ＝－２ｅ３１Ｖ
{

０

（１６）

ＮＱ为ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ黏弹性基体的作用力。

ＮＱ ＝ｋｗｗ－ｋＧ!
２ｗ＋ｃｔ

ｗ
ｔ

（１７）

式中，ｋＧ、ｋｗ和ｃｔ分别表示ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ黏弹性
基体的剪切弹性模量、Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性模量和阻尼参
数。

将式（１２）、式（１４）和式（１５）代入式（１０），并
进行分部积分，可得：

　∫
ｔ

０
（δΠｋ＋δΠＦ－δΠｓ）ｄｔ

＝１２∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
－（ＮＰｘ＋ＮＴｘ＋ＮＥｘ）

２ｗ
ｘ[{ ２－

ｋｗｗ－ｋＧ!
２ｗ＋ｃｔ

ｗ
( )ｔ－ρｈ

２ｗ
ｔ２
＋

２Ｍ
ｘ]２ δｗ－

δ∫
ｈ／２

－ｈ／２

Ｄｘ
ｘ
ｃｏｓπｚ( )ｈ ＋Ｄｚπｈｓｉｎπｚ( )[ ]ｈ

ｄ}ｚｄｘｄｔ＝０
（１８）

令变量δｗ和δ前的系数表达式为０，可得到
压电纳米梁的振动微分方程。

－ｄ１１
４珔ｗ
珋ｘ４
＋珔Ｆ３１

２珔
珋ｘ２
－ １－α２

２

珋ｘ( )２ 珋ｋｗ珔ｗ－珋ｋＧ
２珔ｗ
珋ｘ[ ２＋

珋ｃｔ
珔ｗ
ι
＋ 珔ＮＰｘ＋珔ＮＴｘ＋珔ＮＥ( )

ｘ
２珔ｗ
珋ｘ]２ ＝ １－α２

２

珋ｘ( )２ １η
２珔ｗ
ι２

（１９）

珔Ｘ１１
２珚
珋ｘ２
－珔Ｆ３１

２珔ｗ
珋ｘ２
－珔Ｘ３３珚＝０ （２０）

式中涉及的无量纲参量定义如下：

珔ｗ＝ｗＬ，珋ｃ１１＝ｃ１１Ｌ，０＝ 珋ｃ１１／Ｘ槡 ３３，珔＝

０
，η＝Ｌｈ，

珋ｋｗ ＝
ｋｗＬ

２

珋ｃ１１
，珋ｋＧ ＝

ｋＧ
珋ｃ１１
，珋ｃｔ ＝

ｃｔＬ
ρＬ珋ｃ槡 １１

，ι＝ ｔ
Ｌ

珋ｃ１１
ρ槡Ｌ
，

珔Ｘ１１ ＝
Ｘ１１

２
０

珋ｃ１１Ｌ
２，珔Ｘ３３ ＝

Ｘ３３
２
０

珋ｃ１１
，ｄ１１ ＝

Ｄ１１
珋ｃ１１Ｌ

２，珔Ｆ３１ ＝
Ｆ３１０
珋ｃ１１Ｌ
，

｛珔ＮＰｘ，珔ＮＴｘ，珔ＮＥｘ｝＝
１
珋ｃ１１
｛ＮＰｘ，ＮＴｘ，ＮＥｘ｝。

其中：

　［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］Ｍ ＝－Ｄ１１
２ｗ
ｘ２
＋Ｆ３１ （２１）

∫
ｈ／２

－ｈ／２
ｃｏｓπｚ( )ｈ ［１－（ｅ０ａ）２!２］Ｄｘｄｚ＝Ｘ１１ｘ

（２２）

∫
ｈ／２

－ｈ／２

π
ｈｓｉｎ

πｚ( )ｈ ［１－（ｅ０ａ）２!２］Ｄｚｄｚ
＝－Ｆ３１

２ｗ
ｘ２
－Ｘ３３ （２３）

Ｄ１１ ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
ｃ１１ｚ

２ｄｚ （２４）

Ｆ３１ ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
ｅ３１
π
ｈｚｓｉｎ

πｚ( )ｈ ｄｚ （２５）

Ｘ１１ ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
κ１１ｃｏｓ

２ πｚ( )ｈ ｄｚ （２６）

Ｘ３３ ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
κ３３ π( )ｈ

２
ｓｉｎ２ πｚ( )ｈ ｄｚ （２７）

同时，压电纳米梁的弯矩 Ｍｘ和剪力 Ｑｘ的具
体表达式可写为：

Ｍｘ＝珋ｃ１１Ｌ －ｄ１１
２珔ｗ
珋ｘ２
＋珔Ｆ３１珚＋α

２ １
η
２珔ｗ
ι２
＋珋ｋｗ珔[{ ｗ－

珋ｋＧ
２珔ｗ
珋ｘ２
＋珋ｃｔ
珔ｗ
ι
＋ 珚ＮＰｘ＋珚ＮＴｘ＋珚ＮＥ( )ｘ

２珔ｗ
珋ｘ] }２ （２８）

Ｑｘ＝珋ｃ１１ －ｄ１１
３珔ｗ
珋ｘ３
＋珔Ｆ３１
珔
珋ｘ
＋α２

１
η
３珔ｗ
ι２珋ｘ

＋珋ｋｗ
珔ｗ
珋[{ ｘ－

珋ｋＧ
３珔ｗ
珋ｘ３
＋珋ｃｔ
２珔ｗ
ι珋ｘ

＋ 珚ＮＰｘ＋珚ＮＴｘ＋珚ＮＥ( )ｘ
３珔ｗ
珋ｘ] }３ （２９）

为求得压电纳米梁的固有频率，令式（１９）和
式（２０）的解为：

珔ｗ（珋ｘ）＝珚Ｗ（珋ｘ）ｅｘｐ（ｉΩι） （３０）
珚（珋ｘ）＝Φ（珋ｘ）ｅｘｐ（ｉΩι） （３１）

其中：珡Ｗ（珋ｘ）和 Φ（珋ｘ）分别表示相应的振型和电
势分布；Ω为压电纳米梁的无量纲固有频率，
且有

Ω＝ωＬ ρＬ
珋ｃ槡１１

（３２）

将式（３０）和式（３１）代入式（１９）和式（２０），
有　

·４４１·
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－ｄ１１
４珚Ｗ
珋ｘ４
＋珔Ｆ３１
２Φ
珋ｘ２
－１－α２

２

珋ｘ( )２ 珋ｋｗ珚Ｗ－珋ｋＧ
２珚Ｗ
珋ｘ[ ２＋

ｉΩ珋ｃｔ珚Ｗ＋（珚ＮＰｘ＋珚ＮＴｘ＋珚ＮＥｘ）
２珚Ｗ
珋ｘ]２

＝－Ω２ １－α２ 
２

珋ｘ( )２ １η珚Ｗ （３３）

珔Ｘ１１
２Φ
珋ｘ２
－珔Ｆ３１

２珚Ｗ
珋ｘ２
－珔Ｘ３３Φ＝０ （３４）

同时，式（２８）和式（２９）进一步化为：

Ｍ＝珋ｃ１１Ｌｅ
ｉΩｔ －ｄ１１

２珚Ｗ
珋ｘ２
＋珔Ｆ３１Φ＋α

２ －１
ηΩ

２珚Ｗ＋珋ｋｗ珚[{ Ｗ－

珋ｋＧ
２珚Ｗ
珋ｘ２
＋ｉΩ珋ｃｔ珚Ｗ＋ 珔ＮＰｘ＋珔ＮＴｘ＋珔ＮＥ( )ｘ

２珚Ｗ
珋ｘ] }２ （３５）

Ｑ＝珋ｃ１１ｅ
ｉΩｔ －ｄ１１

３珚Ｗ
珋ｘ３
＋珔Ｆ３１
Φ
珋ｘ
＋α２ －１ηΩ

２珚Ｗ
珋ｘ
＋珋ｋｗ
珚Ｗ
珋[{ ｘ－

珋ｋＧ
３珚Ｗ
珋ｘ３
＋ｉΩ珋ｃｔ

珚Ｗ
珋ｘ
＋ 珚ＮＰｘ＋珚ＮＴｘ＋珚ＮＥ( )ｘ

３珚Ｗ
珋ｘ] }３ （３６）

为求解系统的振动微分方程，需要确定压电

纳米梁的边界条件。假设压电纳米梁两端边界上

的电势（ｘ，ｔ）均为０，并给出了如下三种典型边
界条件：

１）自由端边界条件
（ｘ，ｔ）＝Ｑ（ｘ，ｔ）＝Ｍ（ｘ，ｔ）＝０，

ｘ＝０或ｘ＝Ｌ （３７）
２）简支端边界条件
ｗ（ｘ，ｔ）＝（ｘ，ｔ）＝Ｍ（ｘ，ｔ）＝０，

ｘ＝０或ｘ＝Ｌ （３８）
３）固支端边界条件

ｗ（ｘ，ｔ）＝ｗ（ｘ，ｔ）
ｘ

＝（ｘ，ｔ）＝０，

ｘ＝０或ｘ＝Ｌ （３９）

２　传递函数法求解

定义如下状态向量：

η（珋ｘ，Ω）＝ 珚Ｗ，
ｄ珚Ｗ
ｄ珋ｘ
，
ｄ２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
，
ｄ３珚Ｗ
ｄ珋ｘ３
，Φ，Φ珋[ ]ｘ

Ｔ

（４０）

根据式（４０），式（３３）和式（３４）可改写为状态
方程形式。

ｄη（珋ｘ，Ω）
ｄ珋ｘ

＝Ｆ（Ω）η（珋ｘ，Ω） （４１）

Ｆ（Ω）＝

０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
ｆ１ ０ ｆ２ ０ ｆ３ ０

０ ０ ０ ０ ０ １

０ ０
珔Ｆ３１
珔Ｘ１１

０
珔Ｘ３３
珔Ｘ１１





















０

（４２）

其中：

ｆ１＝

１
ηΩ

２－珋ｋｗ－ｉΩ珋ｃｔ

ｄ１１＋α
２珋ｋＧ－α

２（珚ＮＰｘ＋珚ＮＴｘ＋珚ＮＥｘ）
（４３）

ｆ２＝
珋ｋＧ＋α

２珋ｋｗ＋α
２ｉΩ珋ｃｔ－α

２Ω２ １η
－（珚ＮＰｘ＋珚ＮＴｘ＋珚ＮＥｘ）＋

珔Ｆ２３１
珔Ｘ１１

ｄ１１＋α
２珋ｋＧ－α

２（珚ＮＰｘ＋珚ＮＴｘ＋珚ＮＥｘ）

（４４）

ｆ３＝
１

ｄ１１＋α
２珋ｋＧ－α

２（珚ＮＰｘ＋珚ＮＴｘ＋珚ＮＥｘ）
珔Ｆ３１珔Ｘ３３
珔Ｘ１１
（４５）

类似地，压电纳米梁的边界条件可写为状态

方程形式。

Ｍ（Ω）η（０，Ω）＋Ｎ（Ω）η（１，Ω）＝０ （４６）
式中，Ｍ（Ω）和 Ｎ（Ω）分别表示压电纳米梁左端
（珋ｘ＝０）和右端（珋ｘ＝１）的边界条件选择矩阵。

式（４１）的解可写为：
η（珋ｘ，Ω）＝ｅＦ（Ω）珋ｘη（０，Ω） （４７）

将式（４７）代入边界条件（４６），有
［Ｍ（Ω）＋Ｎ（Ω）ｅＦ（Ω）］η（０，Ω）＝０ （４８）

则压电纳米梁的无量纲固有频率 Ω可通过
求解如式（４９）所示特征方程得到。

ｄｅｔ［Ｍ（Ω）＋Ｎ（Ω）ｅＦ（Ω）］＝０ （４９）
对应的模态振型为：

η（珋ｘ，Ω）＝ｅＦ（Ω）珋ｘη（０，Ω） （５０）
根据式（３２），可得到黏弹性基体中压电纳米

梁在热－电－力载荷作用下的固有频率。

ω＝ΩＬ
珋ｃ１１
ρ槡Ｌ

（５１）

３　算例分析

本节以ＰＺＴ－４材料制成的纳米梁为例进行
算例分析。其中，ＰＺＴ－４的相关材料参数如表 １
所示［１３］。若无特殊说明，默认压电纳米梁的长度

和厚度分别为Ｌ＝１２ｎｍ和ｈ＝２ｎｍ。

表１　ＰＺＴ－４压电纳米梁相关材料参数
Ｔａｂ．１　ＭａｔｅｒｉａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆＰＺＴ－４

ｃ１１／ＧＰａ ｅ３１／（Ｃ／ｍ
２）

κ１１／

（Ｃ／（Ｖｍ））

κ３３／

（Ｃ／（Ｖｍ））

１３２ －４．１ ５．８４１×１０－９ ７．１２４×１０－９

λ１／（Ｎ／（ｍ
２·Ｋ）） ｐ１／（Ｃ／（ｍ

２·Ｋ）） ρ／（ｋｇ／ｍ３）

４．７３８×１０５ ２．５×１０－５ ７５００

针对无基体时ＰＺＴ－４压电纳米梁的振动特
性问题，Ｋｅ等［１３］根据非局部弹性理论和Ｈａｍｉｌｔｏｎ

·５４１·
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原理建立了系统的振动控制方程，并通过微分求

积方法得到不同边界条件下压电纳米梁的固有频

率及相应振型。下面基于文献［１３］中计算结果
对本节所建模型和求解方法的正确性进行检验。

本算例中涉及的基本参数与文献［１３］一致：压电
纳米梁厚度ｈ＝２ｎｍ，非局部参数α＝０１，外载荷
Ｐ０＝Ｖ０＝ΔＴ＝０，相关材料参数见表 １，同时不考
虑黏弹性基体影响（即 ｋｗ＝ｋＧ＝ｃｔ＝０）。表２给
出了Ｓ－Ｓ和 Ｃ－Ｓ边界条件下压电纳米梁在不
同长细比η时的无量纲固有频率 ＴＦＭ解以及文
献［１３］对应的微分求积法（ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＱｕａｄｒａｔｕｒｅ
Ｍｅｔｈｏｄ，ＤＱＭ）的解。从表２中可以看出：各边界
条件下压电纳米梁一阶无量纲固有频率的 ＴＦＭ
解与文献［１３］中的计算结果吻合较好，验证了所
建模型和求解方法的正确性。

为方便以后其他学者进行对比分析，表 ３给
出了三种典型边界条件（Ｃ－Ｆ、Ｓ－Ｓ和 Ｃ－Ｃ）下
压电纳米梁在不考虑黏弹性基体（ｋｗ＝０，ｋＧ＝０，
ｃｔ＝０）和考虑 ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ黏弹性基体（ｋｗ＝
０１ＧＰａ／ｎｍ，ｋＧ ＝０２５ＧＰａ獉 ｎｍ，ｃｔ ＝１×
１０－４ＧＰａ獉ｎｓ／ｎｍ）两种情况下的前三阶固有频
率。本算例中采用的基本参数与上一算例相同。

从表 ３可以看出：除了 Ｃ－Ｆ边界条件下的一阶
阻尼频率之外，不同边界条件下各阶阻尼频率均

随非局部参数 α的增大而明显减小。考虑 ｖｉｓｃｏ
Ｐａｓｔｅｒｎａｋ黏弹性基体影响后，压电纳米梁的固有
频率出现了虚部项，这是系统引入了黏弹性基体

的阻尼特性所导致的。压电纳米梁的一阶阻尼频

率在考虑基体后明显增大，而高阶阻尼频率增大

幅度较小，其原因是黏弹性基体可显著提高系统

的结构刚度。从表３中还可以看出：各边界条件
下压电纳米梁的前三阶复固有频率的虚部（即系

统的阻尼比）均为０５３０５ｉＧＨｚ，且不随非局部参
数α的变化而变化。这是由于复固有频率的虚
部仅与黏弹性基体的阻尼系数相关，而在本文计

算分析中并未考虑 ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ黏弹性基体的
非局部效应。同时，边界条件对压电纳米梁的振

动特性同样具有很大影响。进一步，图２给出了
非局部参数 α对 Ｓ－Ｓ和 Ｃ－Ｃ边界条件下压电
纳米梁前三阶振型的影响情况。从图中可以看

出：非局部参数 α对 Ｓ－Ｓ边界条件下压电纳米
梁的各阶振型均无明显影响，而对 Ｃ－Ｃ边界条
件下的振型具有一定影响，且影响程度随着模态

阶次的提高而有所增大。

表２　无基体压电纳米梁一阶无量纲固有频率Ω与文献［１３］对比情况
Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｆｏｒｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｎａｎｏｂｅａｍｓｉｎｔｈｅａｂｓｅｎｃｅｏｆｍｅｄｉｕｍ

边界条件
η

６ ８ １０ １６ ２０ ３０

Ｓ－Ｓ
本文ＴＦＭ解 ０．４５６９ ０．３４２７ ０．２７４２ ０．１７１４ ０．１３７１ ０．０９１４

文献［１３］ ０．４５７０ ０．３４２８ ０．２７４２ ０．１７１４ ０．１３７１ ０．０９１４

Ｃ－Ｓ
本文ＴＦＭ解 ０．７０７６ ０．５３０８ ０．４２４９ ０．２６５６ ０．２１２７ ０．１４２０

文献［１３］ ０．７０７７ ０．５３１０ ０．４２５０ ０．２６５８ ０．２１２７ ０．１４２０

表３　不同α下压电纳米梁在典型边界条件下的前三阶固有频率
Ｔａｂ．３　Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｎａｎｏｂｅａｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｎｄα

单位：ＧＨｚ

边界

条件

无基体支撑时 ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ黏弹性基体支撑时

α＝０．０ α＝０．１ α＝０．２ α＝０．０ α＝０．１ α＝０．２

Ｃ－Ｆ

９．４７００ ９．５２１４ ９．６５０８ １５．９９９９＋０．５３０５ｉ １６．０４５７＋０．５３０５ｉ １６．１９０８＋０．５３０５ｉ

５９．４１２９ ５５．７６０９ ４７．３９６６ ６１．１３３８＋０．５３０５ｉ ５７．６６６３＋０．５３０５ｉ ４９．７６７９＋０．５３０５ｉ

１６６．３０３２ １３７．６４４１ ９９．２２９４ １６７．２１２２＋０．５３０５ｉ １３８．８６５３＋０．５３０５ｉ １０１．１０９４＋０．５３０５ｉ

Ｓ－Ｓ

２６．６５０５ ２５．４２５３ ２２．５６５８ ３０．１２６９＋０．５３０５ｉ ２９．０４８９＋０．５３０５ｉ ２６．５８２７＋０．５３０５ｉ

１０６．５３４７ ９０．２０６５ ６６．３３６７ １０７．８６０９＋０．５３０５ｉ ９１．７６８９＋０．５３０５ｉ ６８．４４６３＋０．５３０５ｉ

２３９．５２３１ １７４．３０７５ １１２．２５２５ ２４０．４１７０＋０．５３０５ｉ １７５．５３３８＋０．５３０５ｉ １１４．１４７４＋０．５３０５ｉ

Ｃ－Ｃ

６０．２４８０ ５６．８４７７ ４３．８７２１ ６２．３０１２＋０．５３０５ｉ ５８．６９８７＋０．５３０５ｉ ４６．４６４４＋０．５３０５ｉ

１６６．０６０４ １３７．２９７９ ８９．３５０９ １６７．４１４９＋０．５３０５ｉ １３８．５２３２＋０．５３０５ｉ ９１．２８５１＋０．５３０５ｉ

３２５．４３４２ ２３０．７５１４ １３４．８９６１ ３２６．６８４６＋０．５３０５ｉ ２３１．８９６７＋０．５３０５ｉ １３６．８２１１＋０．５３０５ｉ
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（ａ）Ｓ－Ｓ边界条件下振型
（ａ）ＭｏｄｅｓｈａｐｅｓｗｉｔｈＳ－Ｓｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

（ｂ）Ｃ－Ｃ边界条件下振型
（ｂ）ＭｏｄｅｓｈａｐｅｓｗｉｔｈＣ－Ｃｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

图２　不同边界条件下压电纳米梁前三阶振型
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｆｏｒｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｎａｎｏｂｅａｍｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

　　由于非局部参数 α对压电纳米梁固有频率
的虚部无影响，下面仅分析其对压电纳米梁固有

频率实部的影响情况。图 ３给出了三种典型边
界条件下压电纳米梁在无基体（ｋｗ＝ｋＧ＝ｃｔ＝０）
和有基体（ｋｗ＝０１ＧＰａ／ｎｍ，ｋＧ＝０２５ＧＰａ獉ｎｍ，
ｃｔ＝１×１０

－４ＧＰａ獉ｎｓ／ｎｍ）影响时一阶频率比
ωＮＬ／ωＬ实部随非局部参数α的变化曲线。其中，
ωＮＬ／ωＬ用于表征非局部效应的大小，ωＮＬ和 ωＬ分
别表示基于非局部理论（α≠０时）和经典局部理
论（α＝０时）计算得到的固有频率值。本算例中
采用的基本参数与上一算例相同。从图３可以看
出，Ｓ－Ｓ和Ｃ－Ｃ边界条件下压电纳米梁在有基
体和无基体影响时一阶频率比 ωＮＬ／ωＬ均随非局
部参数 α的增大而明显减小，但 Ｃ－Ｆ边界条件
下ωＮＬ／ωＬ则随非局部参数 α的增大有所增大。
这表明对于Ｓ－Ｓ和 Ｃ－Ｃ边界条件下压电纳米
梁考虑非局部效应会在较大程度上削弱系统的结

构刚度；而对于Ｃ－Ｆ边界条件，其结构刚度则有
所增强，这一特殊规律与文献［１９－２０］中所描述
的一致。从图中还可以看出，考虑 ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ

黏弹性基体后，各边界条件下一阶频率比 ωＮＬ／ωＬ
随非局部参数α的变化幅度有所减小，即考虑黏
弹性基体后可一定程度上减小非局部效应对压电

纳米梁振动特性的影响。同时，边界条件对压电

纳米梁的振动特性具有较大影响，增大边界连接

刚度可显著提高压电纳米梁振动特性对非局部效

应的敏感度。

图３　压电纳米梁一阶频率比ωＮＬ／ωＬ实部随

非局部参数α的变化曲线
Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｎｏｎｌｏｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒαｏｎｔｈｅｒｅａｌｐａｒｔｓｏｆ
ｔｈｅｆｉｒｓｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏｓωＮＬ／ωＬｆｏｒｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｎａｎｏｂｅａｍｓ

进一步，为分析非局部参数 α对压电纳米梁
高阶固有频率的影响情况，图 ４给出了压电纳米
梁二阶频率比ωＮＬ／ωＬ实部随非局部参数 α的变
化曲线。从图４可以看出，各边界条件下压电纳
米梁高阶固有频率均随非局部参数 α的增大明
显减小。同时，非局部参数 α对压电纳米梁固有
频率的影响程度随频率阶次的增大而增大，例如

当非局部参数α由０增大到０２时，无基体支撑
时Ｓ－Ｓ边界条件下压电纳米梁的一阶频率比
ωＮＬ／ωＬ减小了１１７６％，而二阶频率比ωＮＬ／ωＬ则
减小了３６５４％。此外，与图３的基频相比，黏弹
性基体对高阶固有频率的影响明显减小。

为进一步分析边界条件、温度变化梯度 ΔＴ
和双轴向力Ｐ０对压电纳米梁外电压Ｖ０敏感度的
影响情况，图 ５和图 ６分别给出了各边界条件下
压电纳米梁（α＝０）一阶和二阶频率比ω／ωｖ２实部
随电压Ｖ０的变化曲线。这里，频率比 ω／ωｖ２用于
表征外电压 Ｖ０对固有频率的影响程度，其中 ωｖ２
表示外电压Ｖ０＝－０２Ｖ时压电纳米梁的阻尼频
率。从图中可以看出，压电纳米梁前两阶频率比

ω／ωｖ２均随电压 Ｖ０的增大近似呈线性减小。同
时，当温度变化梯度 ΔＴ和双轴向力 Ｐ０增大时，
各边界条件下压电纳米梁前两阶频率比 ω／ωｖ２的
减小幅度均随之增大，且当双轴向力Ｐ０增大时其
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图４　压电纳米梁二阶频率比ωＮＬ／ωＬ实部随

非局部参数α的变化曲线
Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｎｏｎｌｏｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒαｏｎｔｈｅｒｅａｌ
ｐａｒｔｓｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏｓωＮＬ／ωＬｆｏｒ

ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｎａｎｏｂｅａｍｓ

减小幅度更为明显。例如，当电压 Ｖ０从 －０２Ｖ
增大到０２Ｖ时，Ｃ－Ｆ压电纳米梁一阶频率比
ω／ωｖ２在 ΔＴ＝６００℃和 Ｐ０＝－３Ｎ时减小了
１７４７％，在ΔＴ＝－６００℃和 Ｐ０＝３Ｎ时减小了
３７１５％，而在 ΔＴ＝６００℃和 Ｐ０＝３Ｎ时则减小
了５１５８％。这表明，压电纳米梁固有频率对外
电压的敏感度随温度变化梯度ΔＴ或双轴向力Ｐ０
的增大而增大。从图中还可以看出，前两阶频率

比 ω／ωｖ２随电压 Ｖ０的变化幅度按照 Ｃ－Ｆ＞
Ｓ－Ｓ＞Ｃ－Ｃ的顺序依次减小，表明减小边界连
接刚度可显著提高压电纳米梁对电压 Ｖ０的敏感
度。同时，压电纳米梁对电压Ｖ０的敏感度随频率
阶次的提高明显减小。

图５　各边界条件下压电纳米梁一阶频率比
ω／ωｖ２实部随电压Ｖ０的变化曲线

Ｆｉｇ．５　ＥｆｆｅｃｔｏｆｅｘｔｅｒｎａｌｅｌｅｃｔｒｉｃｖｏｌｔａｇｅＶ０ｏｎｔｈｅｒｅａｌ

ｐａｒｔｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏｓω／ωｖ２ｆｏｒｎｏｎｌｏｃａｌ

ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｂｅａｍｓｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

图６　各边界条件下压电纳米梁二阶频率比
ω／ωｖ２实部随电压Ｖ０的变化曲线

Ｆｉｇ．６　ＥｆｆｅｃｔｏｆｅｘｔｅｒｎａｌｅｌｅｃｔｒｉｃｖｏｌｔａｇｅＶ０ｏｎｔｈｅｒｅａｌ
ｐａｒｔｓｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏｓω／ωｖ２ｆｏｒｎｏｎｌｏｃａｌ
ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｂｅａｍｓｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

为研究黏弹性基体对压电纳米梁振动特性的

影响情况，图 ７给出了不同 α和 ｋｗ下 Ｓ－Ｓ压电
纳米梁一阶固有频率实部和虚部随阻尼系数 ｃｔ
的变化曲线。本算例中，取ΔＴ＝６００℃、Ｐ０＝３Ｎ
和Ｖ０＝０３Ｖ，其他基本参数同上一算例。从图７
可以看出，当阻尼系数 ｃｔ大于临界阻尼系数
（ｃｔ）ｃｒｉｔ时，压电纳米梁固有频率实部为０，即压电
纳米梁不发生往复振动，此时系统处于过阻尼状

态。相应地，压电纳米梁固有频率虚部在临界阻

尼系数（ｃｔ）ｃｒｉｔ处发生突变。当阻尼系数ｃｔ小于临
界阻尼系数（ｃｔ）ｃｒｉｔ时，固有频率实部随阻尼系数
ｃｔ的增大非线性减小，而其虚部则线性增大，且此
时Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性模量 ｋｗ对虚部影响很小，可忽略

不计。从图中还可以看出，增大 Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性模
量ｋｗ可显著增大临界阻尼系数（ｃｔ）ｃｒｉｔ，而增大非
局部参数α则减小系统的（ｃｔ）ｃｒｉｔ。

（ａ）实部
（ａ）Ｒｅａｌｐａｒｔｓ
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（ｂ）虚部
（ｂ）Ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｓ

图７　Ｓ－Ｓ压电纳米梁一阶固有频率ω随
阻尼系数ｃｔ的变化曲线

Ｆｉｇ．７　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｃｏｍｐｌｅｘｎａｔｕｒａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｆｏｒＳ－Ｓｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｎａｎｏｂｅａｍｓ

ｗｉｔｈｄａｍｐｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｃｔ

４　结论

本文根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立了黏弹性基体
中压电纳米梁的热 －机电振动特性分析模型，并
采用传递函数方法求得了一般边界条件下固有频

率的闭合解。通过与文献结果进行对比，验证了

所建模型和求解方法的正确性。在此基础上，系

统分析了非局部参数、边界条件、外部载荷、黏弹

性基体等因素对压电纳米梁振动特性的影响，得

到的主要结论有：

１）压电纳米梁的振动特性对外电压具有较
大敏感度，且其敏感度随温度变化梯度和双轴向

力的增大而增大，随边界连接刚度的增大而减小；

同时，除Ｃ－Ｆ压电纳米梁基频外，压电纳米梁对
外电压的敏感度随非局部效应的增强而增大。

２）外电压、温度变化梯度和双轴向力对压电
纳米梁振动特性具有较大影响，通过改变相关参

数可在一定程度上调节压电纳米梁的振动特性。

３）压电纳米梁固有频率虚部仅与黏弹性基
体的阻尼系数相关，不受边界条件、非局部参数、

外电压、温度变化梯度和双轴向力影响。

４）存在临界阻尼系数（ｃｔ）ｃｒｉ使得压电纳米梁
不发生往复振动，且临界阻尼系数（ｃｔ）ｃｒｉｔ随频率
阶次和Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性模量的增大而增大，随非局
部参数的增大而减小。
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