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均匀圆阵主特征矢量分析解相干算法
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摘　要：为解决均匀圆阵的相干信源波达方向估计问题，提出一种适用于均匀圆阵的虚拟均匀线阵主特
征矢量分析算法。采用模式空间变换将均匀圆阵转换为虚拟均匀线阵，对其数据协方差矩阵进行处理以构

造主特征矢量矩阵；引入加权最小二乘法，通过重复迭代得到子空间各元素之间的线性预测系数，从而求得

相干信源的波达方向估计值。理论分析和仿真结果表明，该算法对相干信源具有较好的估计精度，且具备高

分辨率和低复杂度的优点。
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　　波达方向（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎＯｆＡｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）估计一
直是无线电通信、电子对抗侦察、声呐以及雷达系

统等诸多领域的一个重要问题，在进行ＤＯＡ估计
之前需要确定阵列形状，常用阵型有均匀线阵

（ＵｎｉｆｏｒｍＬｉｎｅａｒＡｒｒａｙ，ＵＬＡ）、Ｌ型阵列及均匀圆
阵（ＵｎｉｆｏｒｍＣｉｒｃｕｌａｒＡｒｒａｙ，ＵＣＡ）等，其中，均匀圆
阵因其可提供３６０°的全方位无模糊定位以及各
向同性性质而越来越得到重视。同时在实际波达

方向估计中，由于反射或折射等引起的传输多径

现象，或敌方设置的有源电磁干扰等，相干信号广

泛存在，因此对于相干信号的检测与估计也是

ＤＯＡ估计中的重要研究方向。因此本文将研究
适用于均匀圆阵的解相干算法。

目前，适用于均匀圆阵的解相干算法主要有

三大类。一是虚拟阵变换，其思想就是通过阵列

变换将圆阵转换为虚拟均匀线阵［１－３］或者多个相

同间距的均匀圆阵［４－６］，然后再利用空间平滑等

方法进行解相干处理。如模式空间平滑（Ｍｅｔｈｏｄ
ＯｆＤｉｒｅｃｔｉｏｎＥｓｔｉｍａｔｉｏｎＳｐａｃｅＳｍｏｏｔｈｉｎｇ，ＭＯＤＥ
ＳＳ）算法［１］，就是将均匀圆阵通过模式空间变换

转换成一个同孔径等距均匀线阵，再进行空间平

滑处理。模式空间托普利兹（ＭｅｔｈｏｄＯｆＤｉｒｅｃｔｉｏｎ
ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎＴＯＥＰｌｉｔｚ，ＭＯＤＥＴＯＥＰ）［２］是在模式空
间变换后重构一个 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵，这个矩阵的秩
只和ＤＯＡ信息有关，因此可以解相干。而模式空
间 差 分 （Ｍｅｔｈｏｄ Ｏｆ Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
ＤＩＦＦｅｒｅｎｃｅ，ＭＯＤＥＤＩＦＦ）［３］算法将 ＭＯＤＥＴＯＥＰ
算法和差分算法相结合，达到同时估计非相关和

相干信源的目的。模式空间中心对称（ＭｅｔｈｏｄＯｆ
Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎＣｅｎｔｒａｌＳｙｍｍｅｔｒｙ， ＭＯＤＥ
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ＣＳ）［５］利用均匀圆阵的中心对称性对模式空间数
据进行共轭平均，通过相关性构造 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ
Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵，实现圆阵相干信源的方位估计。这
类算法的优点是解相干的信号源数较多；但其缺

点为阵列的变换会带来误差，导致ＤＯＡ估计精度
不高。二是采用多维搜索类算法［７－１１］进行估计。

这类算法不需要进行解相干预处理，就可以直接

进行 ＤＯＡ估计，如基于轮换投影的最大似然
（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｖｅＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎＭａｘｉｍｕｍ Ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ，ＡＰ
ＭＬ）算法［１０］、加权信号子空间拟合（Ｗｅｉｇｈｔｅｄ
ＳｉｇｎａｌＳｕｂｓｐａｃｅＦｉｔｔｉｎｇ，ＷＳＳＦ）算法［８，１１］等。这类

算法的优点就是算法的估计精度高；缺点是运算

过程中要用到多维搜索，运算量巨大。三是稀疏

重构类 ＤＯＡ算法［１２－１８］，这类算法利用恢复稀疏

信号的思想进行算法设计。Ｍａｌｉｏｕｔｏｖ等将 ＤＯＡ
估计算法转变为基于Ｌ１范数的优化问题，提出了
基于 Ｌ１范数的奇异值分解（Ｌ１ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅ
Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，Ｌ１ＳＶＤ）算法［１２］；文献［１３］中的
基于 Ｌ１范数的矩阵协方差稀疏重构（Ｌ１Ｓｐａｒｓｅ
ＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆＡｒｒａｙＣｏｖａｒｉａｎｃｅＶｅｃｔｏｒｓ，Ｌ１
ＳＲＡＣＶ）算法利用了协方差矩阵的稀疏特性，并
通过求解二阶锥优化问题来实现ＤＯＡ估计；Ｙａｎｇ
等则提出了离格稀疏贝叶斯（ＯｆｆＧｒｉｄＳｐａｒｓｅ
Ｂａｙｅｓｉａｎ Ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ， ＯＧＳＢＩ）ＤＯＡ 估 计 方

法［１４－１５］，也就是首先设置较粗的网格，而在估计

过程中通过不停迭代将真实信源附近的网格不断

逼近真实角度，最终实现ＤＯＡ估计。这类算法的
优点是无须信源数信息，对相干信源不敏感，估计

精度较高。缺点为算法都是有偏估计，其ＤＯＡ估
计值相对真实值的偏差取决于网格的划分，而网

格划分太小的话复杂度将非常高。

近年来，一种基于均匀线阵的新的解相干

ＤＯＡ算法［１９－２０］（ＰｒｉｎｃｉｐａｌｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒＵｔｉｌｉｚｔｉｏｎｆｏｒ
ＭｏｄａｌＡｎａｌｙｓｉｓ，ＰＵＭＡ）被提出，该算法利用均匀
线阵具备的范德蒙德结构来设计 ＤＯＡ算法，能
够较好地估计相干信源的 ＤＯＡ。受此启发，本
文提出了一种基于虚拟均匀线阵的主特征矢量

分析算法（ＶｉｒｔｕａｌｕｎｉｆｏｒｍＬｉｎｅａｒａｒｒａｙＰｒｉｎｃｉｐａｌ
ＥｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒＡｎａｌｙｓｉｓ，ＶＬＰＥＡ），算法在模式空间变
换的基础上，分析虚拟均匀线阵主特征矢量的特

性，通过求解线性预测算子最终成功估计出信源

的方向。下节的分析和实验证明了本文算法估计

精度高，复杂度低。

１　均匀圆阵阵列模型及预处理

本文采用均匀圆阵为阵列模型，其结构如

图１所示。

图１　均匀圆阵阵列模型
Ｆｉｇ１　ＡｒｒａｙｍｏｄｅｌｏｆＵＣＡ

Ｍ个各向同性的阵元均匀分布在半径为ｒ的
圆阵上，远场窄带相干信号以方位角度 θ和俯仰
角度φ入射到各个阵元，θ为信源和阵列中心的
连线在 ｘｏｙ面上的投影与 ｘ轴的夹角，φ为信源
和阵列中心连线与ｘｏｙ平面之间的夹角，其中θ∈
［０，２π］，φ∈［０，π］。

假设空间有 Ｋ个波长为 λ的远场窄带信号
入射到ＵＣＡ上，以阵列中心为参考点，第 ｍ个阵
元位置为 ｐｍ ＝（ｘｍ，ｙｍ，０），ｘｍ ＝ｒｃｏｓψｍ，ｙｍ ＝
ｒｓｉｎψｍ，ψｍ＝２π（ｍ－１）／Ｍ，ψｍ为第 ｍ个阵元和
圆心连线与ｘ轴的夹角，第 ｋ个信号坐标为 γｋ＝
（ｃｏｓφｋｃｏｓθｋ，ｃｏｓφｋｓｉｎθｋ，ｓｉｎφｋ），因此阵列模型导
向矢量为

ａ（θｋ，φｋ）＝［ｅ
－ｊω０τ１ｋ，ｅ－ｊω０τｍｋ，…，ｅ－ｊω０τＭｋ］Ｔ （１）

式中：τｍｋ＝ｃｏｓφｋｃｏｓ（θｋ－ψｍ）ｒ／ｃ为第ｋ个信号在
第ｍ个阵元相对于参考阵元的时延 ｋ∈［１，Ｋ］；
ω０＝２πｃ／λ，ｃ为光速，λ为信号波长。因此流型
矩阵为

　Ａ＝［ａ（θ１，φ１），ａ（θｋ，φｋ），…，ａ（θＫ，φＫ）］ （２）
第ｔ次快拍时的接收数据矢量为
ｘ（ｔ）＝Ａｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ），ｔ＝１，…，Ｎ （３）

式中，ｘ（ｔ）∈ＣＣＭ，ｕ（ｔ）∈ＣＣＫ和ｎ（ｔ）∈ＣＣＭ分别表

示第 ｔ快拍数下的阵列接收数据、信源矢量和噪
声矢量，Ｎ为总快拍数。

本文只讨论所有信源与 ｘｏｙ平面共面的情
况，此时φｋ＝０，接收数据变为

ｘ（ｔ）＝ＡＣｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （４）
式中，ＡＣ（θ）＝［ａＣ（θ１），ａＣ（θ２），…，ａＣ（θＫ）］，导
向矢量ａＣ（θｋ）＝ａ（θｋ，０）。

综上可知，均匀圆阵的阵列流形矩阵不符合

范德蒙德结构，大部分解相干ＤＯＡ估计方法并不

·９５·
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适用，因此考虑利用模式空间变换法将阵列流型

进行变换，得到符合范德蒙德结构的阵列流型，为

下一步的解相干奠定基础。构造模式空间变换矩

阵为

Ｔ＝１ＭＪ
－１ＦＨ （５）

式中：Ｊ＝ｄｉａｇ｛ｊ－ＱＪ－Ｑ（－β），…，ｊ
ＱＪＱ（－β）｝，

Ｊｑ（－β）为 ｑ阶第一类贝塞尔函数，β＝２πｒ／λ，
Ｑ＝?β」为均匀圆阵可以激发的最大相位模式，这
里?·」表示向下取整；Ｆ＝［ｗ－Ｑ，ｗ－Ｑ＋１，…，ｗＱ］，
ｗｑ＝［１，ｅ

－ｊ２πｑ／Ｍ，…，ｅ－ｊ２πｑ（Ｍ－１）／Ｍ］，ｑ＝－Ｑ，…，
Ｑ。　

当取Ｍ＞２ｈ＋１时，可以用构造的模式空间
变换矩阵得到模式空间中虚拟均匀线阵的接收数

据矢量：

ｙ（ｔ）＝Ｔｘ（ｔ）＝ＡＬｓ（ｔ）＋珘ｎ（ｔ） （６）
式中，珘ｎ（ｔ）＝Ｔｎ（ｔ），ＡＬ＝ＴＡＣ为变换后的虚拟阵
列流型矩阵，其形式为

ＡＬ＝
ｅ－ｊＱθ１ … ｅ－ｊＱθＫ
  

ｅｊＱθ１ … ｅｊＱθ







Ｋ

（７）

从式（７）可以看出，变换后的阵列流型具有
范德蒙德结构，即等效为阵元数为 Ｄ＝２Ｑ＋１的
虚拟均匀线阵，变换后的阵列数据协方差矩阵为

ＲＬ＝Ε［ｙ（ｔ）ｙ
Ｈ（ｔ）］＝ＡＬＲＳＡ

Ｈ
Ｌ＋Ｒ

～
ｎ （８）

式中，Ε［·］表示取期望值，Ｒｕ为信号协方差矩

阵，Ｒ～ｎ为模式空间变换后的噪声矩阵。假设原阵
列流型接收到的噪声为高斯白噪声，噪声功率为

σ２，则有：

Ｒ～ｎ ＝σ
２ＴＴＨ

＝σ
２

Ｍｄｉａｇ
１

Ｊ２－Ｈ（β）
，

１
Ｊ２－Ｈ＋１（β）

，…，
１

Ｊ２Ｈ（β( )） （９）

由式（９）可知，模式变换后的各通道噪声功
率不一致，因此必须使用广义特征分解求解子空

间。设λｄ（ｄ＝１，２，…，Ｄ）为矩阵束（ＲＬ，ＴＴ
Ｈ）广

义特征分解后得到的所有特征值，按从大到小排

列，ｕｄ为对应的特征矢量，前 Ｐ个大特征值对应
的主特征矢量组成矩阵ＵＬＳ＝［ｕ１，ｕ２，…，ｕＰ］，假
设有Ｋ１个相干信源，则 Ｐ＝Ｋ－Ｋ１＋１，但是其张
成的子空间并不是虚拟线阵的信号子空间，对其

进行进一步的处理，得到修正的主特征矢量矩阵：

ＶＳ ＝ＴＴ
ＨＵＬＳ

＝［ｖ１，ｖ２，…，ｖＰ］
＝［ＴＴＨｕ１，ＴＴ

Ｈｕ２，…，ＴＴ
ＨｕＰ］ （１０）

同上可得修正的噪声子空间：

Ｖｎ ＝［ｖＰ＋１，ｖＰ＋２，…，ｖＤ］
＝［ＴＴＨｕＰ＋１，ＴＴ

ＨｕＰ＋２，…，ＴＴ
ＨｕＤ］ （１１）

２　虚拟均匀线阵主特征矢量分析算法

由文献［２１］证明：
ｓｐａｎ（ＶＳ）＝ｓｐａｎ（ＡＬ） （１２）

式（１２）表明信号子空间ＶＳ和虚拟线阵的流行矩
阵张成同一空间，而 ＡＬ具有范德蒙德结构，因此
考虑利用线性预测（ＬｉｎｅａｒＰｒｅｄｉｃｔｉｏｎ，ＬＰ）算法的
原理，即ｖｋ（ｋ＝Ｋ＋１，Ｋ＋２，…，Ｐ）中任一元素和
此元素之前Ｋ个元素线性相加为０，来求解线性
系数对应的角度。

２．１　算法推导

根据ＬＰ原理，得到

［ｖｋ］ｌ＋∑
Ｋ

ｉ＝１
ｃｉ［ｖｋ］ｌ－ｉ＝０，ｌ＝Ｋ＋１，…，Ｄ

（１３）
式中，［ｖｋ］ｌ为ｖｋ中第ｌ个元素，ｃｉ为之前第ｉ个元
素对应的ＬＰ系数。因此第ｋ个角度θｋ包含在如下
多项式中：

ｚＫｋ＋∑
Ｋ

ｉ＝１
ｃｉｚ
Ｋ－ｉ
ｋ ＝０ （１４）

式中，ｚｋ＝ｅ
ｊθｋ。式（１３）用矩阵形式可以表示为

Ｇｋｃ＝ｈｋ （１５）
式中

Ｇｋ＝

［ｖｋ］Ｋ ［ｖｋ］Ｋ－１ … ［ｖｋ］１
［ｖｋ］Ｋ＋１ ［ｖｋ］Ｋ … ［ｖｋ］２
  … 

［ｖｋ］Ｄ－１ ［ｖｋ］Ｄ－２ … ［ｖｋ］Ｄ－













Ｋ
（１６）

ｃ＝［ｃ１，ｃ２，…，ｃＫ］
Ｔ （１７）

ｈｋ＝－［［ｖｋ］Ｋ＋１，［ｖｋ］Ｋ＋２，…，［ｖｋ］Ｄ］
Ｔ（１８）

将所有特征向量珘ｕｋ对应的式（１５）合并到同
一矩阵分析，得到

Ｇｃ＝ｈ （１９）
式中

Ｇ＝［ＧＴ１，Ｇ
Ｔ
２，…，Ｇ

Ｔ
Ｐ］
Ｔ （２０）

ｈ＝［ｈＴ１，ｈ
Ｔ
２，…，ｈ

Ｔ
Ｐ］
Ｔ （２１）

令εｋ＝Ｇｋｃ－ｈｋ，可以得到
ε＝［εＴ１，ε

Ｔ
２，…，ε

Ｔ
Ｐ］
Ｔ＝０（Ｄ－Ｋ）Ｐ （２２）

显而易见，理想情况下，式（１９）是经典线性
系统，可以用最小二乘（ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，ＬＳ）法求解
ｃ，其闭式解为

ｃＬＳ＝Ｇ
ｈ （２３）

式中，（·）表示伪逆。将其代入式（１４）即可求

·０６·
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得包含角度信息的根。然而实际情况下协方差矩

阵ＲＬ是无法获得的，因此采用有限快拍数 Ｎ条

件下的采样协方差矩阵Ｒ＾Ｌ代替，即

Ｒ＾Ｌ＝
１
ＮＹＹ

Ｈ （２４）

式中，Ｙ＝［ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（Ｎ）］，对（Ｒ＾Ｌ，ＴＴ
Ｈ）

进行广义特征分解得到特征值λ＾ｄ（ｄ＝１，２，…，
Ｄ），前 Ｐ个大特征值对应的采样特征矢量
ｕ^ｋ（ｋ＝１，２，…，Ｐ），再进行进一步处理得到修正
的采样主特征矢量矩阵为

Ｖ＾Ｓ＝［^ｖ１，^ｖ２，…，^ｖＰ］＝［ＴＴ
Ｈｕ^１，ＴＴ

Ｈｕ^２，…，ＴＴ
Ｈｕ^Ｐ］

（２５）
同理得

Ｖ＾ｎ ＝［^ｖＰ＋１，^ｖＰ＋２，…，^ｖＤ］
＝［ＴＴＨｕ^Ｐ＋１，ＴＴ

Ｈｕ^Ｐ＋２，…，ＴＴ
Ｈｕ^Ｄ］ （２６）

用 ｖ^ｋ代替 ｖｋ推导产生 Ｇ
＾
和 ｈ＾，因此式（１９）

可近似为

Ｇ＾ｃ^＝ｈ＾ （２７）
式中，^ｃ为考虑误差下的 ＬＰ系数。可以看出，
式（２７）两端存在误差干扰，用最小二乘法无法求
得最优解，因此考虑用加权最小二乘（Ｗｅｉｇｈｔｅｄ
ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅ，ＷＬＳ）法来估计 ｃ^，其闭式解为

ｃ^ＷＬＳ＝（Ｇ
Ｈ^ＷＧ＾）－１ＧＨ^Ｗ＾ｈ＾ （２８）

式中

Ｗ＾＝（Ε［^ε^εＴ］）－１ （２９）

ε^＝Ｇ＾ｃ^－ｈ＾ （３０）

要用式（２８）估计 ｃ^，需要明确 Ｗ＾的值，而 Ｗ＾

可由 ε^得到。
在无误差条件下

ε＝ｖｅｃ（［ε１，ε２，…，εＰ］）＝ｖｅｃ（Ｂ（ｃ）ＶＳ）＝０（Ｄ－Ｋ）Ｐ
（３１）

式中

Ｂ（ｃ）＝ｔｏｅｐ（［ｃＫ，０
Ｔ
Ｄ－Ｋ－１］，［ｃＫ，…，ｃ１，１，０

Ｔ
Ｄ－Ｋ－１］）

（３２）
其中，ｔｏｅｐ（ａ，ｂ）表示由向量ａ和ｂ构成的Ｔｏｅｐｌｉｔｚ
矩阵，然后将误差考虑进去，式（３１）变为

ε^＝ｖｅｃ（Ｂ（^ｃ）Ｖ＾Ｓ）
＝ｖｅｃ（Ｂ（^ｃ）（ＶＳ＋ΔＶＳ））
＝ｖｅｃ（Ｂ（^ｃ）ΔＶＳ）
＝（ＩＫＢ（^ｃ））ΔｖＳ （３３）

式中，Ｖ＾Ｓ＝ＶＳ＋ΔＶＳ，ΔｖＳ＝ｖｅｃ（ΔＶＳ），“”表示
ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积，将式（３３）代入式（２９），得到

Ｗ＾＝［（ＩＫＢ（^ｃ））Ε［ΔｖＳΔｖ
Ｈ
Ｓ］（ＩＫＢ（^ｃ））

Ｈ］－１

（３４）
文献［１９］指出主特征矢量误差之间具有如

下特性：

Ε［ΔｖｉΔｖ
Ｈ
ｊ］≈

λｉ
Ｎ∑

Ｄ

ｋ＝１
ｋ≠ｉ

λｋ
（λｉ－λｋ）

２ｖｋｖ
Ｈ
ｋδｉｊ （３５）

式中，δｉｊ为冲激函数。由式（３５）可得

Ε［ΔｖＳΔｖ
Ｈ
Ｓ］≈

Ε［Δｖ１Δｖ
Ｈ
１］


Ε［ΔｖＫΔｖ

Ｈ
Ｋ









］

（３６）
由于（ＩＫＢ（^ｃ））和 Ε［ΔｖＳΔｖ

Ｈ
Ｓ］都是块对角

矩阵，Ｗ＾也是块对角矩阵，由式（３１）可得，Ｗ＾中第
ｉ个对角矩阵为
ｗｉ＝Ｂ（^ｃ）Ε［ΔｖｉΔｖ

Ｈ
ｊ］Ｂ

Ｈ（^ｃ）

≈
λｉσ

２
ｎ

Ｎ（λｉ－σ
２
ｎ）
Ｂ（^ｃ）ＶｎＶ

Ｈ
ｎＢ

Ｈ（^ｃ）

＝
λｉσ

２
ｎ

Ｎ（λｉ－σ
２
ｎ）
Ｂ（^ｃ）（ＩＭ－ＶＳＶ

Ｈ
Ｓ）Ｂ

Ｈ（^ｃ）

≈
λｉσ

２
ｎ

Ｎ（λｉ－σ
２
ｎ）
Ｂ（^ｃ）ＢＨ（^ｃ） （３７）

由式（３４）、式（３６）和式（３７）得

Ｗ＾≈Γ［Ｂ（^ｃ）ＢＨ（^ｃ）］－１ （３８）

Γ＝

Ｎ（λ１－σ
２
ｎ）
２

σ２ｎλ１


Ｎ（λＫ－σ
２
ｎ）
２

σ２ｎλ















Ｋ

（３９）

在实际操作中，λＫ用λ
＾
Ｋ代替，σ

２
ｎ估计式为

σ^２ｎ＝
１
Ｄ－Ｋｔｒ（Λ

＾
ｎ） （４０）

式中，ｔｒ（·）为矩阵的迹，Λ＾ｎ为小特征值组成的
对角矩阵，由式（２８）可得 Ｎ／^σ２ｎ可在运算过程中
被消除，因此最终估计式为

Ｗ＾≈Γ^［Ｂ（^ｃ）ＢＨ（^ｃ）］－１ （４１）

　Γ^＝

（λ＾１－σ^
２
ｎ）
２

λ＾１


（λ＾Ｋ－σ^
２
ｎ）
２

λ＾















Ｋ

（４２）

然而此时 Ｂ（ｃ）仍未知，因此用最小二乘法
从式（２７）获得 ｃ^的初始值

·１６·
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ｃ^ｉｎｉｔ＝Ｇ
^ｈ＾ （４３）

由式（３２）和式（４１）获得 Ｂ（ｃ）Ｗ＾ｉｎｉｔ，再将其

代入式（２８）更新Ｗ＾，然后不停修正 ｃ^，当满足收敛
条件时停止更新，并通过求解方程得到最后的角

度信息。

２．２　算法流程

综上所述本文提出ＶＬＰＥＡ算法，算法步骤如
下所示。

步骤 １：利用式（４３）得到初始化的 ｃ^ｉｎｉｔ和
Ｂ（^ｃ）。　

步骤２：将Ｂ（ｃ）代入式（４１），得到Ｗ＾。
步骤３：然后用加权最小二乘法，即式（２８）计

算新的 ｃ^（即 ｃ^ＷＬＳ）。

步骤４：重复步骤２和３，更新 Ｗ＾和 ｃ^，直至 ｃ^
收敛。

步骤５：由得到的 ｃ^求解 Ｋ个根 ｚ^ｋ，再根据
式（４４）求得ＤＯＡ估计。

θ＾ｋ＝∠ｚ^ｋ，ｋ＝１，２，…，Ｋ （４４）
式中，“∠”为求角度符号

２．３　算法分析

ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ算法利用协方差矩阵的某一
列重构具有 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ结构的矩阵，因此可以估计
相干信源，然而也是因为上述重构方法，其信息利

用并不充分，因此其估计精度无法达到最佳。

ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ算法使用了差分算法分别估计相
干信源和独立信源，然而差分的同时也去掉了分

相干信源的部分信息，因此同样无法将估计精度

提升到最优。改进特征分解（ＥｘｃｉｔａｔｉｏｎＭｏｄｅ
ＥｉｇｅｎＶａｌｕｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＥＭＥＶＤ）算法［２１］是在

上述两种算法的基础之上再加上一次特征分解，

同样无法解决信息利用不全的问题。而本文的

ＶＬＰＥＡ算法通过对式（１６）进行 ＷＬＳ求解，该矩
阵包含了信源的所有信息，因此本文算法精度要

比ＥＭＥＶＤ算法、ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ算法和 ＭＯＤＥ－
ＤＩＦＦ算法高，同时文献［１９］证明了式（１９）的
ＷＬＳ代价式在信噪比或者快拍数趋近于无穷大
时可以等价于ＭＬ算法，因此ＶＬＰＥＡ算法估计精
度很高。

由文献［１４］可知，ＯＧ－ＳＢＩ中每次循环的复
杂度为Ｏ（ｍａｘ（ＭＮ２１，ＭＮ１Ｎ）），Ｎ１是 ＯＧ－ＳＢＩ中
初步设定的粗网格数，ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ算法和
ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ算法的复杂度主要集中在协方差
矩阵特征分解及谱峰搜索，其复杂度为 Ｏ（Ｄ３＋
Ｎ２Ｄ

２（Ｄ－Ｋ）），Ｎ２为算法谱峰搜索的网格数，因

增加一次特征分解的缘故，ＥＭＥＶＤ算法复杂度
较之上述两种算法更大。而本文算法的复杂度主

要集中在计算Ｒ＾Ｌ的特征分解、Ｗ
＾
和 ｃ^这三步，构

造Ｒ＾Ｌ及其特征分解需要 Ｏ（Ｄ
２Ｎ＋Ｄ３）次浮点运

算，计算 Ｗ＾需要 Ｏ（Ｐ（Ｄ－Ｋ）３）次浮点运算，计
算 ｃ^需要Ｏ（２Ｋ２Ｐ（Ｄ－Ｋ）＋２ＫＰ（Ｄ－Ｋ）２＋Ｋ３＋
ＫＰ（Ｄ－Ｋ））次浮点运算。一般情况下，当 Ｄ
Ｋ≥Ｐ时，总的计算复杂度可以降为 Ｏ（Ｄ２Ｎ＋
ＧＤ３），Ｇ视迭代次数而定，一般为３～４次。ＯＧ－
ＳＢＩ中的初始网格数 Ｎ１远大于阵元数 Ｍ和虚拟
阵元数 Ｄ，Ｍ和 Ｄ在相同数量级上，在迭代终止
条件为ξ≤１×１０－６时，迭代次数在１００次以上。
因此，ＯＧ－ＳＢＩ的计算复杂度比 ＶＬＰＥＡ算法大２
个数量级以上，而为达到精确性，谱峰搜索间隔选

定为 ００２°，故 Ｎ２比 Ｎ大 １个数量级以上，即
ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ算法和 ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ算法的复杂
度比ＶＬＰＥＡ算法大１个数量级以上。

３　仿真与分析

为验证 ＶＬＰＥＡ算法的有效性，本节使用
ＭＡＴＬＡＢ进行如下仿真实验，所有实验均采用１５
阵元的均匀圆阵阵列结构（即 Ｍ＝１５），阵元半径
为０．７倍的波长。在仿真实验中，将本文算法与
ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ算法、ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ算法、ＭＯＤＥ－
ＣＳ算法，ＭＬ算法以及 ＯＧ－ＳＢＩ算法做比较，其
中ＭＬ算法采用文献［１０］中的 ＡＰ－ＭＬ算法，
ＯＧ－ＳＢＩ算法中的终止迭代条件为 ξ≤１×１０－６，
最大重复迭代次数为１０００，初始网格为２°。在
单次实验中每个真实角度与估计角度的偏差小于

０４倍的相邻两角度间隔时，则认定为算法分辨
成功，完全均方根误差（ＣｏｍｐｌｅｔｅｄＲｏｏｔＭｅａｎ
ＳｑｕａｒｅｄＥｒｒｏｒ，ＣＲＭＳＥ）定义为成功分辨 ＤＯＡ信
号的 均 方 根 误 差 （ＲｏｏｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，
ＲＭＳＥ），如式（４５）所示。

ＣＲＭＳＥ ＝
１
ＮＫ∑

Ｎ

ｎ＝１
∑
Ｋ

ｋ＝１
θ＾ｉｋ－θ( )

ｋ槡
２ （４５）

式中，θｉ为第ｋ个信号的真实值，θ
＾
ｉｋ为第 ｉ次试验

下第ｋ个信号的估计值，利用ＣＲＭＳＥ和成功概率
作为评价标准来比较各算法的性能。

３．１　实验１：比较算法在信噪比变化时的性能

实验１比较了不同算法的 ＣＲＭＳＥ和分辨概
率随信噪比变化的性能改变情况。假设有４个等
功率信号入射到阵列上，ＤＯＡ分别为 θ１＝１０°，
θ２＝２５°，θ３＝５０°，θ４＝７０°，前两个信号源相干，快
拍数取２００，信噪比（ＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＳＮＲ）

·２６·
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的变化范围为 －５～２０ｄＢ，步长为 ２ｄＢ，进行
２０００次蒙特卡洛独立重复实验，实验结果如图２
所示。从图 ２（ａ）可以看出，ＭＬ算法的信源
ＣＲＭＳＥ是最小的，本文提出的 ＶＬＰＥＡ算法的性
能要比 ＥＭＥＶＤ算法、ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ算法、
ＭＯＤＥ－ＣＳ算法和ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ算法好，这与上
文的分析是一致的，同时在信噪比小于１５ｄＢ时，
ＶＬＰＥＡ算法的ＣＲＭＳＥ比 ＯＧ－ＳＢＩ算法小，当信
噪比更大时 ＯＧ－ＳＢＩ算法性能则有所提升。由
图２（ｂ）可以看出，当ＳＮＲ大于１时，ＶＬＥＰＡ算法
的成功概率达到１００％，而 ＯＧ－ＳＢＩ、ＥＭＥＶＤ算
法、ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ算法和 ＭＯＤＥＤＩＦＦ算法的成
功概率在ＳＮＲ大于１０时才能达到１００％。

（ａ）不同ＤＯＡ估计算法ＣＲＭＳＥ
随信噪比ＳＮＲ变化

（ａ）ＣＲＭＳＥｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔＤＯＡｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｖｅｒｓｕｓＳＮＲ

（ｂ）不同算法的ＤＯＡ估计成功概率
随信噪比ＳＮＲ变化

（ｂ）ＳｕｃｃｅｓｓｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔＤＯＡ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｖｅｒｓｕｓＳＮＲ

图２　不同信噪比情况下的算法性能分析
Ｆｉｇ２　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔＳＮＲ

３．２　实验２：比较算法在快拍数变化时的性能

图３显示的是不同算法的ＣＲＭＳＥ和成功概率
随快拍数变化的情况，ＳＮＡＰ即为快拍数，此实验中
ＳＮＲ固定为２０ｄＢ，快拍数变化范围为２０～３００，步
长为２０次快拍数，其他参数的设定和实验１一致。
可以看出，随着快拍数的增加，ＶＬＰＥＡ算法和其他
几种算法的ＣＲＭＳＥ都呈现降低的趋势，其中依然
是ＭＬ算法的ＣＲＭＳＥ始终最小，ＯＧ－ＳＢＩ算法其
次，ＶＬＰＥＡ算法的 ＣＲＭＳＥ十分接近上述两种算
法，而ＥＭＥＶＤ算法、ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ算法、ＭＯＤＥ－
ＣＳ算法和 ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ算法的 ＣＲＭＳＥ则比上
述三种算法大接近一个数量级，在图 ３（ｂ）中，
ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ算法和 ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ算法同样需
要较多的快拍数才能保持性能稳定。

（ａ）不同算法的ＤＯＡ估计ＣＲＭＳＥ
随快拍数ＳＮＡＰ的变化

（ａ）ＣＲＭＳＥｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔＤＯＡｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｖｅｒｓｕｓＳＮＡＰ

（ｂ）不同算法的ＤＯＡ估计成功概率
随快拍数ＳＮＡＰ的变化

（ｂ）ＳｕｃｃｅｓｓｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔＤＯＡ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｖｅｒｓｕｓＳＮＡＰ

图３　不同快拍数情况下的算法性能分析
Ｆｉｇ．３　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔＳＮＡＰ
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３．３　实验３：比较算法在角度间隔变化时的性能

本次实验比较各个算法的分辨性能。设定信

噪比为２０，快拍数为２００，两个相干信源入射到阵
列上，第一个角度 θ１固定为１０°，第二个角度 θ２
从１２°变化到３０°，其他参数和前面的实验一致，
结果如图４所示。图４的横坐标为两个角度的间
隔变化，由图４（ｂ）可以看出，在角度间隔大于５°
时，ＭＬ算法和 ＶＬＰＥＡ算法的成功概率能到
１００％，而 ＥＭＥＶＤ算法、ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ算法、
ＭＯＤＥ－ＣＳ算法和 ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ算法在信噪比
大于１０时成功概率才能到１００％，因此图４（ａ）观
察所有算法成功概率等于１００％时的 ＣＲＭＳＥ，发
现ＭＬ算法、ＯＧ－ＳＢＩ算法以及 ＶＬＰＥＡ算法的
ＣＲＭＳＥ都维持在一个比较低的水平。

（ａ）不同算法的ＤＯＡ估计ＣＲＭＳＥ随角度间隔的变化
（ａ）ＣＲＭＳＥｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔＤＯＡｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｖｅｒｓｕｓｓｐａｃｉｎｇ

（ｂ）不同算法的ＤＯＡ估计成功概率随角度间隔的变化
（ｂ）ＳｕｃｃｅｓｓｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔＤＯＡｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｖｅｒｓｕｓｓｐａｃｉｎｇ

图４　不同角度间隔下的算法性能分析
Ｆｉｇ．４　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｐａｃｉｎｇ

３．４　实验４：算法的时间复杂度分析

本次实验比较各个算法的时间复杂度。快拍

数固定为２００，两个入射角度分别为１０°和２５°，信
噪比固定为２０，阵元数不变，表１所示为不同算
法在阵元数变化时的单次平均运行时间，可以看

出ＯＧ－ＳＢＩ算法的耗时相当长，这是因为为达到
较高的精度，其算法中的迭代门限取得很小，导致

重复次数非常高，ＭＬ算法也需要大约１ｓ才能完
成ＤＯＡ估计，而 ＥＭＥＶＤ算法、ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ算
法、ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ算法，ＭＯＤＥ－ＣＳ算法以及
ＶＬＰＥＡ算法都能在极短时间内分辨出信源，且
ＶＬＰＥＡ算法运算时间最短，达到了毫秒级，说明
了 ＶＬＰＥＡ算法的计算量很低，与前文的分析
一致。

表１　不同算法单次平均运行时间比较
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｉｎｇｌｅａｖｅｒａｇｅｒｕｎｎｉｎｇ

ｔｉｍｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法 时间／ｓ

ＶＬＰＥＡ ０．００６２

ＥＭＥＶＤ ０．１８１２

ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ ０．１５３０

ＭＯＤＥ－ＣＳ ０．０８４５

ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ ０．０６１７

ＯＧ－ＳＢＩ ２．６０１９

ＭＬ １．０１６５

４　结论

本文提出了一种均匀圆阵的相干信源波达方

向估计算法———ＶＬＰＥＡ算法。该算法首先通过
模式空间变换技术将均匀圆阵转换为模式空间中

的虚拟均匀线阵，在此基础上对其数据协方差矩

阵广义特征分解，得到新的主特征矢量矩阵；其次

根据均匀线阵的范德蒙德结构，构造包含信源

ＤＯＡ信息的线性多项式；最后通过加权最小二乘
法重复迭代得到线性预测系数成功求得相干信源

的波达方向。

通过理论分析和仿真结果，可以得出 ＶＬＰＥＡ
算法的估计精度明显优于 ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ和
ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ算法，且与 ＭＬ算法和 ＯＧ－ＳＢＩ算
法接近，但是复杂度远低于上述两种算法，因此

ＶＬＰＥＡ算法具有较好的估计精度、分辨力且实时
估计更可靠。
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