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拦截高速机动目标的捕获区及微分对策导引律
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摘　要：针对高速机动目标拦截场景，研究末制导段捕获区存在条件及微分对策导引律问题。建立弹目
相对运动模型并引入控制动力学模型，采用终端投影方法对相对运动模型进行降阶处理；基于微分对策理论

推导一种解析形式捕获区，并具体到直／气复合控制导弹对机动目标的拦截中，该捕获区的存在能够保证对
任意机动目标进行准确捕获；重新选取性能指标，将目标与直／气复合控制导弹在末端带有碰撞角约束的制
导问题转化为零和微分对策问题，并求解出弹目最优拦截策略。仿真分析了几种情形下直／气复合控制导弹
对目标实施拦截的捕获区存在域，导引律仿真结果表明微分对策导引律在对高速机动目标进行拦截时具有

优良性能。
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　　近年来，高速机动目标拦截技术逐渐成为现
代防御系统的研究热点，传统的比例导引律已在

低速非机动目标的攻击场景中获得了广泛的应

用，并且效果良好。但对于高速机动目标的拦截，

比例导引并不适用，因此对机动目标拦截的导引

律研究具有重要意义。

文献［１－２］基于非奇异终端滑模控制理论
设计了碰撞角约束下的滑模导引律，能够使系统

状态在有限时间收敛。文献［３］基于零化视线转
率，针对机动目标拦截问题，提出一种非线性微分

几何导引律，采用非线性控制理论削弱了目标机

动带来的影响。文献［４］采用最优控制方法实现
了在时间和角度同时约束条件下对机动目标和非

机动目标的拦截。

相对于其他导引律，微分对策导引律的优势

在于其只需要目标的机动能力，而不需要其未来

的具体机动形式。文献［５］将机动目标拦截问题
转化为零和微分对策问题，并得到了状态依赖里

卡蒂微分方程的解，从而推导了微分对策导引律，

该导引律不需要对剩余时间进行精确估计。文

献［６］将微分对策导引律应用于多导弹协同拦截
问题，多个导弹共同组成对策一方，得到的导引律

使得导弹组从不同角度对目标实施拦截。文

献［７］通过引入适当的性能函数，将鲁棒控制转
化为两人零和微分对策问题，仿真验证了所提出

鲁棒导引律的有效性。文献［８］针对固定末端时
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刻拦截机动目标的制导系统，构建了非线性有限

时间微分对策框架，利用一个具有时变权值和激

活函数的评价网络来逼近哈密顿 －雅可比方程
（ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉＩｓａａｃｓ，ＨＪＩ）方程的解，得到了
基于自适应最优控制的有限时间微分对策制导

律。从目前文献来看，微分对策导引律已被广泛

应用于协同制导以及机动目标拦截等领域，但将

其应用于捕获区的研究较少。

捕获区作为制导性能的一种评价依据，对它

的深入研究意义重大，文献［９］推导了顺轨和逆
轨的零控拦截条件，并得到了比例和反比例的捕

获区。文献［１０］通过引入弹目相对运动的单位
角动量，将传统的捕获区描述转化为捕获长度描

述，推导了三维空间内的理想比例导引律的捕获

区。但上述捕获区的推导均是基于比例导引律，

在机动目标拦截场景中的应用受到限制。

针对机动目标拦截时，弹目均具有任意阶动

力学特性的情形，本文基于微分对策理论推导了

一种线性化拦截场景中的解析形式捕获区，并具

体到直／气复合控制导弹对机动目标的拦截中，之
后重新选取性能指标，将目标与直／气复合控制导
弹在末端带有碰撞角约束的制导问题转化为零和

微分对策问题，通过求解弹目最优拦截策略，将鞍

点解的存在条件转化为制导增益的约束问题。仿

真验证了几种情形下直／气复合控制导弹对目标
实施拦截的捕获区存在域，同时，导引律仿真结果

表明微分对策制导方法在目标机动形式未知的情

形下能够实现多种碰撞角约束的预期拦截。

１　弹目运动描述

为了研究方便，将拦截弹和目标均视为质点。

弹目二维拦截几何示意图如图 １所示，图中 Ｒ为
弹目相对距离；σ为视线角；Ｍ（ｘＭ，ｙＭ）、Ｔ（ｘＴ，
ｙＴ）分别代表导弹、目标以及在 ＸＯＹ中的位置坐
标；ＶＭ、ＶＴ分别代表导弹和目标的速度；ａＭ、ａＴ分
别代表导弹和目标的法向加速度；θＭ、θＴ分别代
表导弹和目标的弹道倾角；假设导弹与目标碰撞

点为Ｃ，θＣＭ、θ
Ｃ
Ｔ分别代表导弹和目标在碰撞时刻

的弹道倾角。在 ＸＯＹ坐标系下建立弹目相对运
动学方程如下：

ｘ＝ｘＴ－ｘＭ （１）
ｙ＝ｙＴ－ｙＭ （２）

ｘ＝ＶＴｃｏｓθＴ－ＶＭｃｏｓθＭ （３）
ｙ＝ＶＴｓｉｎθＴ－ＶＭｓｉｎθＭ （４）

θ·Ｔ＝ａＴ／ＶＴ （５）

θ·Ｍ＝ａＭ／ＶＭ （６）

图１　弹目拦截几何示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｍｉｓｓｉｌｅｔａｒｇｅｔｐｌａｎａｒ

ｉｎｔｅｒｃｅｐｔｉｏｎｇｅｏｍｅｔｒｙ

由导弹、目标在 ＸＯＹ平面内的相对位置可
知，弹目交汇可看作沿ｘ轴方向逐渐接近的运动，
ｙ轴方向上的位移差可看作是脱靶量。定义末制
导剩余时间为ｔｇｏ＝ｔｆ－ｔ，初始时刻为ｔ０，当导弹击
中目标时，设 ｔ＝ｔｆ，此时弹目相对法向速度为
零，则

ＶＴｓｉｎ（θＴ－σ）＝ＶＭｓｉｎ（θＭ－σ） （７）
为不失一般性，本文的研究基于以下假设。

假设１　在末制导阶段，认为导弹和目标速
度大小不变，并且弹目机动相对于两者的速度为

小量。

假设 ２　认为导弹和目标的控制输入均
有界。

假设３　末制导过程中，导弹和目标偏离初
始碰撞三角形较小。

根据假设３，引入一个小量
Δθｊ＝θｊ－θ

Ｃ
ｊ （８）

式中，ｊ∈｛Ｔ，Ｍ｝，本文中下标ｊ含义相同。
则得到

ｓｉｎθｊ＝ｓｉｎθ
Ｃ
ｊ＋ｃｏｓθ

Ｃ
ｊ·Δθｊ （９）

结合式（４）、式（７）、式（９）可得
ｙ＝ＶＴｃｏｓθ

Ｃ
Ｔ·ΔθＴ－ＶＭｃｏｓθ

Ｃ
Ｍ·ΔθＭ （１０）

结合式（５）、式（６）、式（１０）可得
ｙ̈＝ａＴｃｏｓθ

Ｃ
Ｔ－ａＭｃｏｓθ

Ｃ
Ｍ （１１）

通常，在带有碰撞角度约束的拦截场景中，碰

撞角度定义为导弹击中目标时其速度矢量与目标

速度矢量的夹角，即

θＣＦ＝θ
Ｃ
Ｔ－θ

Ｃ
Ｍ （１２）

式中：θＣＦ为弹目碰撞角度，本文针对逆轨拦截情
形，则碰撞角度需满足π／２＜θＣＦ＜π。

考虑一类系统的任意阶控制动力学方程，则

·６６１·



　第３期 毛柏源，等：拦截高速机动目标的捕获区及微分对策导引律

Γ·ｊ＝Ａ
ｊ
ωΓｊ＋Ｂ

ｊ
ωｕｊ

ａｊ＝ｃ
ｊ
ωΓｊ＋ｄ

ｊ
ωｕ{
ｊ

（１３）

其中，Γｊ代表ｎ
ｊ
ω维系统中的动力学状态量，Ａ

ｊ
Γ∈

ＲＲｎｊΓ×ｎ
ｊ
Γ，Ｂｊ

Γ∈ＲＲ
ｎｊΓ×ｎ

ｊ
Γ，ｃｊ

Γ∈ＲＲ
１×ｎｊΓ，ｄｊΓ∈ＲＲ

１×ｎｊΓ，ｕｊ
代表系统的控制输入，且任一输入量均为有界，即

ｕｊｉ≤珔ｕ
ｊ
ｉ，ｉ∈Ｎ

ｉ
ｃ （１４）

对于系统中第ｉ个输入ｕｊｉ，定义其在总的机动

能力ｕｍａｘｊ ＝∑
ｎｊｃ

ｉ＝１
珔ｕｊｉ中的权重系数为κ

ｊ
ｉ，则有

ｕｊｉ≤κ
ｊ
ｉ·ｕ

ｍａｘ
ｊ ，０≤ κ

ｊ
ｉ≤１ （１５）

并且对于Ｑｊ＝［κ
ｊ
１ κｊ２ … κｊｎｊｃ］

Ｔ满足

Ｑｊ１ ＝∑
ｎｊｃ

ｉ＝１
κｊｉ＝１ （１６）

为后续推导方便，选取如下状态变量

Ｘ＝［ｙ ｙ ΓＴＭ ΓＴＴ θＣＦ］Ｔ （１７）
根据式（５）、式（６）、式（１１）、式（１２）及

式（１３）可得到导弹与目标相对运动方程如下

Ｘ·＝ＡＸ＋ＢＭｕＭ＋ＢＴｕＴ （１８）
式中

Ａ＝

０ １ ０１×ｎＭΓ ０１×ｎＴΓ ０

０ ０ －ｃＭΓｃｏｓθ
Ｃ
Ｍ ｃＴΓｃｏｓθ

Ｃ
Ｔ ０

０ｎＭΓ×１ ０ｎＭΓ×１ ＡＭΓ ０ｎＭΓ×ｎＴΓ ０

０ｎＴΓ×１ ０ｎＴΓ×１ ０ｎＴΓ×ｎＭΓ ＡＴΓ ０

０ ０ －
ｃＭΓ
ＶＭ

ｃＴΓ
ＶＴ





















０

，

ＢＭ＝

０
－ｄＭΓｃｏｓθ

Ｃ
Ｍ

ＢＭΓ
０ｎＴΓ×１

－
ｄＭΓ
Ｖ



















Ｍ

，ＢＴ＝

０
ｄＴΓｃｏｓθ

Ｃ
Ｔ

０ｎＭΓ×１

ＢＴΓ
ｄＴΓ
Ｖ



















Ｔ

。

其中，Ａ为系统矩阵，ＢＭ和ＢＴ分别代表导弹与目
标的输入矩阵，ｕＭ和 ｕＴ分别代表导弹与目标的
控制输入，状态变量 ｙ、ｙ分别代表弹目碰撞时刻
的脱靶量及其微分，状态变量ΓＴＭ、Γ

Ｔ
Ｔ分别代表ｎ

ｊ
ω

维系统中的动力学状态量，状态变量θＣＦ为弹目碰
撞时刻的碰撞角度。

２　捕获区存在条件分析

２．１　复合控制导弹末制导段捕获区分析

为研究方便，采用文献［１１］中的终端投影方
法，对式（１８）进行降阶处理。

Ｚ（ｔ）＝［ｚ１（ｔ） ｚ２（ｔ）］Ｔ＝ＤΦ（ｔｆ，ｔ）Ｘ（ｔ）

（１９）
式中，Ｚ（ｔ）为降阶处理后重新定义的状态向量，
该向量的物理意义是导弹与目标从当前时刻开始

不加任何控制，直至弹目遭遇所产生的脱靶量和

碰撞角。其中，ｚ１（ｔ）代表零控脱靶量（ＺｅｒｏＥｆｆｏｒｔ
Ｍｉｓｓｄｉｓｔａｎｃｅ，ＺＥＭ），ｚ２（ｔ）代表零控碰撞角（Ｚｅｒｏ
ＥｆｆｏｒｔｉｍｐａｃｔＡｎｇｌｅ，ＺＥＡ）。Φ（ｔｆ，ｔ）为系统
式（１８）的状态转移矩阵，Ｄ为常数矩阵，其取值
如下

Ｄ＝
１ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０[ ]１ （２０）

对式（１９）求导可得

Ｚ·（ｔ）＝Ｄ（Φ·（ｔｆ，ｔ）Ｘ（ｔ）＋Φ（ｔｆ，ｔ）Ｘ
·
（ｔ））

＝ＤΦ（ｔｆ，ｔ）（ＢＭｕＭ＋ＢＴｕＴ） （２１）
系统降阶后，首先研究ｚ１（ｔ）与弹目双方机动

策略之间的关系。由式（２１）可设
ｚ１（ｔ）＝ｆＭ（ｔｆ，ｔ）ｕＭ＋ｆＴ（ｔｆ，ｔ）ｕＴ （２２）

式中，ｆＭ（ｔｆ，ｔ）Ｄ１Φ１（ｔｆ，ｔ）ＢＭ１，ｆＴ（ｔｆ，ｔ）
Ｄ１Φ１（ｔｆ，ｔ）ＢＴ１，其中 Ｄ１、Φ１（ｔｆ，ｔ）、ＢＭ１、ＢＴ１为
式（１７）选择前四个状态变量时对应的矩阵。

基于ｚ１（ｔ）选取如下性能指标函数
Ｊｚ１＝ ｚ１（ｔｆ） （２３）

根据式（２２）构造哈密顿函数
Ｈｚ１＝λｚ１ｚ１（ｔ）
＝λｚ１［ｆＭ（ｔｆ，ｔ）ｕＭ＋ｆＴ（ｔｆ，ｔ）ｕＴ］ 　（２４）

式中，λｚ１为待定的拉格朗日乘子。
则弹目最优拦截策略为

ｕＭ ＝ａｒｇｍｉｎＨｚ１
＝－ｓｉｇｎ［λｚ１ｆＭ（ｔｆ，ｔ）］·ＱＭ·ｕ

ｍａｘ
Ｍ （２５）

ｕＴ ＝ａｒｇｍａｘＨｚ１
＝ｓｉｇｎ［λｚ１ｆＴ（ｔｆ，ｔ）］·ＱＴ·ｕ

ｍａｘ
Ｔ （２６）

协态方程及横截条件为

λ·ｚ１＝－
Ｈｚ１
ｚ１
＝０

λｚ１（ｔｆ）＝ｓｉｇｎ［ｚ１（ｔｆ）］，ｚ１（ｔｆ）≠
{ ０

（２７）

可得

λｚ１＝ｓｉｇｎ［ｚ１（ｔｆ）］ （２８）
结合以上条件，将式（２２）从ｔ到ｔｆ积分，得到

ｚ１（ｔ）的最优轨迹为
ｚ１（ｔ）＝ｚ１（ｔｆ）－ｓｉｇｎ［ｚ１（ｔｆ）］×

∫
ｔｆ

ｔ
［ＦＴ（ｔｆ，φ）·ｕ

ｍａｘ
Ｔ －ＦＭ（ｔｆ，φ）·ｕ

ｍａｘ
Ｍ ］ｄφ （２９）

其中

Ｆｊ（ｔｆ，ｔ）＝∑
ｎｊｃ

ｉ＝１
κｊｉ· ｆｊｉ（ｔｆ，ｔ） （３０）

·７６１·
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针对目标机动未知的情形，为了研究对策双

方在拦截末段的捕获区存在条件，首先给出捕获

区定义及相关引理如下。

定义１　具有非零初始条件的拦截弹能够对
目标实现精确拦截的空间区域称为捕获区。

｛（ｔ０，ｚ１（ｔ０））ｕＭ＝ｕＭ，ｕＴ∈ＵＴ：ｚ１（ｔｆ）＝０｝

（３１）
引理１［１２］　在线性一对一拦截情形中，捕获

区存在的充分必要条件是

ｔ０＜ｔｆ：ｕ
ｍａｘ
Ｍ ＦＭ（ｔｆ，ｔ）－ｕ

ｍａｘ
Ｔ ＦＴ（ｔｆ，ｔ）≥０，

ｔ∈［ｔ０，ｔｆ］ （３２）
定理１　当系统式（１３）描述对策双方的自动

驾驶仪动态特性，且最优拦截轨迹满足式（２９）
时，在一对一拦截情形中必然存在如下形式的捕

获区。

Ｚτ（ｔ
τ
ｇｏ） ＝ Ｚτ（０） ＋μ１ κ

Ｍ
１·∫

ｔτｇｏ
０ ｆ

Ｍ
１（φ）ｄ[ φ＋

κＭ２·∫
ｔτｇｏ
０ ｆ

Ｍ
２（φ）ｄ ]φ －

μ２κＴ·∫
ｔτｇｏ
０ ｆＴ（φ／μ２）ｄφ （３３）

证明：针对系统式（１３），可得出其传递函
数为

Ｎｊ（ｓ）＝
ａｊ（ｓ）
ｕｊ（ｓ）

＝［Ｎｊ１（ｓ） Ｎｊ２（ｓ） … Ｎｊｎｊｃ（ｓ）］

ｃｊΓ（ｓＩ－Ａ
ｊ
Γ）

－１ＢｊΓ＋ｄ
ｊ
Γ （３４）

本文为了方便研究，将其中任一传递函数简

化为

Ｎｊｉ（ｓ）＝
１＋ｓτｚｊｉ
１＋ｓτｊｉ

（３５）

将Ｎｊｉ（ｓ）进一步简化为

Ｎｊｉ（ｓ）＝ｄ
ｊ
ｉ＋
１－ｄｊｉ
１＋ｓτｊｉ

（３６）

式中，ｄｊｉ＝τ
ｚｊ
ｉ／τ

ｊ
ｉ，ｄ

ｊ
ｉ ＜１。式（３６）表明导弹获得

的加速度由两部分组成，即直接力作用部分和气

动力对制导指令的响应部分，其中ｄｊｉ相当于前馈
环节施加于控制系统，当ｄｊｉ＞０时，表示直接力部
分作用在质心之前；当ｄｊｉ＜０时，表示直接力部分
作用在质心之后；当 ｄｊｉ＝０时，传递函数 Ｎ

ｊ
ｉ退化

为一阶惯性环节［１３－１４］。

对式（２２）中的 Ｄ１Φ１（ｔｆ，ｔ）Ｂｊ１进行拉普拉斯
反变换可得

Ｄ１Φ１（ｔｆ，ｔ）Ｂｊ１＝Ｄ１Φ１（ｔｆ－ｔ）Ｂｊ１

＝Ｌ－１
ｃｊΓ（ｓＩ－Ａ

ｊ
Γ）

－１ＢｊΓｃｏｓθ
Ｃ
ｊ＋ｄ

ｊ
Γｃｏｓθ

Ｃ
ｊ

ｓ[ ]２

＝Ｌ－１
Ｎｊ（ｓ）
ｓ[ ]２ ·ｃｏｓθＣｊ （３７）

对于Ｎｊｉ（ｓ）／ｓ
２，其拉普拉斯反变换为

Ｌ－１
Ｎｊｉ（ｓ）
ｓ[ ]２ ＝ｄｊｉφ＋（１－ｄ

ｊ
ｉ）×

τｊｉ·（ｅ
－φ／τｊｉ＋φ

τｊｉ
－１） （３８）

则由ｆｊ（ｔｆ，ｔ）Ｄ１Φ１（ｔｆ，ｔ）Ｂｊ１可得

ｆｊｉ（φ）＝Ｌ
－１ Ｎ

ｊ
ｉ（ｓ）
ｓ[ ]２ ·ｃｏｓθＣｊ

＝［ｄｊｉφ＋（１－ｄ
ｊ
ｉ）×τ

ｊ
ｉ·（ｅ

－φ／τｊｉ＋φ
τｊｉ
－１）］·ｃｏｓθＣｊ

（３９）
将式（３９）看作ｆｊｉ关于 ｔｇｏ的函数时，结合

式（３０）可得

Ｆｊ（ｔｇｏ）＝∑
ｎｊｃ

ｉ＝１
κｊｉ· ｆｊｉ（ｔｇｏ） （４０）

由式（３９）、式（４０）可知
ｌｉｍ
ｔｇｏ→０
［ｕｍａｘＭ ＦＭ（ｔｇｏ）－ｕ

ｍａｘ
Ｔ ＦＴ（ｔｇｏ）］≥０ （４１）

根据引理１可知，式（４１）满足捕获区存在条
件。因此，若选择了系统式（１３）描述的对策双方
自动驾驶仪动态特性，则在一对一拦截情形中必

然存在捕获区，下面将推导捕获区的解析表达式。

本文基于直／气复合控制拦截弹，主要研究在
线性一对一拦截情形中的捕获区存在条件。结合

定理１，分别选择导弹与目标的自动驾驶仪动态
特性传递函数如下

ＮＭｉ（ｓ）＝
１＋ｓτｚＭｉ
１＋ｓτＭ

＝ｄＭｉ＋
１－ｄＭｉ
１＋ｓτＭ

，ｉ∈｛１，２｝

（４２）

ＮＴ（ｓ）＝
１

１＋ｓτＴ
（４３）

为了进一步分析捕获区的存在范围，将零控

脱靶量 ｚ１（ｔ）对 τ
２
Ｍｕ
ｍａｘ
Ｔ 归一化，剩余时间 ｔｇｏ对 τＭ

归一化，即

Ｚτ（ｔ）＝
ｚ１（ｔ）
τ２Ｍｕ

ｍａｘ
Ｔ

（４４）

ｔτｇｏ＝
ｔｇｏ
τＭ

（４５）

则由式（２２）可得
ｄＺτ（ｔ）
ｄｔｇｏ

＝ １
τ２Ｍｕ

ｍａｘ
Ｔ
［ｆＭ１（ｔｇｏ）ｕ

Ｍ
１（ｔ）＋

ｆＭ２（ｔｇｏ）ｕ
Ｍ
２（ｔ）－ｆＴ（ｔｇｏ）ｕＴ（ｔ）］ （４６）

将式（２５）、式（２６）代入式（４６），并对 ｔ从 ０
到ｔｇｏ积分，得到

Ｚτ（ｔｇｏ）＝Ｚτ（０）＋
ｓｉｇｎ｛Ｚτ（０）｝

τ２Ｍ
×

［μ１κ
Ｍ
１·∫

ｔｇｏ

０
ｆＭ１（φ）ｄφ＋μ１κ

Ｍ
２·∫

ｔｇｏ

０
ｆＭ２（φ）ｄφ－

·８６１·
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κＴ·∫
ｔｇｏ

０
ｆＴ（φ）ｄφ］ （４７）

式中

μ１＝
ｕｍａｘＭ · ｃｏｓθＣＭ
ｕｍａｘＴ · ｃｏｓθＣＴ

（４８）

μ１代表拦截弹与目标在垂直于ＯＹ轴方向的最大
机动能力之比，设 μ２＝τＴ／τＭ，其代表目标与导弹
自动驾驶仪时间常数之比，由 ｆＭｉ（ｔｇｏ）／τＭ ＝
ｆＭｉ（ｔｇｏ／τＭ）及ｆＴ（ｔｇｏ）／τＭ＝ｆＴ（［ｔｇｏ／τＭ］／μ２），并结
合式（４５）可得位于 Ｚτ（ｔ

τ
ｇｏ）＝０轴上方的捕获区

表达式为

Ｚτ（ｔ
τ
ｇｏ） ＝ Ｚτ（０）＋μ１ κ

Ｍ
１·∫

ｔτｇｏ

０
ｆＭ１（φ）ｄ[ φ＋

κＭ２·∫
ｔτｇｏ

０
ｆＭ２（φ）ｄ ]φ－

μ２κＴ·∫
ｔτｇｏ

０
ｆＴ（φ／μ２）ｄφ （４９）

□

２．２　基于碰撞角约束的微分对策问题研究

２．１节定性分析了复合控制导弹对于机动目
标在拦截末段的捕获区问题，本节针对式（１８）所
示的系统，主要研究基于直／气复合控制的拦截弹
与机动目标在末制导段带终端碰撞角约束的微分

对策问题。

设性能指标如下

Ｊ２＝
１
２ｃ０ｚ

２
１（ｔｆ）＋

１
２ｃ１［ｚ２（ｔｆ）－θ

Ｅ
Ｆ］
２＋

１
２∫

ｔｆ
ｔ（ｕ

２
Ｍ－ｃ

２
２ｕ
２
Ｔ）ｄｔ （５０）

式中，ｃ０、ｃ１、ｃ２为权系数，ｃ０、ｃ１≥０，ｃ２＞０表示目
标相对于导弹的机动能力，ｃ２可表示为 ｃ２＝ｕ

ｍａｘ
Ｍ ／

ｕｍａｘＴ ，θ
Ｅ
Ｆ为期望的碰撞角，ｚ２（ｔ）－θ

Ｅ
Ｆ代表零控碰

撞角误差。从性能指标分析得知导弹的最优控制

策略欲使 Ｊ２达到最小，目标欲使 Ｊ２最大，弹、目
构成了零和对策的双方［１５］。根据式 （１９）、
式（２１）、式（４２）、式（４３）可得
ｚ１（ｔ）＝ｙｔｇｏ＋ｙ＋［ΓＴτεＴｇ１（τＴ）ｃｏｓθ

Ｃ
Ｔ］－

［ΓＭτε１Ｍｇ１（τＭ）ｃｏｓθ
Ｃ
Ｍ］ （５１）

ｚ２（ｔ）＝θ
Ｃ
Ｆ－ΓＴｇ２（τＴ）／ＶＴ＋ΓＭｇ２（τＭ）τε１Ｍ／ＶＭ

（５２）
ｚ１（ｔ）＝ｕＴτεＴｇ１（τＴ）ｃｏｓθ

Ｃ
Ｔ－

ｕＭｃｏｓθ
Ｃ
Ｍ［τε１Ｍｇ１（τＭ）＋ｔｇｏτε２Ｍ］ （５３）

ｚ２（ｔ）＝－ｕＴｇ２（τＴ）／ＶＴ－
ｕＭ［τε１Ｍｇ２（τＭ）＋τε２Ｍ］／ＶＭ （５４）

式中，ｇ１（ξ）＝ｔｇｏ－ξ＋ξｅ
－ｔｇｏ／ξ，ｇ２（ξ）＝ｅ

－ｔｇｏ／ξ－１，
τε１Ｍ＝（２τＭ－τｚＭ）／τＭ，τε２Ｍ＝τｚＭ／τＭ，τεＴ＝τＴ（２τＭ－

τｚＭ）／τ
２
Ｍ，根据式（５３）、式（５４）构造哈密顿函数

如下

　Ｈ＝１２ｕ
２
Ｍ－
１
２ｃ

２
２ｕ
２
Ｔ＋λ１ｚ１（ｔ）＋λ２ｚ２（ｔ） （５５）

由协态方程及横截条件可得

λ１（ｔ）＝ｃ０ｚ１（ｔｆ）

λ２（ｔ）＝ｃ１［ｚ２（ｔｆ）－θ
Ｅ
Ｆ

{ ］
（５６）

基于以上条件可得弹、目最优拦截策略为

ｕＭ ＝ｃ０ｚ１（ｔｆ）ｃｏｓθ
Ｃ
Ｍ［τε１Ｍｇ１（τＭ）＋ｔｇｏτε２Ｍ］＋

ｃ１［ｚ２（ｔｆ）－θ
Ｅ
Ｆ］［τε１Ｍｇ２（τＭ）＋τε２Ｍ］／ＶＭ

（５７）
ｕＴ ＝｛ｃ０ｚ１（ｔｆ）ｃｏｓθ

Ｃ
ＴτεＴｇ１（τＴ）－

ｃ１［ｚ２（ｔｆ）－θ
Ｅ
Ｆ］ｇ２（τＴ）／ＶＴ｝／ｃ

２
２ （５８）

将式（５７）、式（５８）代入式（５３）、式（５４），并
从ｔ到ｔｆ积分，可得末端时刻状态

ｚ１（ｔｆ）＝
（１－ｃ１Ｇ３）ｚ１（ｔ）－ｃ１Ｇ２（ｚ２（ｔ）－θ

Ｅ
Ｆ）

Ｇｃ
（５９）

ｚ２（ｔｆ）－θ
Ｅ
Ｆ＝
（１－ｃ０Ｇ１）（ｚ２（ｔ）－θ

Ｅ
Ｆ）－ｃ０Ｇ２ｚ１（ｔ）

Ｇｃ
（６０）

式中

Ｇ１ ＝∫
ｔｆ

ｔ
｛［τεＴｇ１（τＴ）ｃｏｓθ

Ｃ
Ｔ／ｃ２］

２－

［（τε１Ｍｇ１（τＭ）＋τε２Ｍｔｇｏ）ｃｏｓθ
Ｃ
Ｍ］
２｝ｄφ （６１）

Ｇ２ ＝∫
ｔｆ

ｔ
｛［τεＴｇ１（τＴ）ｇ２（τＴ）ｃｏｓθ

Ｃ
Ｔ／（ｃ

２
２ＶＴ）］＋

［（τε１Ｍｇ１（τＭ）＋τε２Ｍｔｇｏ）×

（τε１Ｍｇ２（τＭ）＋τε２Ｍ）ｃｏｓθ
Ｃ
Ｍ／ＶＭ］｝ｄφ （６２）

Ｇ３ ＝∫
ｔｆ

ｔ
｛［ｇ２（τＴ）／（ｃ２ＶＴ）］

２－

［（τε１Ｍｇ２（τＭ）＋τε２Ｍ）／ＶＭ］２｝ｄφ （６３）

　Ｇｃ＝（１－ｃ０Ｇ１）（１－ｃ１Ｇ３）－ｃ０ｃ１Ｇ
２
２ （６４）

再将式（５９）、式（６０）代入式（５７）、式（５８）可
得导弹、目标最优拦截策略表示为零控脱靶量与

零控碰撞角误差的线性组合形式

ｕＭ ＝
ＫＭ１
ｔ２ｇｏ
ｚ１（ｔ）＋ＫＭ２

ＶＭ
ｔｇｏ
［ｚ２（ｔ）－θ

Ｅ
Ｆ］（６５）

ｕＴ ＝
ＫＴ１
ｔ２ｇｏ
ｚ１（ｔ）＋ＫＴ２

ＶＴ
ｔｇｏ
［ｚ２（ｔ）－θ

Ｅ
Ｆ］ （６６）

式中，ｔｇｏ代表剩余飞行时间，其由弹目距离除以弹
目相对速度沿视线的分量得到，ＫＭ１、ＫＭ２、ＫＴ２、ＫＴ２
代表制导增益。

ＫＭ１＝－ｃ０ｃ１Ｇ２
［τε１Ｍｇ２（τＭ）＋τε２Ｍ］ｔ

２
ｇｏ

ＧｃＶＭ
＋

·９６１·
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ｃ０ｃｏｓθ
Ｃ
Ｍ（１－ｃ１Ｇ３）

［τε１Ｍｇ１（τＭ）＋τε２Ｍｔｇｏ］ｔ
２
ｇｏ

Ｇｃ
（６７）

ＫＭ２＝－ｃ０ｃ１Ｇ２ｃｏｓθ
Ｃ
Ｍ
［τε１Ｍｇ１（τＭ）＋τε２Ｍｔｇｏ］ｔｇｏ

ＧｃＶＭ
＋

ｃ１（１－ｃ０Ｇ１）
［τε１Ｍｇ２（τＭ）＋τε２Ｍ］ｔｇｏ

ＧｃＶ
２
Ｍ

（６８）

ＫＴ１＝ｃ０ｃ１Ｇ２
ｇ２（τＴ）ｔ

２
ｇｏ

ＧｃＶＴｃ
２
２
＋

ｃ０ｃｏｓθ
Ｃ
Ｔ（１－ｃ１Ｇ３）

［τεＴｇ１（τＴ）］ｔ
２
ｇｏ

Ｇｃｃ
２
２

（６９）

ＫＴ２＝－ｃ０ｃ１Ｇ２ｃｏｓθ
Ｃ
Ｔ
［τεＴｇ１（τＴ）］ｔｇｏ
ＧｃＶＴｃ

２
２

－

ｃ１（１－ｃ０Ｇ１）
ｇ２（τＴ）ｔｇｏ
ＧｃＶＴＶＭｃ

２
２

（７０）

对于弹目双方零和微分对策问题，鞍点解存

在当且仅当系统式（１８）对应的下列里卡蒂微分
方程的解有限。

Ｐ·（ｔ）＝ＰＡ＋ＡＴＰ＋Ｐ（ｃ－２２ ＢＴＢ
Ｔ
Ｔ－ＢＭＢ

Ｔ
Ｍ）Ｐ

（７１）
式中，Ｐ（ｔｆ）＝ｄｉａｇ（ｃ０，０，０，０，ｃ１），而Ｐ（ｔ）有限
的充分条件是制导增益有界，故当式（６７）～（７０）
有界的情况下才存在鞍点解。通过对性能指标

式（５０）分析可知，只有当 ｃ０，ｃ１→∞时才满足理
想拦截情形，故参数 ｃ０，ｃ１的选取需要综合制导
增益与性能指标进行确定。

由于微分对策中鞍点解的存在要求制导增益

ＫＭ１、ＫＭ２、ＫＴ１、ＫＴ２有界，故应从制导增益与 ｃ０，ｃ１
的关系来着手分析选取原则。首先，考虑满足脱

靶量指标ｃ０→∞，而ｃ１取为有限值时的制导增益
变化趋势；然后，进一步分析目标无机动 ｃ２→∞，
此时制导增益随ｃ１取值的变化趋势，由此可以得
到使制导增益有界，即分母不为零的约束方程，从

而反向推导ｃ０，ｃ１的取值范围。

３　仿真分析

本节首先基于式（４９）给出的弹目沿最优拦
截轨迹运动时的捕获区解析式进行了仿真验证，

之后，将目标与直／气复合控制导弹在末端带有碰
撞角约束的制导问题转化为零和微分对策问题，

并对导引律进行仿真分析。

选择四种情形下的捕获区进行分析说明，仿

真参数为：κＭ１ ＝０．５，κ
Ｍ
２ ＝０．５，κＴ＝１，μ１＝１．２，

θＣＭ＝０°，θ
Ｃ
Ｔ＝１８０°。

情形１：拦截弹采用直／气复合控制与纯气动
力控制捕获区对比分析，仿真结果如图２所示。

图２　捕获区分析：情形１
Ｆｉｇ．２　Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｃａｐｔｕｒｅｚｏｎｅｓ：ｓｃｅｎａｒｉｏ１

图２为拦截弹采用直／气复合控制与纯气动
控制情形下在Ｚτ＝０轴上方的捕获区范围，全域
内捕获区关于 Ｚτ＝０轴上下对称。仿真结果表
明，采用复合控制时的捕获区范围远大于采用纯

气动力控制的，这也说明直／气复合控制导弹在拦
截末段具有更大的优势。

情形２：拦截弹在不同ｄＭ１值时捕获区对比分
析，仿真结果如图３所示。

图３　捕获区分析：情形２
Ｆｉｇ．３　Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｃａｐｔｕｒｅｚｏｎｅｓ：ｓｃｅｎａｒｉｏ２

图３表明直接力作用装置安装在质心之前的
情况下，ｄＭ１ 值越大，即导弹自动驾驶仪特性传函
中直接力作用部分的影响越大，捕获区范围也

更大。

情形３：拦截弹的直接力作用装置安装于质
心前后时的捕获区对比分析，仿真结果如图 ４
所示。

由图４可知，当ｄＭ１ ＜０时，表明直接力作用装
置安装于质心之后，无论 ｄＭ１取何值，此情况下捕
获区均小于直接力作用装置安装在质心之前的

情形。

情形４：拦截弹与目标的最大机动能力比值
μ１对捕获区的影响分析，仿真结果如图５所示。

·０７１·
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图４　捕获区分析：情形３
Ｆｉｇ．４　Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｃａｐｔｕｒｅｚｏｎｅｓ：ｓｃｅｎａｒｉｏ３

图５　捕获区分析：情形４
Ｆｉｇ．５　Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｃａｐｔｕｒｅｚｏｎｅｓ：ｓｃｅｎａｒｉｏ４

图５表明，当μ１＜１之后，导弹对目标的捕获
区迅速减小，表明拦截弹需要更大的机动能力以

确保对目标具有足够大的捕获区。

针对本文提出的微分对策导引律，首先在不

同碰撞角约束下进行仿真验证。为了进一步验证

本文提出的微分对策导引律的性能，与文献［１６］
中的最优导引律（ＯｐｔｉｍａｌＧｕｉｄａｎｃｅＬａｗ，ＯＧＬ）、
文献［１７］中的自适应滑模导引律（Ａｄａｐｔｉｖｅ
ＳｌｉｄｉｎｇＭｏｄｅＧｕｉｄａｎｃｅＬａｗ，ＡＳＭＧＬ）进行对比仿
真，本文的记为微分对策导引律（Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ＧａｍｅＧｕｉｄａｎｃｅＬａｗ，ＤＧＧＬ）。从末制导时刻开
始，机动目标的初始位置为（３０ｋｍ，１５ｋｍ），目标
速度为ＶＴ＝１５００ｍ／ｓ。拦截导弹的初始位置为
（０ｋｍ，１２ｋｍ），速度为 ＶＭ ＝９００ｍ／ｓ。仿真参数
取值为 ｃ０ ＝１０

５，ｃ１ ＝１０
８，ｃ２ ＝５，θＭ ＝１０°，

θＴ＝１８０°。
五种碰撞角约束下的微分对策导引律仿真结

果如图６～１０所示。
由图６～１０可知，本文提出的微分对策导引

律在不同的碰撞角约束下均能实现预期拦截，

并且零控脱靶量及零控碰撞角误差均能收敛到

零附近，同时导弹的指令加速度不超过６ｇ，这表
明该导引律鲁棒性良好，脱靶量小，易于工程

实现。

图６　不同碰撞角弹道
Ｆｉｇ．６　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｌｌｉｓｉｏｎａｎｇｌｅｓ

图７　不同碰撞角对应的零控脱靶量
Ｆｉｇ．７　ＺＥＭｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｌｌｉｓｉｏｎａｎｇｌｅｓ

图８　不同碰撞角对应的零控碰撞角误差
Ｆｉｇ．８　ＺＥＡｅｒｒｏｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｌｌｉｓｉｏｎａｎｇｌｅｓ
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图９　不同碰撞角对应的导弹制导指令
Ｆｉｇ．９　Ｍｉｓｓｉｌｅ′ｓｇｕｉｄａｎｃｅｃｏｍｍａｎｄｏｆ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｌｌｉｓｉｏｎａｎｇｌｅｓ

图１０　不同碰撞角对应的目标制导指令
Ｆｉｇ．１０　Ｔａｒｇｅｔ′ｓｇｕｉｄａｎｃｅｃｏｍｍａｎｄｏｆ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｌｌｉｓｉｏｎａｎｇｌｅｓ

对三种导引律在弹目碰撞角约束为 １４０°情
况下进行对比仿真，目标执行正弦机动，机动加速

度为 ａＴ ＝７５ｇｓｉｎ
２π
５( )ｔ ｍ／ｓ２。仿真结果如

图１１～１５所示。
仿真结果表明，在三种导引律的拦截弹道中，

自适应滑模导引律的弹道波动幅度最大，并且其

ＺＥＭ也随目标机动呈现较大的上下波动，这是因
为滑模导引律的制导目的是使视线角速率趋于

零。由于最优导引律是在对目标机动形式精确预

估的前提下，直接将导弹导引至预测拦截点，因此

加速度指令在三种导引律中相对最小。微分对策

导引律的优势在于对目标机动不敏感，因此视线

角速率及零控脱靶量曲线最为平缓，并且随时间

变化缓慢。

图１１　拦截弹道对比
Ｆｉｇ．１１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｉｎｔｅｒｃｅｐｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ

图１２　零控脱靶量对比
Ｆｉｇ．１２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＺＥＭ

图１３　视线角速率对比
Ｆｉｇ．１３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｌｉｎｅｏｆｓｉｇｈｔａｎｇｕｌａｒｒａｔｅ

为了更充分地对比三种导引律的性能，根据

导弹初始弹道倾角不同，选取三种拦截情形进行

对比分析。仿真初值如表１所示。
三种拦截情形下的脱靶量统计如表２所示。

·２７１·
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图１４　视线角对比
Ｆｉｇ．１４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｌｉｎｅｏｆｓｉｇｈｔａｎｇｌｅ

图１５　导弹制导指令对比
Ｆｉｇ．１５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｍｉｓｓｉｌｅ′ｓｇｕｉｄａｎｃｅｃｏｍｍａｎｄ

表１　三种拦截情形初值
Ｔａｂ．１　Ｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｃｅｐｔｃａｓｅｓ

拦截情形 θＴ／（°） θＭ／（°）

情形１
情形２
情形３

１８０
１８０
１８０

１０
１５
２０

表２　仿真结果
Ｔａｂ．２　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

拦截

情形
导引律

拦截

时间／ｓ
脱靶量／
ｍ

情形１
ＯＧＬ １２．３７６ ０．４６７
ＤＧＬ １２．３６２ ０．０５６
ＡＳＭＧＬ １２．３８１ １．２５２

情形２
ＯＧＬ １２．３８０ ０．２１２
ＤＧＬ １２．３７４ ０．１５５
ＡＳＭＧＬ １２．３８８ ０．５５５

情形３
ＯＧＬ １２．３８６ ０．１３１
ＤＧＬ １２．３７９ ０．０９５
ＡＳＭＧＬ １２．３９１ ０．２８９

　　通过对三种导引律进行多次仿真对比，表明
针对正弦机动目标拦截，微分对策导引律的拦截

末端脱靶量最小，制导精度最高。因为其对目标

机动不敏感，视线角速度在末端能够收敛到零，这

表明其在高速机动目标拦截场景中具有优良的制

导性能。

４　结论

本文研究了高速机动目标拦截场景中的末制

导段，通过简化弹目运动模型，基于微分对策理论

推导出一种直／气复合控制导弹拦截目标的解析
形式捕获区表达式。此外，为了得到带碰撞角度

约束下的弹目最优拦截策略解析解，通过选取适

当的性能指标，求解出两人零和微分对策问题，分

别得到复合控制导弹与目标的最优拦截策略。仿

真分析了几种情形下的捕获区范围，验证了捕获

区的存在条件，导引律仿真结果表明，本文所提出

的微分对策导引律在高速机动目标拦截场景中有

优良的制导性能，其具有较高的工程实用价值。
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