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摘　要：基于应力梯度非局部薄板理论模型，推导了非局部薄板动力学特性求解的广义有限积分变换方
法。通过选取适应边界条件的积分核函数并构建广义积分变换对，应用积分变换将非局部薄板的高阶偏微

分方程变换成线性方程组，直接求解得到固有频率。将广义有限积分变换方法的计算结果和有限元法及已

有文献的结果进行对比，验证了本文方法的正确性。在此基础上，又研究了非局部参数、薄板的尺度对系统固
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有频率的影响。该方法为非局部薄板模型的求解提供了一个新的途径。
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　　薄板作为工程中应用最广泛的结构之一，其
理论诞生以来就一直受到学者们的广泛关注。由

于薄板的静、动力学控制方程均为高阶偏微分方

程［１］，因此国内外大量学者都致力于研究其求解

方法，例如Ｒｉｔｚ法［２－３］、Ｎａｖｉｅｒ法、Ｇａｌｅｒｋｉｎ法及广
义变分原理法［４］等，这些方法大多具有一定的局

限性，仅能求解特定的问题，不具有普适性，直到

有限元方法的产生［５］，才彻底解决复杂薄板问题

的求解方法。

随着学者们的研究不断深入，研究对象也已

经从宏观领域拓展到纳米领域，例如碳纳米管［６］

和石墨烯板［７］。该类对象的研究手段主要有三

种途径：实验方法、分子动力学方法和连续介质力

学方法。实验方法是能够获得结构力学特性最直

接、最有效的方法，类如 Ｊｅｎａ等［８］、Ｘｕ等［９］皆通

过实验方法获得了石墨烯的剪切特性、弹性模量、

屈服强度等参数，但实验方法投入大、成本高，经

济性较差。分子动力学方法是一种理论数值仿真

手段，其能够较好地获得纳米结构原子运动轨迹的

微观细节，进而得到想要获得的特性参数［１０］，但其

缺点也较明显，即计算量大，即使是在计算机技术

已经非常先进的今天，也仍难以对其进行快速的计

算。相比于上述两种方法，连续介质力学方法具有

计算效率高、计算结果相对较准确等优点，因此其

被广泛应用于纳米结构的力学行为分析中。

学者们研究发现，适用于宏观尺度的经典连
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续介质力学方法，由于纳米尺度材料的尺度效应，

往往得不到理想的结果［１１］。此时，Ｅｒｉｎｇｅｎ提出
了应力梯度非局部连续介质力学理论［１２］，该理论

认为，物体中任一点的应力不仅与该点的应变有

关，而且与其邻域内所有点的应变皆有关，因此其

能够很好地考虑尺度效应。基于该理论，学者们

对纳米结构的力学行为做出了大量研究［１３－１６］。

但同时，由于非局部理论中非局部应力梯度项的

引入，导致系统的能量泛函难以给出显示表达式，

给控制方程的求解带来了一定的困难。

广义有限积分变换方法为求解线性偏微分方

程的重要方法［１７］，钟阳等［１８－１９］将其引入了弹性

矩形薄板问题的求解中，并得到了理想的效果。

该方法直接从控制方程出发，通过广义有限积分

变换将高阶偏微分方程变换为线性方程组，进而

得到待求解问题的精确解。因此，广义有限积分

变换方法对求解非局部问题具有较好的适应性。

本文旨在推导基于应力梯度非局部薄板振动

特性分析的广义有限积分变换方法，并将计算结

果与有限元法及已有文献的结果进行对比，验证

了本文推导的正确性。在此基础上，又研究了非

局部参数、薄板的尺度对系统固有频率的影响。

１　非局部薄板动力学控制方程

与传统弹性理论不同，非局部弹性理论认为物

体中任一点的应力不仅与该点的应变有关，而且与

其邻域内所有点的应变皆有关。因此，在非局部弹

性理论中，薄板的应力应变关系可以表示为

（１－μ!２）σｎｌｉｊ＝Ｃｉｊｋｌεｋｌ （１）
其中，μ为非局部参数，σｎｌｉｊ为非局部应力张量，Ｃｉｊｋｌ
为四阶弹性张量，εｋｌ为应变张量。

基于式（１），考虑一个长为 ａ，宽为 ｂ，厚度为
ｈ的矩形薄板，其动力学控制方程可以写成
４ｗ
ｘ４
＋２ 

４ｗ
ｘ２ｙ２

＋
４ｗ
ｙ４
＋（１－μ!２）ρｈＤ

２ｗ
ｔ２
＝０

（２）
其中：ρ为薄板的材料密度；Ｄ＝Ｅｈ３／１２×（１－ν２）
为薄板的弯曲刚度，Ｅ为薄板的弹性模量，ν为薄
板的泊松比。

对于四边固支边界条件，可以表示为

ｗ（０，ｙ，ｔ）＝ｗ（０，ｙ，ｔ）
ｘ

＝０

ｗ（ａ，ｙ，ｔ）＝ｗ（ａ，ｙ，ｔ）
ｘ

＝０

ｗ（ｘ，０，ｔ）＝ｗ（ｘ，０，ｔ）
ｙ

＝０

ｗ（ｘ，ｂ，ｔ）＝ｗ（ｘ，ｂ，ｔ）
ｙ













 ＝０

（３）

２　广义有限积分变换求解方法

为了求解式（２）与式（３），定义二维广义积分
变换对

Ｗｍｎ ＝∫
ａ

０∫
ｂ

０
Ｗ（ｘ，ｙ）Ｘｍ（ｘ）Ｙｎ（ｙ）ｄｘｄｙ

Ｗ（ｘ，ｙ）＝１ａｂ∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
ＷｍｎＸｍ（ｘ）Ｙｎ（ｙ{ ）

（４）

其中，Ｘｍ（ｘ）和Ｙｎ（ｙ）为适应边界条件式（３）的积
分核函数，即

Ｘｍ（ｘ）ｘ＝０，ａ＝
ｄＸｍ（ｘ）
ｄｘ ｘ＝０，ａ

＝０

Ｙｍ（ｙ）ｙ＝０，ｂ＝
ｄＹｍ（ｙ）
ｄｙ ｙ＝０，ｂ









 ＝０
（５）

为满足式（５），Ｘｍ（ｘ）和Ｙｎ（ｙ）可取
Ｘｍ（ｘ）＝ｃｈ（αｍｘ）－ｃｏｓ（αｍｘ）－ｃｍ［ｓｈ（αｍｘ）－ｓｉｎ（αｍｘ）］

Ｙｎ（ｙ）＝ｃｈ（βｎｙ）－ｃｏｓ（βｎｙ）－ｃｎ［ｓｈ（βｎｙ）－ｓｉｎ（βｎｙ{ ）］

（６）
其中，αｍ和βｎ分别需要满足

ｃｈ（αｍａ）ｃｏｓ（αｍａ）＝１

ｃｈ（βｍｂ）ｃｏｓ（βｍｂ）{ ＝１
（７）

ｃｍ和ｃｎ分别定义为

ｃｍ＝
ｃｈ（αｍａ）－ｃｏｓ（αｍａ）
ｓｈ（αｍａ）－ｓｉｎ（αｍａ）

ｃｎ＝
ｃｈ（βｎｂ）－ｃｏｓ（βｎｂ）
ｓｈ（βｎｂ）－ｓｉｎ（βｎｂ










）

（８）

此时，积分核函数 Ｘｍ（ｘ）和 Ｙｎ（ｙ）具有以下
性质

ｄ４Ｘｍ（ｘ）
ｄｘ４

＝α４ｍＸｍ（ｘ）

ｄ４Ｙｎ（ｙ）
ｄｙ４

＝β４ｎＹｎ（ｙ）

∫
ａ

０
Ｘｍ（ｘ）Ｘｉ（ｘ）ｄｘ＝

０，ｍ≠ｉ
ａ，{ ｍ＝ｉ

∫
ｂ

０
Ｙｎ（ｙ）Ｙｉ（ｙ）ｄｙ＝

０，ｎ≠ｉ
ｂ，{

















ｎ＝ｉ

（９）

对于控制方程（２），设其解为
ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝Ｗ（ｘ，ｙ）ｓｉｎ（ωｔ＋φ） （１０）
因此，控制方程（２）可改写成

４Ｗ
ｘ４
＋２ 

４Ｗ
ｘ２ｙ２

＋
４Ｗ
ｙ４
＋（１－μ!２）ρｈＤω

２Ｗ ＝０

（１１）
对式（１１）中的每一项做广义积分变换，并进

行分部积分并化简，可得

·４６·
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（１２）
其中，Ｉｍｒ、Ｉｎｓ、Ｊｍｒ及Ｊｎｓ的表达式为

Ｉｍｒ＝∫
ａ

０

ｄ２Ｘｍ（ｘ）
ｄｘ２

Ｘｒ（ｘ）ｄｘ

　 ＝
ｃｍαｍ［２－ｃｍ（αｍａ）］，ｍ＝ｒ

４（αｍａ）
２（αｒａ）

２［ｃｒ（αｒａ）－ｃｍ（αｍａ）］
ａ［（αｒａ）

４－（αｍａ）
４］／［１＋（－１）ｍ＋ｒ］

，ｍ≠{ ｒ

Ｉｎｓ＝∫
ｂ

０

ｄ２Ｙｎ（ｙ）
ｄｙ２

Ｙｓ（ｙ）ｄｙ

　 ＝
ｃｎβｎ［２－ｃｎ（βｎｂ）］，ｎ＝ｓ

４（βｎｂ）
２（βｓｂ）

２［ｃｓ（βｓｂ）－ｃｎ（βｎｂ）］
ｂ［（βｓｂ）

４－（βｎｂ）
４］／［１＋（－１）ｎ＋ｓ］

，ｎ≠{ ｓ

Ｊｍｒ＝∫
ａ

０
Ｘｒ（ｘ）Ｘｍ（ｘ）ｄｘ＝

ａ，ｍ＝ｒ
０，ｍ≠{ ｒ

Ｊｎｓ＝∫
ａ

０
Ｙｓ（ｙ）Ｙｎ（ｙ）ｄｙ＝

ｂ，ｎ＝ｓ
０，ｎ≠{



























ｓ
（１３）

将广义积分变换后的结果式（１２）代入控制
方程（１１），可以得到

α４ｍＷｍｎ＋
２
ａｂ∑

∞

ｒ＝１
∑
∞

ｓ＝１
ＩｍｒＩｎｓＷｒｓ＋β

４
ｎＷｍｎ＋

１
ａｂμ
ρｈ
Ｄω

２∑
∞

ｒ＝１
∑
∞

ｓ＝１
ＩｍｒＪｎｓＷｒｓ＋∑

∞

ｒ＝１
∑
∞

ｓ＝１
ＩｎｓＪｍｒＷ( )ｒｓ －

ρｈ
Ｄω

２Ｗｍｎ ＝０ （１４）

整理式（１４），并改写成矩阵形式，可得
Ｍ１１１１ … Ｍ１ｔ１１ … Ｍｔ１１１ … Ｍｔｔ１１
   

Ｍ１１１ｔ … Ｍ１ｔ１ｔ … Ｍｔ１１ｔ … Ｍｔｔ１ｔ
   

Ｍ１１ｔ１ … Ｍ１ｔｔ１ … Ｍｔ１ｔ１ … Ｍｔｔｔ１
   

Ｍ１１ｔｔ … Ｍ１ｔｔｔ … Ｍｔ１ｔｔ … Ｍｔｔ























ｔｔ

Ｗ１１


Ｗ１ｔ


Ｗｔ１


Ｗ

































ｔｔ

＝０

（１５）

其中

Ｍｒｓｍｎ＝
Ａｍｎ＋

２
ａｂＢ

ｒｓ
ｍｎ，ｍ＝ｒ且 ｎ＝ｓ

２
ａｂＢ

ｒｓ
ｍｎ，

{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
（１６）

Ａｍｎ＝α
４
ｍ＋β

４
ｎ－
ρｈ
Ｄω

２

Ｂｒｓｍｎ＝ＩｍｒＩｎｓ＋μ
ρｈ
２Ｄω

２（ＩｍｒＪｎｓ＋ＩｎｓＪｍｒ{ ）

（１７）

由于式（１５）中Ｗ１１、Ｗ１２、…、Ｗｔｔ不可能同时为
零，因此式（１５）成立的前提需要满足行列式

Ｍ１１１１ … Ｍ１ｔ１１ … Ｍｔ１１１ … Ｍｔｔ１１
   

Ｍ１１１ｔ … Ｍ１ｔ１ｔ … Ｍｔ１１ｔ … Ｍｔｔ１ｔ
   

Ｍ１１ｔ１ … Ｍ１ｔｔ１ … Ｍｔ１ｔ１ … Ｍｔｔｔ１
   

Ｍ１１ｔｔ … Ｍ１ｔｔｔ … Ｍｔ１ｔｔ … Ｍｔｔｔｔ

＝０

（１８）
式（１８）中仅含有未知变量 ω，通过求解该

式，即可得到薄板的固有频率。令非局部参数

μ＝０，上述求解过程即简化为宏观尺度下经典弹
性薄板理论的广义有限积分变换求解方法。

３　结果分析

３．１　正确性验证

为了验证本文推导的正确性，将本文计算方

法结果与有限元法或已有文献结果进行对比。首

先，令非局部参数 μ＝０，将广义有限积分变换法
的计算结果与有限元方法计算结果进行对比，计

算过程中取薄板的几何参数及材料参数如下：边

长 ａ＝ｂ＝１ｍ，厚度 ｈ＝０００５ｍ，密度 ρ＝
２７００ｋｇ／ｍ３，弹性模量 Ｅ＝７２×１０１０Ｐａ，泊松比
ν＝０３３。计算结果对比见表１，计算中广义有限
积分变换法所取截断项数为４，即ｔ＝４，可见本文
所采用的广义有限积分变换法的计算结果介于

１０×１０单元和５０×５０单元的有限元法之间，这
说明截断项数为４的广义有限积分变换法的计算
精度要高于１０×１０单元的有限元法，同时这也验
证了本文方法计算的正确性。

考虑纳米尺度的非局部薄板，其几何尺寸为：

ａ＝１５ｎｍ，ａ／ｂ＝１５，厚度 ｈ＝０３４ｎｍ，密度 ρ＝
２２５ｇ／ｃｍ３，弹性模量 Ｅ＝１０６ＴＰａ，泊松比 ν＝
０２５。在本算例中，固有频率 ωｋ将通过式（１９）
无量纲化。

·５６·
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珚ωｋ＝ωｋｂ
２ １２ρ（１－ν２）

Ｅｈ槡 ２ （１９）

表１　固有频率计算结果对比（μ＝０）
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｎａｔｕｒｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（μ＝０）

单位：Ｈｚ

阶次
广义有限积分

变换方法

有限元方法

１０×１０单元 ５０×５０单元

ｆ１１ ４４．９９８４ ４４．４１０７ ４５．１５９４

ｆ１２ ９１．４６１３ ９０．４２５５ ９２．０５２２

ｆ２１ ９１．４６１３ ９０．４２５５ ９２．０５２２

ｆ２２ １３５．６３４７ １３０．２３９５ １３５．４３８９

将计算结果与文献［１４］中的算例结果进行
对比，如表２所示。由表２可知，在取不同的非
局部参数 μ时，本文方法与已有文献中的结果
吻合良好，进而也验证了本文计算方法的正

确性。

表２　不同非局部参数下固有频率计算结果对比
Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｎａｔｕｒｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｎｌｏｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒ
单位：Ｈｚ

阶次
广义有限积分变换法 文献［１４］结果

μ＝１ｎｍ２ μ＝３ｎｍ２ μ＝１ｎｍ２ μ＝３ｎｍ２

一阶 ２４．５６３ ２１．０４１ ２４．９２４ ２１．８６５

二阶 ３６．１６７ ２８．１９５ ３６．２９３ ２９．７３２

三阶 ５１．７７２ ４１．００８ ５３．３５６ ４０．７１９

３．２　参数影响分析

图１　固有频率随非局部参数变化规律
Ｆｉｇ．１　Ｎｏｎｌｏｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｅｆｆｅｃｔｓｏｎｔｈｅｎａｔｕｒｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

３．２．１　非局部参数对固有频率的影响
图１给出了微尺度矩形薄板前四阶无量纲固

有频率随非局部参数变化规律曲线，薄板的边长

ａ／ｂ＝１５，图中珚ωｋ的定义与式（１９）相同。从图１

中曲线可以看出，随着非局部参数的增大，薄板的

固有频率会减小。同时也可发现，随着模态阶次

的增高，其受非局部参数的影响也逐渐增大，而基

频受非局部参数相对最小。

３．２．２　薄板尺度对固有频率的影响
图２与图３分别给出了不同非局部参数下固

有频率比随板的边长变化规律和不同阶模态随板

边长的变化规律。在该算例中采用方形板，即

ａ／ｂ＝１，厚度、密度及弹性模量等参数与之前算例
相同。固有频率比的定义如下：

ｃ＝
珚ωｋ
珚ω（０）ｋ

（２０）

其中，珚ω（０）ｋ 为μ＝０时，即宏观尺度下经典弹性薄
板的无量纲化频率。

图２　不同非局部参数下固有频率比随板的
边长变化规律

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｅｆｆｅｃｔｓｏｎｔｈｅｎａｔｕｒｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｆｏｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｎｌｏｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

图３　不同阶固有频率比随板的边长变化规律

（μ＝２ｎｍ２）
Ｆｉｇ．３　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｅｆｆｅｃｔｓｏｎｔｈｅｎａｔｕｒｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｆｏｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅ（μ＝２ｎｍ２）

从图２中可以看出，随着薄板边长的增大，非
局部理论结果逐渐靠近经典薄板理论计算结果，

这也从侧面说明了非局部理论在纳米尺度下对薄

·６６·
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板的固有频率影响较大，但到了宏观尺度下则可

以不考虑非局部效应，采用经典的弹性薄板理论

对结构进行分析即可。从图３中可以看出，高阶
模态的固有频率比要小于低阶模态的固有频率

比，该结论与文献［２０－２１］中的结论相同，这也
从另一个角度验证了计算的正确性。

４　结论

针对应力梯度非局部薄板理论模型，推导了

非局部薄板动力学特性求解的广义有限积分变换

方法，得到了非局部薄板的固有频率，并将计算结

果与有限元法及已有文献的结果进行对比，验证

了本文方法的正确性。在此基础上，研究了非局

部参数、薄板的尺度对系统固有频率的影响。主

要结论如下：

１）广义有限积分变换方法直接对非局部理
论控制方程进行积分变换，进而对控制方程进行

求解，该方法可为难以写出能量泛函的高阶偏微

分方程提供新的求解思路。

２）非局部参数的增大，薄板的固有频率会减
小，随着模态阶次的增高，其受非局部参数的影响

也逐渐增大。

３）在纳米尺度结构分析时需要考虑非局部
效应，在宏观尺度下则无须考虑。
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