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摘　要：基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论和ＴｓａｉＨｉｌｌ屈服准则，建立了自由端弯曲载荷作用下悬臂梁弹塑性问题
分析的数学模型，并得到了梁应力和位移的精确解。通过与相关文献和有限元计算结果进行对比，验证了该

方法的正确性，并在此基础上，进一步分析了纤维方向角、弯矩、跨高比以及纤维体积分数对梁弹塑性应力和

位移的影响规律。相关成果可为热塑性复合材料的设计和工程应用提供参考。
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　　自１９５１年 Ｂｒａｄｉｔ首次制造热塑性复合材料
（玻璃纤维增强聚苯乙烯）以来，热塑性复合材料

已普遍应用于航空工程、汽车交通、医疗器械等领

域［１－３］。在当前可重复使用运载器的需求下，具

备高抗冲击性能、高损伤容限以及可熔融再加工

等特点［４－５］的热塑性复合材料必将在航天工程领

域得到更广泛运用。试验表明［６－７］热塑性复合材

料具有明显的弹塑性阶段，进入塑性后有较强的

承载能力，这与传统的热固性复合材料弹性阶段

后即发生脆性断裂有很大不同。为充分发挥材料

的应用潜力，避免以弹性设计代替塑性设计的错

误［８］，对热塑性复合材料弹塑性力学特性进行分

析具有重要意义。

热塑性复合材料具有高度正交各向异性特

点，其力学问题可等效为正交各向异性材料的力

学问题进行研究。Ｌｅｋｈｎｉｔｓｋｉｉ［９］得到了受横向力
作用的正交各向异性悬臂梁、受均布载荷和线性

分布载荷作用的正交各向异性简支梁和悬臂梁的

弹性解答。黄德进等［１０－１１］利用 Ａｉｒｙ应力函数建
立了均布载荷下正交各向异性梁的力学特性分析

模型，并得到了两端固支和一端固支一端简支边

界条件下应力场和位移场的解析解。针对均布载

荷作用下正交各向异性悬臂梁的变形问题，黄立

新等［１２－１３］用有限元法分析了材料各向异性、跨高

比等对变形的影响。Ｋｌｃ等［１４］分析了在均布载

荷或横向集中力作用下复合材料悬臂梁自由端挠

度与纤维方向角之间的关系。然而上述文献中应

力函数形式很难确定，为解决这一问题，张浪
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等［１５］给出了一种通过求解函数方程获得平面各

向异性梁弹性解的新方法。当外载荷较大，材料

进入塑性后，相应问题变得更复杂。基于理想弹

塑性理论，Ａｙｋｕｌ和 Ｋａｙａ［１６］以及 Ｅｓｅｎｄｅｍｉｒ［１７－１８］

研究了集中载荷下热塑性复合材料悬臂梁、均布

载荷下或集中载荷下简支梁的弹塑性应力问题，

然而理想弹塑性理论与实际热塑性复合材料应力

应变关系存在较大差异。结合线性强化弹塑性理

论和ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁假设，Ｓａｙｍａｎ等［１９］对弯矩

作用下热塑性复合材料悬臂梁进行研究，得到了

弹性解和弹塑性解。对于复合材料短粗梁，

Ｋａｒａｍａｎｌ［２０］利用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论研究了复合
材料层合梁在不同边界条件下的变形问题；

Ｂａｌｄｕｚｚｉ等［２１］基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论分析了材
料的各向异性对梁的本构关系和应力分布的影

响；Ｄｏｅｖａ等［２２］给出了考虑拉弯剪扭耦合效应的

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ复合材料梁静挠度分析的精确解析
解，并指出现有的 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁模型不足以
解释 厚 梁 特 性 的 问 题。但 是，以 上 基 于

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论的研究均没有考虑热塑性复合
材料的塑性效应。

本文以热塑性复合材料悬臂梁为研究对象，

基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论和 ＴｓａｉＨｉｌｌ屈服准则，得
到应力和位移的解析解。通过与文献［１９，２１］和
有限元计算结果对比，验证本文所给模型与方法

的正确性，并分析了纤维方向角、弯矩、跨高比以

及纤维体积分数等对悬臂梁应力和位移的影响

规律。

１　悬臂梁弹塑性分析模型

研究对象如图１所示，热塑性复合材料悬臂
梁长为ｌ、高为２ｃ、厚为ｔ，纤维方向角为θ，自由端
承受弯矩Ｍ作用，忽略体力，并建立如图所示的
坐标系ｘｏｙ。

图１　受弯矩载荷的悬臂梁
Ｆｉｇ．１　Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｌｏａｄｉｎｇｂｙｂｅｎｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔ

不失一般性，对该悬臂梁进行如下４个基本
假设：

１）梁的变形属于小挠度变形；
２）在ｘｏｙ平面内满足平面应力假设；

３）热塑性复合材料是拉压同性的；
４）悬臂梁变形满足 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论，轴向

位移ｕ、横向位移ｖ和转角相互独立，则有
ｕ（ｘ，ｙ）＝ｕ０（ｘ）－ｙ（ｘ）

ｖ（ｘ）＝ｗ（ｘ{ ）
（１）

其中，ｕ０为梁中性面轴向位移，ｗ为梁中性面横
向位移。

下面分别建立弹性段和弹塑性段理论分析

模型。

１．１　弹性段分析模型

考虑悬臂梁的平面应力问题，基本方程如下：

１）平衡方程
σｘ
ｘ
＋
τｘｙ
ｙ
＝０

σｙ
ｙ
＋
τｘｙ
ｘ

{ ＝０
（２）

２）几何方程

εｘ＝
ｕ
ｘ

εｙ＝
ｖ
ｙ

γｘｙ＝
ｕ
ｙ
＋ｖ














ｘ

（３）

３）本构方程
εｘ
εｙ
γ









ｘｙ

＝

珔ａ１１ 珔ａ１２ 珔ａ１６
珔ａ１２ 珔ａ２２ 珔ａ２６
珔ａ１６ 珔ａ２６ 珔ａ









６６

σｘ
σｙ
τ









ｘｙ

（４）

在纤维坐标系１ｏ２下，热塑性复合材料的本
构关系为

ε１
ε２
γ









１２

＝

ａ１１ ａ１２ ０

ａ２１ ａ２２ ０

０ ０ ａ









６６

σ１
σ２
τ









１２

（５）

柔度矩阵中各系数与材料弹性参数关系为：

ａ１１＝
１
Ｅ１
，ａ１２＝ａ２１＝－

μ１２
Ｅ２
，ａ２２＝

１
Ｅ２
，ａ６６＝

１
Ｇ１２
。其

中，Ｅ１为纤维方向弹性模量，Ｅ２为垂直纤维方向
弹性模量，Ｇ１２为平面１－２内剪切模量，μ１２为泊松
比。根据坐标转换关系可得ｘｏｙ坐标系下柔度矩
阵与１ｏ２纤维坐标系下柔度矩阵的关系如下：

珔ａ１１ 珔ａ１２ 珔ａ１６
珔ａ１２ 珔ａ２２ 珔ａ２６
珔ａ１６ 珔ａ２６ 珔ａ









６６

＝ＴＴ
ａ１１ ａ１２ ０

ａ２１ ａ２２ ０

０ ０ ａ









６６

Ｔ （６）

其中，转换矩阵Ｔ的表达式为

Ｔ＝
ｃｏｓ２θ ｓｉｎ２θ ２ｓｉｎθｃｏｓθ
ｓｉｎ２θ ｃｏｓ２θ －２ｓｉｎθｃｏｓθ
－ｓｉｎθｃｏｓθ ｓｉｎθｃｏｓθ ｃｏｓ２θ－ｓｉｎ２









θ

（７）

·５２·
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设应力函数为 φ（ｘ，ｙ），其与应力 σｘ、σｙ和
τｘｙ的关系为

σｘ＝
２φ
ｙ２

σｙ＝
２φ
ｘ２

τｘｙ＝－
２φ
ｘ













ｙ

（８）

结合式（３）、式（４）和式（８）得控制方程

珔ａ２２
４φ
ｘ４
－２珔ａ２６

４φ
ｘ３ｙ

＋（２珔ａ１２＋珔ａ６６）
４φ
ｘ２ｙ２

－

２珔ａ１６
４φ
ｘｙ３

＋珔ａ１１
４φ
ｙ４
＝０ （９）

梁仅在自由端承受弯矩 Ｍ，因此在梁任意截
面上可以得到

∫
ｃ

－ｃ
σｘｙｔｄｙ＝Ｍ （１０）

由弯矩Ｍ为给定常值可知，σｘ只与坐标ｙ有
关，结合式（８）可得应力函数的表达式为

φ＝Ｆ（ｙ）＋ｙＡ（ｘ）＋Ｂ（ｘ） （１１）
其中，Ｆ（ｙ）、Ａ（ｘ）、Ｂ（ｘ）为待求函数，对于本悬臂
梁，其上下表面为主要边界条件，则有

σｙ（ｘ，±ｃ）＝０，σｘ（ｘ，±ｃ）＝０

∫
ｃ

－ｃ
σｘｙｔｄｙ＝Ｍ，∫

ｃ

－ｃ
σｘｔｄｙ＝０，∫

ｃ

－ｃ
τｘｙｔｄｙ＝０

ｕ（ｌ，ｙ）＝０，（ｌ，ｙ）＝０，ｖ（ｌ，０）＝０
推导可得在弯矩 Ｍ作用下悬臂梁弹性阶段

应力场和位移场为

σｘ＝
３Ｍ
２ｃ３ｔ
ｙ

σｙ＝０

τｘｙ＝０

ｕ＝ｙ
３珔ａ１１Ｍｘ
２ｃ３ｔ

－
３珔ａ１１Ｍｌ
２ｃ３( )ｔ

ｖ＝
３珔ａ１２Ｍｙ
４ｃ３ｔ

－
３珔ａ１１Ｍｘ

２

４ｃ３ｔ
＋
３珔ａ１１Ｍｌｘ
２ｃ３ｔ

－
３珔ａ１１Ｍｌ

２

４ｃ３

















ｔ
（１２）

由式（１２）可知，当弯矩 Ｍ较小时，梁处于弹
性阶段，梁上下表面处应力最大；随着 Ｍ增大，梁
上下表面先进入塑性状态，需结合复合材料塑性

力学知识建立弹塑性段分析模型。

１．２　弹塑性段分析模型

文献［２３－２５］表明 ＴｓａｉＨｉｌｌ屈服准则描述
的应力空间屈服面与热塑性复合材料真实屈服状

态吻合，本文基于 ＴｓａｉＨｉｌｌ屈服准则对热塑性复
合材料悬臂梁弹塑性段应力和变形进行分析，平

面应力假设下考虑拉压同性的ＴｓａｉＨｉｌｌ屈服准则

如下：

ｆ＝
σ２１
Ｘ２
＋
σ２２
Ｙ２
－
σ１σ２
Ｘ２
＋
τ２１２
Ｓ２

（１３）

其中，Ｘ为复合材料沿纤维方向屈服强度，Ｙ为垂
直纤维方向屈服强度，Ｓ为面内剪切强度。根据
式（１３），定义等效应力为

珚σ＝ σ２１＋
Ｘ２

Ｙ２
σ２２＋

Ｘ２

Ｓ２
τ２１２－σ１σ槡 ２ （１４）

根据坐标转换矩阵，材料主轴坐标系下应力

σ１、σ２、τ１２和 ｘｏｙ坐标系下应力 σｘ、σｙ、τｘｙ的转换
关系为：

σ１
σ２
τ









１２

＝Ｔ

σｘ
σｙ
τ









ｘｙ

（１５）

由于σｙ＝０、τｘｙ＝０，将式（１５）代入式（１４）
中，可得等效应力表达式为

珚σ＝ σ２ｘ［ｃｏｓ
４θ＋Ｘ

２

Ｙ２
ｓｉｎ４θ＋（Ｘ

２

Ｓ２
－１）ｓｉｎ２θｃｏｓ２θ

槡
］

（１６）
材料进入屈服阶段后，基于线性强化假设，屈

服后的空间应力状态由等效塑性应变εｐ表征（其
中下标ｐ代表塑性）。Ｌｕｄｗｉｋ公式给出了珚σ与εｐ
的关系。

珚σ＝σ０＋Ｋεｐ （１７）
其中，σ０的大小为Ｘ，Ｋ是塑性常数，则复合材料
屈服时满足如下关系：

Ｘ＝Ｘ１Ｎ

Ｎ＝ ｃｏｓ４θ＋Ｘ
２

Ｙ２
ｓｉｎ４θ＋

Ｘ２

Ｓ２( )－１ｓｉｎ２θｃｏｓ２
槡

{ θ

（１８）
其中，Ｘ１为复合材料达到屈服条件时应力 σｘ的
大小，即当σｘ＝Ｘ１时，材料进入塑性。选用相关
塑性流动法则，在纤维坐标系１ｏ２下塑性应变增
量表达式为

（ｄεｐ１ ｄεｐ２ ｄγｐ１２）
Ｔ＝ｄεｐ（

珚σ
σ１

珚σ
σ２

珚σ
τ１２
）
Ｔ

（１９）
总应变增量为弹性应变增量和塑性应变增量

之和，即ｄε＝ｄεｅ＋ｄεｐ，则纤维坐标系１ｏ２下总应
变增量为

　

ｄε１＝ｄε
ｅ
１＋ｄε

ｐ
１＝ａ１１ｄσ１＋ａ１２ｄσ２＋ｄε

ｐ
１

ｄε２＝ｄε
ｅ
２＋ｄε

ｐ
２＝ａ１２ｄσ１＋ａ２２ｄσ２＋ｄε

ｐ
２

ｄγ１２＝ｄγ
ｅ
１２＋ｄγ

ｐ
１２＝ａ６６ｄτ１２＋ｄγ

ｐ{
１２

（２０）

对式（２０）进行积分，可得到纤维坐标系１ｏ２
下各应变分量，再利用坐标转换关系，将其变换到

·６２·
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ｘｏｙ坐标系下，可得ｘｏｙ坐标系下总应变为
（εｘ　εｙ　γｘｙ）

Ｔ＝（珔ａ１１σｘ＋Ｂ１εｐ　珔ａ１２σｘ＋Ｂ２εｐ
珔ａ１６σｘ＋Ｂ３εｐ）

Ｔ （２１）
其中，Ｂ１、Ｂ２和 Ｂ３为与材料塑性性能和纤维方向
角有 关 的 参 数。梁 在 出 现 屈 服 后，结 合

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论可得

σｘ＝
εｘ
珔ａ１１
＝－ｙ′（ｘ）

珔ａ１１
（２２）

由１．１节分析可知，σｘ与坐标 ｙ成正比例关
系，梁的塑性区域从梁上下表面向中性面扩展，设

ｙ
!

（－ｈ，ｈ）为弹性区域，则在弹塑性分界位置存
在σｘ＝Ｘ１，可得

Ｘ１＝
－ｈ′（ｘ）
珔ａ１１

（２３）

由式（２３）并结合转角边界条件 （ｌ，ｙ）＝
０得

（ｘ）＝－
珔ａ１１Ｘ１
ｈ （ｘ－ｌ） （２４）

在塑性区域内，利用σｘ＝
σ０＋Ｋεｐ
Ｎ ，由式（２１）～

（２３）可得εｐ的表达式为

εｐ＝
Ｎ珔ａ１１Ｘ１

（珔ａ１１Ｋ＋Ｂ１Ｎ）ｈ
ｙ－

珔ａ１１σ０
珔ａ１１Ｋ＋Ｂ１Ｎ

（２５）

因此考虑塑性后，悬臂梁的应力解如下：

σｘ＝

Ｘ１
ｈｙ （－ｈ，ｈ）

σ０＋Ｋεｐ
Ｎ ［－ｃ，－ｈ］∪［ｈ，ｃ{ ］

（２６）

在梁的任意截面均满足如下关系：

　２∫
ｈ

０

Ｘ１ｔｙ
２

ｈ ｄｙ＋∫
ｃ

ｈ

σ０＋Ｋεｐ
Ｎ ｔｙｄ( )ｙ＝Ｍ （２７）

基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论并结合式（２４），可得
轴向位移为

ｕ＝
珔ａ１１Ｘ１（ｘ－ｌ）

ｈ ｙ （２８）

由式（３）和式（２１）积分可得横向位移在弹性
区域和塑性区域分别为

ｖｅ＝
珔ａ１２Ｘ１
２ｈｙ

２＋Ｖｅ（ｘ） （２９）

ｖｐ＝
（Ｎ珋ｂ１１Ｂ２Ｘ１＋珋ｂ１１珋ｂ１２ＫＸ１ｙ

２）

２（珋ｂ１１Ｋ＋Ｂ１Ｎ）ｈ
ｙ２＋

珋ｂ１２σ０
Ｎ －

珋ｂ１１珋ｂ１２Ｋσ０
Ｎ（珋ｂ１１Ｋ＋Ｂ１Ｎ）

－
珋ｂ１１Ｂ２σ０
珋ｂ１１Ｋ＋Ｂ１[ ]Ｎｙ＋Ｖｐ（ｘ）

（３０）
其中，Ｖｅ（ｘ）和Ｖｐ（ｘ）为与ｘ相关的待求函数。进
一步由边界条件ｖｅ（ｌ，０）＝０、ｖｐ（ｌ，ｈ）＝０和连续
性条件ｖｅ（ｘ，ｈ）＝ｖｐ（ｘ，ｈ）可得横向位移的表达

式为

ｖｅ＝
珔ａ１２Ｘ１
２ｈｙ

２－
珔ａ１１Ｘ１
２ｈｘ

２＋
珔ａ１１Ｘ１ｌ
ｈ ｘ－

珔ａ１１Ｘ１
２ｈｌ

２

（３１）

ｖｐ＝
（Ｎ珋ａ１１Ｂ２Ｘ１＋珋ａ１１珋ａ１２ＫＸ１ｙ

２）

２（珋ａ１１Ｋ＋Ｂ１Ｎ）ｈ
ｙ２－
珋ａ１１Ｘ１
２ｈｘ

２＋
珋ａ１１Ｘ１ｌ
ｈ ｘ＋

珋ａ１２ｈＸ１
２ ＋ 珋

ａ１２σ０
Ｎ －

珋ａ１１珋ａ１２Ｋσ０
Ｎ（珋ａ１１Ｋ＋Ｂ１Ｎ）

－
珋ａ１１Ｂ２σ０
珋ａ１１Ｋ＋Ｂ１[ ]Ｎｙ－

珋ａ１１ｌ
２Ｘ１
２ｈ －

珋ａ１２ｈσ０
Ｎ ＋

珋ａ１１Ｂ２ｈσ０
珋ａ１１Ｋ＋Ｂ１Ｎ

－
Ｎ珋ａ１１Ｂ２ｈＸ１
２（珋ａ１１Ｋ＋Ｂ１Ｎ）

＋

珋ａ１１珋ａ１２ｈＫσ０
Ｎ（珋ａ１１Ｋ＋Ｂ１Ｎ）

－
珋ａ１１珋ａ１２ｈＫＸ１
２（珋ａ１１Ｋ＋Ｂ１Ｎ）

（３２）

以上分析将 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论和塑性线性
强化理论应用于热塑性复合材料悬臂梁的弹塑性

分析中，并获得了梁应力和变形的解析解。此外，

由于热塑性复合材料的力学性能与纤维体积分数

ｖｆ有关
［２６－２７］，本文所建模型可用于分析不同纤维

体积分数下热塑性复合材料悬臂梁弹塑性力学

特性。

２　算例分析

２．１　模型验证

文献［１９］基于 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论和线性
强化弹塑性本构模型分析了弯曲载荷下热塑性复

合材料悬臂梁弹塑性应力和变形；文献［２１］基于
Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论分析了在弯曲载荷下双层复合
材料悬臂梁的弹性静变形。为验证本文所建模型

及求解方法的正确性，以文献［１９］中的编织钢纤
维增强聚乙烯复合材料悬臂梁为例进行对比分

析，算例中涉及的基本参数与文献［１９］一致：悬
臂梁长８０ｍｍ、高１２ｍｍ、厚６４ｍｍ，弹塑性力学
参数如表１所示。设 θ为４５°，Ｍ为４ｋＮ·ｍｍ。
此外，本节给出了梁有限元计算结果，有限元计算

采用四节点双线性平面应力四边形单元，共计

２６００个单元，屈服准则为各向异性 ＴｓａｉＨｉｌｌ屈服
准则［２８］，硬化方式为各向同性硬化。

表１　编织钢纤维增强聚乙烯复合材料力学参数
Ｔａｂ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｐｏｌｙｅｔｈｙｌｅｎｅｃｏｍｐｏｓｉｔｅ

ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄｗｉｔｈｗｏｖｅｎｓｔｅｅｌｆｉｂｅｒｓ

力学参数 Ｅ１／ＭＰａ Ｅ２／ＭＰａ Ｇ１２／ＭＰａ μ１２

数值 １３０００ １３０００ ４００ ０．４６

力学参数 Ｘ／ＭＰａ Ｙ／ＭＰａ Ｓ／ＭＰａ Ｋ／ＭＰａ

数值 ２２ １６ １１ １１５

图２给出了本文模型与参考文献［１９，２１］以

·７２·
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及有限元计算在悬臂梁固定端截面应力分布对比

结果。由图２（ａ）可知，在不考虑塑性的情况下，
以上方法获得的数据吻合较好；由图２（ｂ）可知，
在考虑塑性的情况下，本文所建模型与有限元计

算结果更接近。对比图２（ａ）和图２（ｂ）可知，塑
性效应会显著改变悬臂梁截面应力分布形式。

表２给出了以上方法在自由端下表面点（０ｍｍ，
６ｍｍ）的应力和位移。由表２可以看出，本文模
型所得数据较文献［１９］均更接近于有限元计算
结果，特别是在考虑塑性的情况下，轴向位移和横

（ａ）不考虑塑性
（ａ）Ｎｏｔｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ

（ｂ）考虑塑性
（ｂ）Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ

图２　悬臂梁固定端截面轴向应力分布
Ｆｉｇ．２　Ａｘｉａｌｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｔｔｈｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍａｔｔｈｅｆｉｘｅｄｅｎｄ

向位移较文献［１９］的 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁模型提高
了１８１％和２０３％的计算精度。以上分析验证了
本文所建模型和求解方法的正确性，说明了在热塑

性复合材料悬臂梁弹塑性力学分析中，运用

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论可显著提高求解精度。下面基于
本文模型对纤维方向角、弯矩、跨高比以及纤维体积

分数等对梁应力和变形的影响做进一步分析。

表 ２　参考点（０ｍｍ，６ｍｍ）应力、位移
Ｔａｂ．２　Ｓｔｒｅｓｓａｎｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｐｏｉｎｔ（０ｍｍ，６ｍｍ）

分析方法
不考虑塑性 考虑塑性

σｘ／ＭＰａ ｕ／ｍｍ ｖ／ｍｍ σｘ／ＭＰａ ｕ／ｍｍ ｖ／ｍｍ

参考文献［１９］ ２６．０４１７ －１．３４５４ －９．０１６２ １８．８３９２ －２．１９３９ －１４．６９３１

参考文献［２１］ ２６．０４１７ －１．３４５４ －８．９６９０

有限元计算 ２５．８８７８ －１．３４１９ －８．９２３６ １９．０９９１ －２．１４２３ －１３．７１２３

本文模型 ２６．０４１７ －１．３４５４ －８．９６１１ １８．８４９４ －２．１５３０ －１４．４０９４

２．２　影响因素分析

２．２．１　纤维方向角对悬臂梁弹塑应力和位移的
影响

　　图３分别给出了纤维方向角θ对弹塑性区域

参数ｈ、梁自由端下表面点应力σｘ、轴向位移ｕ以
及横向位移ｖ的影响情况。在本算例中，梁的几
何参数和弹塑性力学参数同２１节。

由图３（ａ）可知，在不同Ｍ作用下，ｈ均随着θ
增大而减小，ｈ越小表明梁处于塑性的区域范围
越大，这说明增大θ会显著降低梁的刚度，且该影
响随着Ｍ的增大而增强。

由图３（ｂ）可知，当Ｍ为３ｋＮ·ｍｍ且θ不超
过３０°时，σｘ几乎不受 θ的影响。在此条件下参
考点处于弹性状态，由式（１２）可知该状态下应力
大小与纤维方向角无关。当参考点处于塑性状态

时，参考点应力与纤维方向角的关系分两种情况：

当Ｍ较小时，σｘ随 θ增大而减小；当 Ｍ较大时，
σｘ随θ的增大而先增大后减小。塑性应力 σｘ的
解析表达式（２６）可对上述变化做出解释。由
式（２６）可知，塑性应力 σｘ与塑性各向异性参数
Ｎ成反比而与等效塑性应变εｐ成正比，又由Ｎ的
表达式可知Ｎ随θ的增大而增大，式（２５）表明εｐ
与ｈ成反比，ｈ随θ的增大而减小。

·８２·



　第２期 雷勇军，等：弯矩作用下热塑性复合材料悬臂梁弹塑性分析

由图３（ｃ）和图３（ｄ）可知，当Ｍ为３ｋＮ·ｍｍ
且θ小于３０°时，参考点的位移随 θ增大而增大，
注意在此情况下，参考点处于弹性状态。当参考

点进入塑性状态后，不同弯矩作用下的位移随纤

（ａ）参数ｈ随纤维方向角θ的变化曲线
（ａ）Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｈａｎｄｆｉｂｅｒｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅθ

（ｂ）应力σｘ随纤维方向角θ的变化曲线

（ｂ）Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｓｔｒｅｓｓσｘａｎｄｆｉｂｅｒｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅθ

（ｃ）轴向位移ｕ随纤维方向角θ的变化曲线
（ｃ）Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆａｘｉａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｕａｎｄ

ｆｉｂｅｒｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅθ

（ｄ）横向位移ｖ随纤维方向角θ的变化曲线
（ｄ）Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｖａｎｄ

ｆｉｂｅｒｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅθ

图３　应力和位移随纤维方向角θ的变化
Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｓｔｒｅｓｓａｎｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｆｉｂｅｒｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅθ

维方向角的变化表现出不同的规律，位移解析式

可对此做出合理解释。以轴向位移 ｕ为例，由
式（２８）可知，轴向位移ｕ与弹塑性区域参数 ｈ成
反比、与Ｘ１成正比，结合式（１８），Ｘ１与参数 Ｎ成
反比，由此可知轴向位移 ｕ与 ｈ和 Ｎ的乘积成反
比。下面结合图３（ｃ）中 Ｍ为５ｋＮ·ｍｍ的情况
做进一步解释，由图可知 ｕ随 θ增大而先增大后
减小，这是由于参数Ｎ与参数 ｈ的乘积随 θ增大
而先减小后增大。横向位移 ｖ的分析也如此，在
此不做过多赘述。

２．２．２　弯矩对悬臂梁弹塑应力和位移的影响
为进一步分析弯矩 Ｍ和纤维方向角 θ对梁

应力和位移的影响，在本算例中，θ分别为０°、３０°
和６０°，梁的其他几何参数和材料参数同２１节。
图４分别给出了在给定纤维方向角下，梁弹塑性
区域参数ｈ、梁自由端下表面点应力σｘ、轴向位移
ｕ和横向位移ｖ与弯矩Ｍ之间的关系。

由图４（ａ）可知，ｈ随着Ｍ的增大先保持不变
后快速减小。当Ｍ较小时，梁并未出现屈服，ｈ大
小始终为梁高的一半，随着 Ｍ增大，梁上各点逐
渐屈服，导致ｈ显著减小。

由图４（ｂ）可知，在梁截面出现屈服前，σｘ随
着Ｍ增大而线性增大，在屈服后，σｘ随着 Ｍ先缓
慢增大后快速增大。由式（２６）可知，σｘ与ｈ成反
比，当梁刚屈服时，ｈ值较大因而σｘ增加缓慢，随
着Ｍ继续增大，梁截面塑性区域面积增加，ｈ显著
减小，从而导致σｘ迅速增大。

由图４（ｃ）和图４（ｄ）可知，当Ｍ较小时，参考
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点处于弹性状态，此时位移随 Ｍ增大而缓慢增
大，当参考点屈服以后，其位移随着 Ｍ增大而迅
速增大。此外，从图中可以看出当 θ为６０°且 Ｍ
超过４ｋＮ·ｍｍ时，参考点的位移尤其是横向位
移ｖ已经很大，此时已不满足小变形假设。

（ａ）参数ｈ随弯矩Ｍ的变化曲线
（ａ）ＲｅｌａｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｈａｎｄｍｏｍｅｎｔＭ

（ｂ）应力σｘ随弯矩Ｍ的变化曲线

（ｂ）ＲｅｌａｔｉｏｎｏｆｓｔｒｅｓｓσｘａｎｄｍｏｍｅｎｔＭ

（ｃ）轴向位移ｕ随弯矩Ｍ的变化曲线
（ｃ）ＲｅｌａｔｉｏｎｏｆａｘｉａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｕａｎｄｍｏｍｅｎｔＭ

（ｄ）横向位移ｖ随弯矩Ｍ的变化曲线
（ｄ）ＲｅｌａｔｉｏｎｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｖａｎｄｍｏｍｅｎｔＭ

图４　应力和位移随弯矩Ｍ的变化
Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｓｔｒｅｓｓａｎｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｍｏｍｅｎｔＭ

２．２．３　跨高比对悬臂梁弹塑应力和位移的影响
在分析跨高比 ｌ／（２ｃ）对梁应力和位移的影

响时，用ｈ／ｃ表征弹性区域占整个截面面积的比
例，ｈ／ｃ的值越接近１，说明梁截面弹性区域面积
越大。图５分别给出了在不同载荷下ｈ／ｃ以及梁
自由端下表面参考点的应力σｘ、轴向位移ｕ、横向
位移ｖ与跨高比 ｌ／（２ｃ）的关系。在本算例中，通
过改变梁高度２ｃ来改变梁跨高比，纤维方向角 θ
固定为 ３０°，梁其他几何参数和材料参数同
２１节。

由图５（ａ）可知，随着跨高比ｌ／（２ｃ）增大，ｈ／ｃ
的值从１逐渐减小至０，且跨高比 ｌ／（２ｃ）大于９
时，梁截面已完全进入塑性状态。这说明在梁长

度一定的情况下，梁的高度越小，梁更易屈服。由

图５（ｂ）可知，跨高比 ｌ／（２ｃ）越大，σｘ值越大，而
且Ｍ越大，σｘ随跨高比 ｌ／（２ｃ）增加得越快。参
考点的变形情况与跨高比 ｌ／（２ｃ）的关系如
图５（ｃ）和图５（ｄ）所示，无论是轴向位移还是横
向位移，当跨高比 ｌ／（２ｃ）较小时，其随跨高比
ｌ／（２ｃ）的增加而增加缓慢，当跨高比 ｌ／（２ｃ）较大
时，其随跨高比ｌ／（２ｃ）的增加而增加迅速。由以
上分析可知大跨高比梁结构偏柔，更易屈服。由

图可以看到，当跨高比ｌ／（２ｃ）大于８时，参考点的
变形量已超出小变形假定的范围。

２．２．４　纤维体积分数对悬臂梁弹塑性区域分布
和应力的影响

本小节分析纤维体积分数 ｖｆ对悬臂梁应力
和弹塑性区域分布的影响。在本算例中悬臂梁材

料为芳纶纤维增强聚丙烯复合材料，其力学参数
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同文献［２６］一致，详细如表３所示，梁其他几何参
数和材料参数同２１节，设置两种工况：①外载荷
Ｍ＝３ｋＮ·ｍｍ、纤维方向角θ＝３０°；②外载荷Ｍ＝
２ｋＮ·ｍｍ、纤维方向角θ＝４５°。图６给出了当ｖｆ
在１０％至 ２５％之间时，梁自由端下表面点应力
σｘ和弹塑性区域参数ｈ随其的变化曲线。

由图６（ａ）可知，ｖｆ越大，σｘ越小。由表３可
知，随着 ｖｆ增加，复合材料弹性力学性能均提高，
相同弯矩作用下，σｘ越小。由图６（ｂ）可知，随着
ｖｆ增加，两种工况下参数 ｈ均逐渐减小。当 ｖｆ＝
１０％时，ｈ接近于６ｍｍ，整个梁截面处于弹性状

（ａ）参数ｈ／ｃ随跨高比ｌ／（２ｃ）的变化曲线
（ａ）Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｈ／ｃａｎｄａｓｐｅｃｔｒａｔｉｏｌ／（２ｃ）

（ｂ）应力σｘ随跨高比ｌ／（２ｃ）的变化曲线

（ｂ）Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｓｔｒｅｓｓσｘａｎｄａｓｐｅｃｔｒａｔｉｏｌ／（２ｃ）

（ｃ）轴向位移ｕ随跨高比ｌ／（２ｃ）的变化曲线
（ｃ）Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆａｘｉａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｕａｎｄａｓｐｅｃｔｒａｔｉｏｌ／（２ｃ）

（ｄ）横向位移ｖ随跨高比ｌ／（２ｃ）的变化曲线
（ｄ）Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｖａｎｄ

ａｓｐｅｃｔｒａｔｉｏｌ／（２ｃ）

图５　应力和位移随跨高比ｌ／（２ｃ）的变化
Ｆｉｇ．５　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｓｔｒｅｓｓａｎｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏａｓｐｅｃｔｒａｔｉｏｌ／（２ｃ）

态；当ｖｆ＝２５％时，ｈ接近于０，整个梁截面处于塑
性状态。由表３可知，在塑性力学参数方面，随着
ｖｆ增加，纤维方向屈服强度增大，但垂直纤维方向
以及面内剪切屈服强度显著降低。根据 ＴｓａｉＨｉｌｌ
屈服准则，复合材料整体更易屈服，因此在相同弯

矩作用下，纤维体积分数越大，梁截面塑性区域面

积越大。

表３　芳纶纤维增强聚丙烯复合材料力学参数
Ｔａｂ．３　ＭｅｃｈａｎｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｐｏｌｙｐｒｏｐｙｌｅｎｅｃｏｍｐｏｓｉｔｅｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄｗｉｔｈＴｗａｒｏｎｆｉｂｅｒｓ

ｖｆ／％ Ｅ１／ＭＰａ Ｅ２／ＭＰａ Ｇ１２／ＭＰａ μ１２ Ｘ／ＭＰａ Ｙ／ＭＰａ Ｓ／ＭＰａ

１０ １２７９４．２ ２０２２．３ ６６１．６ ０．３５ ２９０．９ １２．７ ８．６

１５ １８４１１．０ ２１３９．０ ７１２．５ ０．３２ ４０８．９ ９．０ ８．１

２０ ２４０２８．１ ２２７７．０ ７６７．９ ０．２７ ５１０．３ ６．３ ７．７

２５ ２９６４５．５ ２４１８．１ ８２７．３ ０．２１ ５９５．１ ４．５ ７．３
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（ａ）应力σｘ随纤维体积分数ｖｆ的变化曲线

（ａ）Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｓｔｒｅｓｓσｘａｎｄｆｉｂｅｒｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎｖｆ

（ｂ）参数ｈ随纤维体积分数ｖｆ的变化曲线
（ｂ）Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｈａｎｄｆｉｂｅｒｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎｖｆ

图６　应力和参数ｈ随纤维体积分数ｖｆ的变化
Ｆｉｇ．６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｓｔｒｅｓｓａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｈｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｆｉｂｅｒｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎｖｆ

３　结论

本文基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论和 ＴｓａｉＨｉｌｌ屈
服准则建立了弯矩作用下热塑性复合材料悬臂梁

弹塑性分析模型，得到了应力和位移的解析解，并

对梁截面弹塑性应力和变形的影响因素进行了分

析，主要结论包括：

１）在热塑性复合材料悬臂梁弹塑性特性分
析中，基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论得到的应力和位移
精度更高。对于编织钢纤维增强热塑性复合材

料，本文模型所得轴向位移和横向位移分别比

ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论提高了１．８１％和２．０３％。
２）纤维方向角 θ和弯矩 Ｍ综合影响热塑性

复合材料悬臂梁力学特性，当 Ｍ较大时，截面最
大应力和位移随着 θ增大而增大；当 Ｍ较小时，
截面最大应力随着 θ增大而减小，位移随着 θ增
大而先增大后减小。

３）跨高比 ｌ／（２ｃ）显著影响热塑性复合材料
悬臂梁弹塑性力学特性，在相同弯矩作用下，跨高

比ｌ／（２ｃ）越大，截面最大应力和位移越大，梁截
面塑性区域面积相对越大，且当跨高比 ｌ／（２ｃ）超
过９时，热塑性复合材料悬臂梁已完全进入塑性
状态。

４）当单向纤维增强聚丙烯复合材料纤维体
积分数由１０％增加至２５％时，悬臂梁由弹性状态
进入完全塑性状态，且随着纤维体积分数增加，悬

臂梁截面最大应力逐渐减小。

以上结论可为热塑性复合材料悬臂梁设计应

用提供参考，在后续研究中，将进一步考虑热塑性

复合材料拉压异性的力学特性建立相关结构的力

学模型。
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