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摘　要：非线性气动力对弹箭运动特性具有重要影响，而其复杂性和有效分析工具的缺乏往往制约了弹
箭非线性运动理论的发展。为探索正规形方法在弹箭非线性运动分析中的应用，构造了考虑二次非线性阻

尼和七次非线性静力矩下攻角方程的正规形，进而求得攻角的通用解析解，通过数值积分验证了其在较大攻

角范围内的有效性，该解析解也同样适用于无阻尼角运动和更高或更低阶静力矩作用下的角运动分析。基

于正规形方法导出的初始条件关系，给出了保守但简洁的稳定初始条件范围的计算方法，结合平衡点分析，

可较为准确地预测弹箭在非线性气动力作用下形成的极限环及其稳定性。
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　　弹箭非线性运动理论始于２０世纪５０年代，
由于其对工程应用的巨大指导作用，一直以来都

是外弹道理论的研究重点［１－３］。已有研究表明，

在某些特定条件下，非线性效应对弹箭运动特性

的影响不容忽视，甚至起决定性作用［４－６］。某些

基于线性理论设计的弹箭在飞行试验中，会发生

预料之外的质心运动或姿态变化，无法完成预定

的飞行任务。例如：无控十字翼导弹的转速在一

定条件下被锁定在某一转速附近而无法达到设计

值，同时，攻角也被锁定而产生圆锥运动，此种现

象被称为转速 －攻角闭锁［４，７］。此时，如果被锁

定的转速恰好位于该弹箭的共振转速区域，则可

能飞行失稳甚至掉弹。对于有控弹箭，攻角和转

速被锁定将大大增加飞行控制的难度，使其往往

无法达到良好的控制效果［６，８－１０］。

研究表明，引起弹箭非线性运动的因素有很

多，如气动力非线性、结构非线性、几何非线性等，

其中气动力非线性占主导作用［１１－１２］。有学者发

现［５］，一些不常考虑的气动力和力矩往往可用于

解释某些非线性现象。也有不少学者致力于提高

气动力和力矩模型的精确性（描述成攻角的高阶

多项式），以期更接近实际地描述弹箭非线性运

动。Ｌｉａｎｏ等［１３］研究发现，为了准确预测转速闭

锁现象，在攻角为１２°和２０°时，与滚转角有关的
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非线性力矩关于攻角的阶数应分别不得低于五次

和七次；Ｍｏｒｏｔｅ［９］研究发现，对于某种弹箭结构，
当静力矩系数关于攻角的阶数达到七次时才能准

确地拟合试验数据。显然，为了更好地研究弹箭

非线性运动，引入高阶气动力系数是十分必要的。

当前，制约弹箭非线性运动理论进一步发展

的主要因素是缺乏有效的方法，当攻角方程中存

在高阶气动力系数及其耦合项时，获得高精度的

解析解相当困难。传统的弹箭非线性研究方

法［１］都存在一定的局限性，如：奇异摄动法对弱

非线性系统原则上能给出满足任意精度要求的解

析解，但高阶精度计算量大，解的形式过于繁杂，

难以用于运动特性的进一步分析；而简化计算的

周期平均法作为一次近似理论，只限于定性研究，

不能用于对精度要求高的定量计算，因此适用于

弱非线性系统；渐近法虽然在一定程度上融合了

上述两种方法的优点，但随着精度的提高，复杂度

迅速增加。在弹箭非线性运动学研究中，角运动

通常运用拟线性法进行分析，即假设在非线性情

况下，弹箭的角运动仍能写成线性运动解的形式，

再利用周期平均法求出可变的频率和阻尼指数，

并利用振幅平面方程和奇点理论求得稳定性条

件。缺点是静力矩非线性较强（如考虑三次非线

性静力矩）时误差较大。虽然在考虑三次静力矩

时能借用椭圆函数得到精确解，但椭圆函数无法

处理三次以上的静力矩项。外弹道学领域中常用

的摄动法，是在以三次静力矩作用下椭圆函数表

示的精确解的基础上，将其他非线性力矩的影响

作为椭圆函数基础解的小扰动，但也仅限于弱非

线性的处理［１］。以上方法在应用上的局限性已

为人所共知，因此不断有研究探讨新的攻角方程

解法和稳定性分析方法。文献［１４］尝试用同伦
分析法求解高次非线性静力矩作用下的角运动方

程，得到了有效的解析解和相对保守的稳定攻角

范围，但为了确保解的收敛需引入特定算法。霍

普夫分岔理论也被用于分析弹箭非线性运动的稳

定性［１５］。文献［１６］利用推广的打靶法计算了角
运动周期解的幅值和周期，结合Ｆｌｏｑｕｅｔ理论分析
了周期解的稳定性。

正规形法的基本思想是通过引入恒等变换，

将原系统微分方程化为尽可能简单的形式，它不

仅能够在更大区间内给出非线性方程的有效解析

解，同时能较容易地获得非线性系统的频率随幅

值以及振动随自变量的变化曲线［１７－１９］。频率随

幅值的变化曲线在振动模态分析中发挥了重要作

用。而幅值变化曲线，则有助于分析运动稳定性，

这是前述奇异摄动法、平均法以及多尺度法难以

给出的结果。利用正规形法得到系统的正规形，

可用于进一步分析系统在参数摄动情况下的分叉

现象，但暂不在本文讨论范围内。近来，有许多对

正规形法本身的研究和拓展［１８，２０－２３］，同时其在电

力系统分析［２０，２４－２５］、振动模态分析［１８，２３，２６］、飞行

器稳定性分析［２７］、生态研究［２８］、转子动力

学［２９－３１］等领域均得到了广泛应用，成为研究非线

性微分方程的有力方法。而从现有文献来看，正

规形法在外弹道学领域中鲜有应用。

因此，本文的主要目的和出发点就是对弹箭

非线性运动分析问题引入新的解析方法，探讨正

规形法对弹箭非线性运动研究的优势。本文首先

简要介绍正规形法的构造原理，在此基础上，将针

对具有高阶静力矩系数（五次和七次）的弹箭攻

角运动方程，在有阻尼（二次）和无阻尼条件下，

利用正规形法解析求解并进行稳定性分析，用数

值积分验证结果的可行性，以期为弹箭非线性运

动理论研究提供新的有效方法。

１　正规形构造方法

考虑非线性系统

ｘ＝Ａｘ＋Ｆ（ｘ） （１）
式中：自变量ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ；Ａ为ｎ×ｎ常数
矩阵；ｎ×１向量Ｆ（ｘ）为非线性项，在原点处至少
二阶连续可微。为不失一般性，假设其平衡点为

原点或已通过线性变换将感兴趣的平衡点移至

原点。

正规形法的基本思想是采用一定的近似恒等

坐标变换，将复杂的动力学系统转化为其等价类

中形式最简单的那一个，以便进一步分析和求解。

简化通常在系统动态平衡点或周期轨道（如极限

圆）的邻域内进行［１７］。由于所考虑的弹箭角运动

方程的形式特殊，Ａ具有一对纯虚特征根，这里仅
简单介绍所用的特殊构造方法，即复数表

示法［１７］。

引入线性坐标变换 ｘ＝Ｐｚ得到式（１）的
Ｊｏｒｄａｎ形式为

ｚ＝Ｊｚ＋ｆ（ｚ） （２）
式中：Ｊ＝Ｐ－１ＡＰ，Ｐ为Ａ的特征向量矩阵；ｆ（ｚ）包
含所有非线性项，本文考虑其是最高阶为 ｒ的多

项式形式，即ｆ（ｚ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｚ），其中ｆｉ（ｚ）为ｉ阶

多项式。

特别地，对于一个二维系统，当 Ｊ以 Ｊ＝

·５４·
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０ １[ ]－１ ０
的形式（即其特征根为一对纯虚数）出

现时，可以将原系统化为一维二阶方程

ｙ̈＋ｙ＝ｆ（ｙ，ｙ） （３）
引入复变量

ｙ＝ζ＋珋ζ （４）
其中，ζ与 珋ζ为一对共轭复数。可将原两个实一
阶非线性系统式（２）化为一个复数微分方程，即

ζ＝ｉζ－ｉ２ｆ［ζ＋
珋ζ，ｉ（ζ－珋ζ）］ （５）

其中，ｉ为虚数单位。这样，与正规形基本构造方
法相比，在得到相同正规形形式的同时省去了许

多复杂的代数运算。此时，近似恒等变换可选为

ζ＝η＋∑
ｒ

ｌ＝２
ｈｌ（η，珔η） （６）

式中，ｈｌ＝∑
ｉ
Γｌｉη

ｍ１珔ηｍ２。

共振条件为

ｍ１－ｍ２＝１ （７）

２　攻角平面内弹箭非线性运动的解析解

求出弹箭角运动方程的解析解，对弹箭运动

和稳定性分析都十分方便，尤其是当前各种新型

弹箭层出不穷，气动特性和运动特性更为复杂，高

阶气动力和力矩的研究变得更加重要。已有研究

表明［１３］，传统的三次形式已不足以准确刻画静力

矩，试验数据表明，即使在１５°的中等攻角，取至
攻角的七次也不足以准确刻画静力矩中的高度非

线性。高次非线性项对弹箭所受静力矩的准确刻

画非常重要，而静力矩作为重要的气动力矩，研究

其对弹箭角运动的影响就变得十分重要。此外，

当二次非线性阻尼力矩同时存在时，会诱发圆锥

运动，在弹箭平面运动中显示为平面等幅振

荡［１－３，３２］。而当非线性力矩较强时，传统拟线性

法与平均法的结合将无法得到满足精度的结果。

因此，本文将在传统仅考虑三次非线性静力矩的

基础上，采用正规形方法研究五次和七次非线性

静力矩以及二次非线性阻尼对角运动的影响。

弹箭的平面角运动方程可描述为

δ″＋（Ｈ０＋Ｈ２·δ
２）δ′－（Ｍ０＋Ｍ２·δ

２＋
Ｍ４·δ

４＋Ｍ６·δ
６）δ＝０ （８）

式中：Ｍｉ＝ρＳｄＣＭαｉ／（２Ｉｙ），ｉ＝０，２，４，６；Ｈ０＝Ｈｃ０－
ｇＧｓｉｎθ
Ｖ２
，Ｈ２ ＝Ｈｃ２；Ｈｃｉ＝

ρＳ
２ｍＣＬαｉ－

ρＳ
２ｍＣＤｉ＋

ρＳｌｄ
２Ｉｙ

（ＣＭｑ＋ＣＭα）ｉ，ｉ＝０，２。其中：δ为攻角幅值，ＣＭαｉ
（ｉ＝０，２，４，６）分别为线性、三次、五次和七次静力

矩系数，据外弹道理论，对于非旋转弹总有ＣＭα０＜
０，故Ｍ０＜０，本文后续推导、分析都将基于这一条
件，同时这也是应用复数构造法的原因；Ｈ０、Ｈ２分
别为线性和二次气动阻尼项；ＣＬα０、ＣＬα２分别为线
性 和 三 次 升 力 系 数 导 数；（ＣＭｑ＋ＣＭα）０、
（ＣＭｑ＋ＣＭα）２分别为线性和三次俯仰阻尼力矩系
数导数；ｇＧ为重力加速度；θ为弹道倾角；ρ为大
气密度；Ｓ、ｄ分别为弹箭的特征面积和特征长度；
Ｉｙ为弹箭的横向转动惯量；δ′、δ″分别表示攻角关
于弹道弧长ｓ的一阶、二阶导数。

不难看出，δ＝０、δ′＝０为该平面角运动系统
的一个平衡点。注意，对于不同的气动力系数组

合，也可能存在其他有意义的实平衡点。在实际

应用中，研究人员往往对弹箭在原点周围的角运

动更感兴趣。因此，利用正规形理论寻求七次非

线性角运动方程在原点附近的正规形式，并研究

不同气动系数组合对攻角幅值、振动周期以及稳

定性的影响。

２．１　考虑高阶静力矩的方程解析解

记ω０＝ Ｍ槡 ０为弹箭的线性固有频率，则角运

动方程（８）可写为
δ″＋ω２０δ＝ｆ（δ，δ′） （９）

式中：ｆ（δ，δ′）＝－（Ｈ０＋Ｈ２·δ
２）δ′＋（Ｍ０＋Ｍ２·

δ２＋Ｍ４·δ
４＋Ｍ６·δ

６）δ
记攻角为

δ＝ζ＋珋ζ
利用式（５）～（６），为求简洁，详细推导不再

赘述，可得当角运动方程取得最简形式时，近似恒

等变换式（６）的系数应选择如下

Γ１ｉ＝ ？，[ ]１４
ｉＨ０
ω０

Γ３ｉ＝
１
４，？，

１
４，[ ]１８

ｉＨ２
ω０
＋ －１４，？，

３
４，[ ]１８

Ｍ２
ω２０

Γ５ｉ＝
１
８，－

５
４，？，

５
２，
５
８，
１[ ]１２
Ｍ４
ω２０

Γ７ｉ＝ －１１２，－
７
８，－

２１
４，？，

３５
４，
２１
８，
７
１２，
１[ ]１６
Ｍ６
ω

















２
０

（１０）
由此，可保证消去所有非共振项后得到尽可

能简单的正规形式。式中的“？”项表示未在方程

展开式中出现的待定系数Γｌｉ，故无法确定此系数
的具体值，即可为任意值。为得到最简单的正规

形，将其取为 ０。此时，可得角运动方程的正规
形为

·６４·
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η′＝ｉωη－
Ｈ０
２η－

Ｈ２
２＋ｉ

３Ｍ２
２ω( )

０
η２珔η－

ｉ
５Ｍ４
ω０
η３珔η２－ｉ

３５Ｍ６
２ω０
η４珔η３… （１１）

分析共振条件式（７）可知，共振项分别为 η、
η２珔η、η３珔η２、η４珔η３，恰好和‘？’项一致，这就为正规
形的构造提供了快捷的途径，即只在方程展开式

中这４个共振项，可避免大量复杂的多项式运算，
但代价是无法得到式（１０）中近似恒等变换的具
体系数，从而无法得到攻角的具体表达式。

通过逆变换可得出攻角的具体表达式。首

先，给出正规形式（１１）的平凡解，即

η＝１２ａｅ
ｉ（ω０ｓ＋β） （１２）

式中：ａ（ｓ）（ａ≠０）和 β（ｓ）＝β′ｓ＋β０是自变量弹
道弧长 ｓ的函数。由 δ＝ζ＋珋ζ及近似恒等变
换（６）知δ的线性部分可以表示为δ＝ａｃｏｓ（ω０ｓ＋
β），ａ为攻角线性部分的幅值，ω０＋β′近似为弹轴
摆动频率。将平凡解式（１２）和变换系数式（１０）
代入近似恒等变换式（６），考虑 δ＝ζ＋珋ζ，可得攻
角的表达式为

δ＝ａｃｏｓ（Ωｓ＋β０）＋

∑
ｋ
∑
ｎ
ｂｋ
Ｍｎ－１
ω２０
ａ( )ｎ ｃｏｓ［ｋ（Ωｓ＋β０{ }）］＋

∑
ｋ１
∑
ｎ１
ｃｋ１
Ｈｎ１－１
ω０
ａｎ( )１ ｓｉｎ［ｋ１（Ωｓ＋β０{ }）］

（１３）
其中

ｂｋ＝
Ｃ（ｎ－ｋ）／２ｎ

２ｎ＋（ｋ＋１）／２

ｃｋ＝
Ｃ（ｎ－ｋ１）／２ｎ

２ｎ１＋１Ｃ（ｎ－ｋ１）／２










ｎ

（１４）

Ω＝ω０＋β′ （１５）
其中：ｋ＝１，３，５，７，…；ｎ＝３，５，７，…且 ｎ≥ｋ；ｋ１＝
１，３，…；ｎ１＝１，３，…。

至此，已得到形式简洁的攻角解析解的一般

表达式，同样适用于七次以上非线性静力矩。七

次方程解析解具体系数为 ｂ１ ＝
３
１６，
５
３２，
３５{ }２５６，

ｂ３＝ －１３２，－
５
１２８，－

２１{ }５１２，ｂ５＝ ０，－
１
３８４，－

７{ }１５３６，

ｂ７＝０，０，－
１{ }３０７２，ｃ１＝

１
４，
１{ }１６，ｃ３＝ ０，－１{ }３２。

分析该表达式，可知：①攻角中的余弦部分系数只
和静力矩系数有关，而和阻尼系数无关；而正弦部

分系数则只和阻尼系数、线性静力矩系数 Ｍ０有
关，而和高阶非线性静力矩无关。②正弦部分的

幅值远小于相应余弦部分，且包含阶数较低的

谐波。

为全面确定攻角表达式，将平凡解式（１２）代
入正规形式（１１），展开后将实部和虚部分开，得

ａ′＝－
Ｈ０
２ａ－

Ｈ２
８ａ

３ （１６）

β′＝－∑ Ｃ（ｎ－１）／２ｎ Ｍｎ－１
２ｎω０

ａｎ－１，ｎ＝３，５，７，…

（１７）
也适用于七次以上的非线性静力矩。

由式（１６）可知，攻角幅值线性部分的变化特
性由阻尼系数Ｈ０、Ｈ２决定。当Ｈ０＝０、Ｈ２＝０时，
ａ′＝０，即无阻尼时，弹轴若稳定摆动则幅值恒定
为初始角运动对应的幅值。但要注意，该正规形

是在原点附近推导的，当角运动方程式（８）存在
其他实平衡点时，这些平衡点的稳定性将影响弹

轴维持稳定等幅摆动的初始攻角范围。

对于弹道弧长ｓ积分，可得线性幅值 ａ（ｓ）随
ｓ的变化规律为

ａ２＝
－４Ｈ０／Ｈ２

１－ １－
－４Ｈ０／Ｈ２
ａ( )２
０

ｅＨ０ｓ
（１８）

式中：ａ０由初始条件δ（０）＝δ０，δ′（０）＝δ′０确定
ａ２０≈δ

２
０＋（δ′０／Ω）

２ （１９）
值得注意的是，该式也可用于确定稳定初始

条件范围，但由于该式为线性近似关系，实际使用

时为保证正确性可做一定的缩放。此外，若将

式（１８）代入式（１７），可得弹轴摆动频率随弹道弧
长ｓ的变化规律Ω（ｓ）。因此，攻角δ可完全表示
为弹道弧长ｓ和初始条件δ０、δ′０的函数。

式（１７）体现的是攻角频率受幅值影响的非
线性特性。频率主要受静力矩系数影响而和阻尼

项无关，结合式（１７）可分析不同静力矩系数对弹
轴摆动频率的影响，如Ｍｉ＜０，弹轴摆动频率必然
增大；而Ｍｉ＞０，弹轴摆动频率必然减小。

２．２　稳定性分析

２．２．１　无阻尼时角运动稳定性分析
由于系统的平衡点δ满足

　
δ′＝０
δ（Ｍ０＋Ｍ２δ

２＋Ｍ４δ
４＋Ｍ６δ

６）{ ＝０
（２０）

因此，在高阶非线性静力矩系数影响下，角运动可

能存在除原点以外的其他０～３对实平衡点。平
衡点对应的特征根λ满足

λ２＝Ｍ０＋３Ｍ２δ
２＋５Ｍ４δ

４＋７Ｍ６δ
６ （２１）

故原点对应的特征根满足 λ２＝Ｍ０＜０，据线性化

·７４·
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原理，其为中心。

以三次非线性静力矩为例，当Ｍ０、Ｍ２同号时
不存在其他平衡点，理论上不论初始条件如何，攻

角都将以δ０、δ′０确定的幅值做恒定摆动；当 Ｍ０、
Ｍ２异号时，存在一对实平衡点δ

２＝－Ｍ０／Ｍ２，当
Ｍ０＜０时为不稳定鞍点，因此划定了初始攻角 δ０
的稳定范围为（－ －Ｍ０槡 ／Ｍ２， －Ｍ０槡 ／Ｍ２），初始
攻角速度也将被限制在一定范围内。一个简单的

方法是利用式（１９）并令ａ０＝δ，则可以在相平面
上画出椭圆形近似稳定初始条件范围，简记为

Ｃ（δ），则可认为初始条件满足 Ｃ（δ），攻角收
敛到０。由于式（１９）为线性近似关系，故可取
Ｃ（ｋδ），一般０＜ｋ＜１，为缩放因子。

当考虑五次或七次非线性静力矩时，虽然平

衡点的对数有所不同，但若设离原点最近的平衡

点为δ１，则均可利用 Ｃ（ｋδ１）估计原点的稳定初
始条件范围。

２．２．２　阻尼对角运动的影响
阻尼项的存在虽不改变角运动方程（８）的平

衡点位置，但影响其稳定性，此时特征根满足

λ２＋（Ｈ０＋Ｈ２δ
２）λ－（Ｍ０＋３Ｍ２δ

２＋
５Ｍ４δ

４＋７Ｍ６δ
６）＝０ （２２）

为了确定攻角运动的稳定性，需综合考虑系

统平衡点式（２０）和幅值方程（１６）。原点的稳定
性将由线性静力矩系数 Ｍ０和线性阻尼系数 Ｈ０
共同确定，当Ｍ０＜０时，若 Ｈ０＜０则原点为不稳
定平衡点；若Ｈ０＞０则原点为稳定平衡点。

考虑幅值方程（１６），Ｈ０、Ｈ２不同符号组合决
定了不同的幅值变化规律，如表１所示，可能存在
稳定或不稳定极限环。

表１　幅值方程（１６）平衡点分析
Ｔａｂ．１　Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｓｏｆｅｑｎ．（１６）

情形
方程（１６）
平衡点

０ －４Ｈ０／Ｈ２ 稳定性

１
Ｈ０＜０，

Ｈ２＞０
不稳定 稳定 稳定极限环

２
Ｈ０＞０，

Ｈ２＜０
稳定 不稳定

不稳定

极限环

３
Ｈ０＜０，

Ｈ２＜０
不稳定 不存在 不稳定

４
Ｈ０＞０，

Ｈ２＞０
稳定 不存在 稳定

表１所示情形１条件下，原点变为不稳定平

衡点，且可能存在极限环 δＬＣ＝－４Ｈ０／Ｈ２，但并不
能保证弹轴最终以幅值 δＬＣ进行等幅摆动。实际
上，在某些气动系数组合下弹轴也可能完全失稳。

以三次非线性静力矩为例进行分析。

对于情形１，若除原点外不存在其他平衡点，
则无论初始条件如何，弹轴最终都将以δＬＣ稳定摆
动。若存在其他实平衡点，且与原点相邻的一对

平衡点 δ１也不稳定，则有以下可能：①若 δ１ ＝

－Ｍ０／Ｍ槡 ２≤δＬＣ，则无论初始条件如何，弹轴摆
动都将失稳；②若δ１ ＞δＬＣ，初始攻角满足Ｃ（ｋδ１）
时（与无阻尼时相同），弹轴最终将以 δＬＣ为幅值
稳定摆动，而初始攻角超出 Ｃ（ｋδ１）时，攻角发
散，弹轴摆动失稳，在相平面上呈现为吸引域有限

的极限环。以上分析同样适用于五次和七次非线

性的第一对平衡点δ１，具体情况将在下节实例中
展示。

对表１所示情形２开展类似分析，此时原点
为稳定平衡点，若无其他平衡点，则初始条件满

足Ｃ（ｋδＬＣ）时，攻角收敛为０，否则攻角发散。若
存在其他平衡点，且与原点相邻的平衡点 δ１ 为
不稳定平衡点，则：① 若 δ１≤δＬＣ，则若初始条件
满足 Ｃ（ｋδＬＣ），攻角将收敛为０，否则发散；②若
δ ＞δＬＣ，则初始攻角满足 Ｃ（ｋδＬＣ）时，攻角将收
敛为０，否则发散，在相平面上显示为不稳定极
限环。

对于表１所示情形３，原点为不稳定平衡点，
若Ｍ２＜０，则不存在其他平衡点，任意初始条件
下，攻角都将失稳；若 Ｍ２＞０，由特征根方程（２２）
知，平衡点均为不稳定平衡点，因此攻角也都将

发散。

对于表１所示情形４，原点为稳定平衡点，若
Ｍ２＜０，则不存在其他平衡点，任意初始条件下，
攻角都将收敛为０；若Ｍ２＞０，由特征根方程（２２）
知，平衡点δ１ 仍为不稳定平衡点，因此只有初始
条件在Ｃ（ｋδ１）内时，攻角收敛为０，否则发散。

当考虑更高阶的气动系数Ｍ４、Ｍ６时，若记其
他可能存在的实正平衡点为 δ１ ＜δ２ ＜δ３，则当
δＬＣ＜δ２ 时，上述 δＬＣ、δ１ 的分析依然成立。而当
δＬＣ＞δ２ 时，将影响各平衡点原有的稳定性。但
由于本文正规形在原点附近构造，因此 δＬＣ＞δ２
的情形本文暂不予讨论。此外，由于式（２０）为线
性近似关系，以上确定稳定初始条件范围的

Ｃ（ｋδ１）或Ｃ（ｋδＬＣ）均具有保守性。
综上可见，高阶静力矩系数导致角运动方程

的平衡点个数和稳定性改变，考虑二次阻尼项时

·８４·
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如果极限环存在，则角运动的稳定性将由两者共

同确定。因此，仅用传统的平衡点分析法无法确

定非线性角运动的具体运动规律和稳定初始条

件，而结合正规形分析给出的幅值方程（１６）则给
出了较为准确的分析。

３　解析解的精度验证及相关分析

本节将通过数值积分验证正规形给出的角运

动解析解及稳定性分析的正确性，为便于对比，这

里采用文献［１４］中给出的气动参数组合，如表２
所示。

表２　数值积分验证用气动参数［１４］

Ｔａｂ．２　Ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｏｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［１４］

参数 情形Ⅰ 情形Ⅱ 情形Ⅲ 情形Ⅳ

Ｍａ ０．６０ ０．９５ ０．６０ ０．９５

Ｍ０
－８．０８３６×

１０－５
－１．３５２３×

１０－４
－８．０８３６×

１０－５
－１．３５２３×

１０－４

Ｍ２
－６．３３７２×

１０－４
２．９８９０×

１０－３
－６．３３７２×

１０－４
２．９８９０×

１０－３

Ｍ４
－６．５００４×

１０－３
－８．５０１２×

１０－２
６．５００４×

１０－３
８．５０１２×

１０－２

３．１　考虑无阻尼五次静力矩的解析解

３．１．１　稳定初始条件范围的确定
无阻尼情况下，首先计算四种气动力条件下

的攻角平衡点 δ及其对应特征根，结果如表 ３
所示。

表３　无阻尼五次静力矩角运动方程稳定性分析
Ｔａｂ．３　Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｆｏｒｕｎｄａｍｐｅｄｑｕａｎｔｉｃａｎｇｕｌａｒｍｏｔｉｏｎ

情形 δ／（°） λ 稳定性

Ⅰ ０ ±０．００８９ｉ 中心

Ⅱ ０ ±０．０１１６ｉ 中心

Ⅲ
０；
±２３．６５

±０．００８９ｉ；
±０．０２３２

中心；

鞍点

Ⅳ
０；
±９．２４

±０．０１１６ｉ；
±０．１９６３

中心；

鞍点

由表３结果可知，情形Ⅰ和情形Ⅱ均为全局
稳定；情形Ⅲ和情形Ⅳ均存在原点之外的平衡点
且为鞍点，由于原点为中心，因此相平面轨迹分别

如图１（ａ）、图１（ｂ）所示，取ｋ＝０９０、Ｃ（０９０δ）
与数值积分确定的最大初始条件范围 ＣＭ 相
比，正规形方法给出的初始条件关系式（１９），

虽相对保守，但可较快捷地确定稳定初始条件

范围。

（ａ）情形Ⅲ
（ａ）ＣａｓｅⅢ

（ｂ）情形Ⅳ
（ｂ）ＣａｓｅⅣ

图１　稳定初始条件范围Ｃ（０．９０δ）与ＣＭ
Ｆｉｇ．１　Ｓｔａｂｌｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎｂｙ

Ｃ（０．９０δ）ａｎｄＣＭ

３．１．２　正规形攻角解有效性验证
下面选取不同的初始攻角 δ０（表３中的情形

Ⅰ～Ⅳ分别对应８°、１０°、１９°、６°），在初始攻角
速度δ′０＝０时，分别用正规形法给出的攻角解析
解和数值积分方法计算攻角随弹道弧长的变化，

如图２所示。在一定的初始攻角范围内，正规形
解析解和数值积分结果（下同）吻合得很好，这表

明采用正规形法获取五次静力矩作用下攻角运动

方程解析解的有效性。

图３给出了四种气动组合下，弹箭稳定摆动
周期Ｔ＝２π／Ω与攻角线性幅值 ａ之间的关系。
其中，线型对应正规形解析解，符号标志对应数值

解。当攻角不大时（如小于１５°），正规形解析解
较好地预测了频率与幅值之间的关系；当攻角较

·９４·
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（ａ）情形Ⅰ
（ａ）ＣａｓｅⅠ

（ｂ）情形Ⅱ
（ｂ）ＣａｓｅⅡ

（ｃ）情形Ⅲ
（ｃ）ＣａｓｅⅢ

（ｄ）情形Ⅳ
（ｄ）ＣａｓｅⅣ

图２　攻角正规形解和数值积分结果对比
Ｆｉｇ．２　Ａｎｇｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｍｅｔｈｏｄｏｆ

ｎｏｒｍａｌｆｏｒｍｓａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

大时，情形Ⅲ的结果依然吻合得较好，其余三种情
况存在一定误差，但总体上仍在可接受的范围内。

这主要是由于ａ仅为攻角幅值的线性部分，当攻
角较大时，非线性部分的影响变强，故用ａ预测出
的周期会与实际值产生一定的偏差。如图４所
示，由实际攻角初值δ０与 ａ０之间的关系可见，对
于情形Ⅲ，攻角大于２０°时，δ０与 ａ０相差较大，因
此攻角小于２０°时，直接用δ０代替ａ０得到的解析
解与真实解吻合得较好。

图３　周期和线性幅值关系
Ｆｉｇ．３　Ｐｅｒｉｏｄｖａｒｉａｔｉｏｎｗｉｔｈａｍｐｌｉｔｕｄｅ

图４　正规形法得出初始攻角δ０与

初始线性幅值ａ０之间的关系（情形Ⅲ）

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎδ０ａｎｄａ０ｂｙ

ｍｅｔｈｏｄｏｆｎｏｒｍａｌｆｏｒｍｓ（ＣａｓｅⅢ）

３．２　考虑有阻尼五次方静力矩的解析解

３．２．１　极限环的形成及对稳定性的影响
仍采用文献［１４］算例中的气动力系数：Ｍ０＝

－５×１０－５，Ｍ２＝－４．５×１０
－５，Ｍ４＝－８×１０

－３，

组合不同的阻尼系数得到表４所示的气动系数组
合。其中，情形Ⅴ为无阻尼，情形Ⅴ１为稳定极
限环，情形Ⅴ２为不稳定极限环。这些组合情形
将用于验证正规形解析解在有阻尼条件下的有

效性。

·０５·
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表４　有阻尼五次方静力矩角运动方程平衡点稳定性分析
Ｔａｂ．４　Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｄａｍｐｅｄｑｕｉｎｔｉｃａｎｇｕｌａｒｍｏｔｉｏｎ

情形 Ｈ０ Ｈ２ δ／（°） 稳定性

Ⅴ ０ ０ ０ 中心

Ⅴ．１ －２．０×１０－３ ０．４ ０ 不稳定

Ⅴ．２ ２．０×１０－３ －０．４ ０ 稳定

Ⅲ．１ －２．０×１０－３ ０．４
０；
±２３．６５

不稳定；

不稳定

从表４和表３可以看出，情形Ⅴ和情形Ⅰ相
似，仅有原点一个平衡点，因此弹轴均以初始条件

确定的幅值做稳定周期摆动，如图５和图６所示。
而在有阻尼的情况下，如情形Ⅴ１，负阻尼使得原
点变得不稳定，于是当初始攻角条件在原点附近

时，攻角将会发散，但正阻尼 Ｈ２的存在避免了攻
角无限增大，最终稳定在δＬＣ＝８１０°，该稳定极限
环也吸引了环外的轨道，使得初始条件在环外的

轨道脱离自由振荡而最终稳定于极限环，如

图５（ａ）所示；图５（ｂ）～（ｃ）给出了情形Ⅴ１在
不同初始条件下正规形解和数值积分结果，两者

吻合得很好。对应不稳定极限环的情形Ⅴ２则
恰好相反，其相平面图如图６（ａ）所示，由于极限
环排斥环内、环外轨道，当初始条件处于极限环内

时，攻角收敛到０，处于极限环外时则发散。
图６（ｂ）～（ｃ）给出了情形Ⅴ２在不同初始

条件下正规形解和数值积分的结果，结果表明，两

者吻合得很好。综上可见，正规形解很好地预测

（ａ）相平面轨迹
（ａ）Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

（ｂ）δ０＝５°

（ｃ）δ０＝２０°

图５　情形Ⅴ．１产生稳定极限环δＬＣ＝８．１０°

Ｆｉｇ．５　ＳｔａｂｌｅｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅδＬＣ＝８．１０°ｆｏｒｃａｓｅⅤ．１

（ａ）相平面轨迹
（ａ）Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

（ｂ）δ０＝５°

（ｃ）δ０＝９°

图６　情形Ⅴ．２产生不稳定极限环δＬＣ＝８．１０°

Ｆｉｇ．６　ＵｎｓｔａｂｌｅｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅδＬＣ＝８．１０°ｆｏｒｃａｓｅⅤ．２

了攻角收敛和发散的趋势，在图示攻角范围内，线

性幅值仍占主导作用。

３．２．２　极限环与平衡点的共同作用
为了验证阻尼项产生的极限环 δＬＣ对角运动

稳定初始条件范围的影响，在具有不稳定平衡点

的无阻尼气动组合情形Ⅲ的基础上，考虑表１中
阻尼项情形１而得到情形Ⅲ１，则原点变为不稳

·１５·
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定焦点，同时另外一组平衡点 δ１ ＝２３６５°仍为鞍
点，但存在 δＬＣ＝８１０°＜δ１ 稳定极限环，故根据
第２２２节的分析，初始条件满足 Ｃ（ｋ·δ１）时，
弹轴不再像情形Ⅲ一样都以初始条件确定的幅值
做等幅摆动，而最终是以 δＬＣ为幅值摆动。情形
Ⅲ１不稳定平衡点对极限环吸引域的影响如图７
所示。从相平面轨迹图７可以看出，Ｃ（ｋ·δ）为
稳定初始条件的保守估计。

图７　情形Ⅲ１不稳定平衡点对
极限环吸引域的影响

Ｆｉｇ．７　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｕｎｓｔａｂｌｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｏｎｔｈｅ
ａｔｔｒａｃｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎｏｆｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅｉｎｃａｓｅⅢ１

对比无阻尼情形Ⅲ所对应的图１（ａ）与此处有阻
尼情形的图７可知，阻尼的存在使原点由稳定中心
变为不稳定焦点，从而造成了相轨迹的变化。

对比情形Ⅴ１全局收敛于极限环，此处情形
Ⅲ１中其他不稳定平衡点的存在限制了周期轨
道的吸引域。实际上，在弹箭角运动过程中，全局

稳定的可能性不大，这是因为当攻角较大时，将会

产生强烈的非线性从而使气动系数产生较大变

化，极限圆的幅值和平衡点的位置、稳定性都将发

生改变而形成新的攻角运动形态，原周期轨道有

可能不复存在。

３．３　考虑无阻尼七次静力矩的解析解

在情形Ⅰ的基础上，本文合理假设七次非线
性静力矩系数取值Ｍ６＝－００１，形成如表５所示
的气动参数组合，用于验证正规形法求取七次静

力矩角运动方程解析解的有效性。

表５　有阻尼七次静力矩角运动方程稳定性分析
Ｔａｂ．５　Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｅｖｅｎｔｈｏｒｄｅｒａｎｇｕｌａｒｍｏｔｉｏｎ

情形 Ｈ０ Ｈ２ δ／（°） λ 稳定性

Ⅵ ０ ０ ０ ±０．００８９ｉ 中心

Ⅵ．１ －２．０×１０－３ ０．４ ０ ０．００１±０．００９ｉ不稳定

如图８和图９所示，对于无阻尼情形Ⅵ和有

阻尼情形Ⅵ１，正规形解析解和数值积分结果吻
合得很好，说明正规形解对七次静力矩角运动方

程依然是有效的，并准确地预测出表４情形Ⅴ１

（ａ）δ０＝５°

（ｂ）δ０＝９°

图８　七次无阻尼下（情形Ⅵ）攻角正规形解
和数值积分对比

Ｆｉｇ．８　ＡｎｇｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｓｅｖｅｎｔｈｕｎｄａｍｐｅｄｃａｓｅⅥ
ｂｅｔｗｅｅｎｍｅｔｈｏｄｏｆｎｏｒｍａｌｆｏｒｍｓａｎｄ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

（ａ）δ０＝５°

（ｂ）δ０＝２０°

图９　七次有阻尼下（情形Ⅵ．１）攻角
正规形解和数值积分对比

Ｆｉｇ．９　ＡｎｇｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｓｅｖｅｎｔｈｕｎｄａｍｐｅｄｃａｓｅⅥ．１
ｂｅｔｗｅｅｎｍｅｔｈｏｄｏｆｎｏｒｍａｌｆｏｒｍｓａｎｄ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

·２５·
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作用下稳定极限环的存在。由于攻角稳定在

８１０°，因此解析解可以在更大的攻角范围内给出
较好的结果。

七次非线性静力矩下的稳定性分析和五次类

似，只是其他可能存在的实平衡点从最多２对增
加到３对。若这些平衡点与可能存在的极限环幅
值接近，则在分析角运动稳定性时应注意考虑系

统平衡点和极限环的相互作用。若形成的极限环

或平衡点都较大，超出了现实中可能存在的攻角

范围，则只需分析原点的稳定性就足以确定攻角

运动的稳定性，此时，正规形方法给出的解析解将

完全能够满足计算或分析的精度要求。

４　结论

本文将正规形法引入弹箭非线性运动理论研

究领域，通过求解一个考虑阻尼项和七次静力矩

项的弹箭攻角运动方程，展示了正规形的构造过

程，得到了形式简洁且通用的攻角解析表达式，也

适用于更高次的非线性静力矩。与数值积分对

比，验证了常用攻角范围（如小于２０°）内，该解析
解和数值仿真吻合得很好：无阻尼情况下，攻角较

大（如大于２０°）时相位误差较大；而有阻尼情况
下，由于收敛到零或极限环的存在，能在更大的攻

角范围内吻合得很好。同时，本文利用正规形解

析解，给出了弹轴幅值和摆动频率与弹道弧长之

间的关系，综合考虑幅值方程与攻角解析解的初

始条件，给出了较简洁的稳定初始条件范围计算

方法；通过将幅值方程和角运动方程相结合，分析

了阻尼项对角运动稳定性的影响，评估了极限环

的产生条件和稳定范围。上述研究结果表明，正

规形方法为弹箭非线性角运动特性分析提供了一

个有力的方法，后续将开展更为深入的应用研究。
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［１１］　ＰＩＮＳＯＮＪＤ，ＷＩＥＢＥＬＴＪＡ．Ｓｏｕｒｃｅｓ，ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ，ａｎｄ
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Ｈｏｐｆ分 岔 分 析 ［Ｊ］．兵 工 学 报，２０１５，３６（７）：
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［１８］　ＮＥＩＬＤＳＡ，ＷＡＧＧＤＪ．Ａｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｎｏｒｍａｌ
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Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＳｃｉｅｎｃｅＰｒｅｓｓ，２０００．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
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Ｍｅｃｈａｔｒｏｎｉｃｓ，２００６：１－７．
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