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弹性基上圆柱管弯曲行为的高阶剪切梁理论解
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摘　要：以弹性基上圆柱管为研究对象，基于高阶剪切变形梁理论推导了 Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基圆柱管弯曲变
形的高阶剪切梁理论控制方程，给出四种典型工况弯曲问题的精确解。研究表明，无须假设剪切修正系数，

只需引入适当横截面翘曲形状函数，高阶梁理论在圆柱管内外表面满足剪应力τｘｒ为零的边界条件，且对于不
同长径比和厚径比的圆柱管弯曲问题均能提供足够精度的解析解。弹性基刚度系数趋近于零时，圆柱管挠

度曲线趋近于无弹性基圆柱管挠度曲线，验证了关于Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基圆柱管弯曲问题求解方法的正确性。不
同于ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论，此方法的横截面上正应力不再与中性面上的横向坐标呈线性关系，且当长径比较
小和厚径比较大时尤为明显。剪应力τｘｚ在远离中性面时，应力值逐渐减小，在中性面的内表面处达到最大，
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在靠近顶部和底部位置时逐渐消失为零。
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　　作为工程结构中最常用的构件，梁被广泛应
用于土木工程、航空航天、医疗卫生等领域。如埋

入地基中或放置于地基上的输油、输气、输水管道

等。随着工程技术不断发展，各个行业不断探索

追求构件的轻量化设计，在满足结构强度、刚度和

稳定性的前提下，尽量降低结构件自身重量。与

实心圆柱梁相比，相等重量的圆柱管具备更强的

抗弯能力和抗扭能力，成为更优的选择。

关于梁理论的研究可以分为两种处理方法，

一种是当作三维弹性问题求解，这种方法求解精

度高，但方法复杂，对于一些复杂边界条件问题甚

至无解［１－３］；另一种是合理简化为一维弹性问题，
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这种方法求解简单，便于工程应用。基于第二种

方法，有著名的 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论、Ｒａｙｌｅｉｇｈ
梁理论和 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论等经典梁理论。其
中，ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论未考虑横截面的剪切变
形和转动惯量的影响［４］，而 Ｒａｙｌｅｉｇｈ梁理论增加
考虑了转动惯量的影响，但未考虑剪切变形的影

响［５］。Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论虽然考虑了剪切变形的
影响，但必须引入一个剪切修正系数，且该剪切修

正系数不能通过理论自身获得［６］，并有各种各样

的取值范围。

Ｌｅｖｉｎｓｏｎ［７］首次基于高阶剪切变形梁理论分
析了矩形截面梁的力学行为。运用剪切变形梁理

论的优点是可以考虑剪切变形和转动惯量的影

响，且不需要引入剪切修正系数，同时满足表面剪

应力为零的边界条件。Ｈｕａｎｇ等［８－９］将 Ｌｅｖｉｎｓｏｎ
梁理论的适用对象拓展至圆形截面梁。Ｓｈｅ
等［１０］基于 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论、Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁
理论和多种高阶梁理论，对功能梯度材料梁的热

屈曲和后屈曲行为进行了分析。Ｓｈａｏ等［１１］基于

广义剪切变形梁理论，提出了关于复合材料层合

梁自由振动的统一分析方法。Ａｒｅｆｉ等［１２］利用三

阶剪切变形梁理论，研究了功能梯度纳米梁在电

磁弹性载荷作用下的非局部电磁热弹性问题。

Ｈｅｙｄａｒｉ［１３］基于微分变换法，提出了一种求解耦合
偏微分运动方程的新方法，对纳米矩形梁的高阶

振动与屈曲行为进行了讨论。Ｂｅｎａｄｏｕｄａ等［１４］在

考虑孔隙率的情况下，对梁进行了自由振动分析。

基于高阶梁理论，Ｃｈｏｉ等［１５］建立了变截面四边形

薄壁梁有限元模型。Ｓｅｌｍｉ［１６］利用各种高阶梁理
论，对复合梁的静态和模态问题进行了分析比较。

Ｐｙｄａｈ等［１７］和 Ｆａｒｉｂｏｒｚ等［１８］通过在环向位移表

达式中引入关于径向坐标的对数函数，将适用于

长直矩形截面梁的高阶梁理论，推广到圆弧形矩

形截面梁。

本文作者建立了适用于圆柱管的高阶剪切变

形梁理论，并研究了其振动、稳定性和弯曲波的传

播问题［１９－２１］，但是弯曲问题尚未开展研究。本文

采用高阶剪切变形梁的思想，推导了弹性基上圆

柱管横向弯曲问题的控制方程，并对四种典型边

界条件的工况，给出了弯曲问题的解析解。研究

了长径比、厚径比等参数对截面应力分布规律的

影响。对某些退化情况，与已有文献结果对比，验

证了本文结果的准确性。

１　理论公式推导

考虑一个长度为Ｌ，内外半径分别为Ｒｉ和Ｒｏ

的圆柱管。为分析其在横向载荷作用下的弯曲问

题，需建立笛卡尔坐标系。由于圆柱管具备环形

截面，使用柱坐标系比较方便。因此，同时建立笛

卡尔坐标系和柱坐标系，如图１所示。

图１　弹性基上圆柱管及坐标系的示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆａｃｉｒｃｕｌａｒｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｐｉｐｅｂｏｎｄｅｄｔｏ

ａＷｉｎｋｌｅｒｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

关于笛卡尔坐标系（ｘ，ｙ，ｚ），其ｘ轴位于变形
前圆柱管的中心轴上，ｚ轴的正方向向上，ｙ轴的
正方向由右手法则确定。（ｕ，ｖ，ｗ）分别是与（ｘ，
ｙ，ｚ）对应的位移分量。关于柱坐标系（ｘ，ｒ，θ），ｘ
轴仍位于变形前圆柱管的中心轴上，（ｘ，ｒ，θ）三个
方向的位移分量分别用（ｕ，ｗｒ，ｗθ）表示。笛卡尔
坐标系与柱坐标系的变量之间存在如下关系：

ｙ＝ｒｃｏｓθ
ｚ＝ｒｓｉｎ{ θ

（１）

ｗｒ＝ｖｃｏｓθ＋ｗｓｉｎθ （２）
圆柱管在横向载荷作用下，在 ｘｏｚ平面内发

生弯曲。因此，ｙ方向的位移分量 ｖ与变量 ｘ无
关。与经典梁理论中的处理方式一致，采用圆柱

管中心轴在中性层（ｚ＝０）的位移分量来描述挠
度。所述位移分量ｗ只取决于空间变量ｘ和时间
ｔ，即ｗ＝ｗ（ｘ，ｔ）。

对于圆柱管，其内外表面属于自由面，剪应力

须在内外表面上满足剪应力为零的边界条件，结

合胡克定律，可得：

γｘｒ（ｘ，ｒ，θ）＝０，ｒ＝Ｒｉ，Ｒｏ （３）
其中，γｘｒ为剪应变。在柱坐标系下，结合几何方
程与式（１）～（２），并假设 ｙ轴方向的位移分量 ｖ
与变量ｘ无关，可得：

γｘｒ＝
ｗｒ
ｘ
＋ｕ
ｒ
＝１ｒ ｚ

ｗ
ｘ
＋ｕ
( )ｚ＋ｙｕ[ ]ｙ （４）

将剪应变 γｘｒ写成翘曲形状函数表达式后代入
式（４）。此时，轴向位移 ｕ的表达式可写成如下
形式：

　ｕ（ｘ，ｚ）＝－ｚｗ
ｘ
＋ｆ（ｙ，ｚ） ψ（ｘ）＋ｗ[ ]ｘ （５）

·４０２·
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其中，ｆ（ｙ，ｚ）为截面翘曲形状函数，ψ（ｘ）为截面
转角。利用几何方程可得应变表达式如下：

εｘｘ＝－ｚ
２ｗ
ｘ２
＋ｆ（ｙ，ｚ）ψｘ

＋
２ｗ
ｘ( )２ （６）

γｘｚ＝
ｕ
ｚ
＋ｗ
ｘ
＝ｆ
ｚψ

＋ｗ
( )ｘ （７）

按照式（３）要求，剪应力须在圆柱管内外表
面保持为零，将式（５）代入式（４）可得：

γｘｒ＝
ｆ
ｙ
ｃｏｓθ＋ｆｚ

ｓｉｎ( )θ ψ＋ｗ( )ｘ （８）

基于式（６）和式（７），利用弯矩和剪力的平衡
方程，通过简单的计算可将弯矩和剪力分别表

示为：

Ｍ＝－ＥＩ
２ｗ
ｘ２
＋ＥＩｆ

ψ
ｘ
＋

２ｗ
ｘ( )２ （９）

Ｑ＝ＧＡｆψ＋
ｗ
( )ｘ （１０）

其中：

Ｉｆ＝∫Ａｚｆ（ｙ，ｚ）ｄＡ （１１）

Ａｆ＝∫Ａ
ｆ
ｚ
ｄＡ （１２）

Ｉ＝１４π（Ｒ
４
ｏ－Ｒ

４
ｉ） （１３）

Ａ＝π（Ｒ２ｏ－Ｒ
２
ｉ） （１４）

当圆柱管内嵌在一个弹性基中或者放置在弹

性基上时，假设外表面与弹性基之间的相互作用

可以通过 Ｗｉｎｋｌｅｒ关系来模拟。因此，横向分布
力、弯矩和剪力满足如下平衡方程：

Ｑ
ｘ
－Ｋｗ＝－ｑ （１５）

Ｍ
ｘ
－Ｑ＝０ （１６）

式中，Ｋ为 Ｗｉｎｋｌｅｒ基的弹簧刚度系数，量纲为
Ｎ／ｍ２。

将式（９）～（１０）分别代入平衡方程（１５）～
（１６），可得：

ＧＡｆ
ψ
ｘ
＋

２ｗ
ｘ( )２ －Ｋｗ＝－ｑ （１７）

ＥＩ
３ｗ
ｘ３
－ＥＩｆ

２ψ
ｘ２
＋

３ｗ
ｘ( )３ ＋ＧＡｆψ＋ｗ( )ｘ ＝０

（１８）
式（１７）和式（１８）为耦合控制方程。为将其

解耦，引入满足方程

ＥＩ
４Ｆ
ｘ４
－Ｋ
ＥＩｆ
ＧＡｆ
２Ｆ
ｘ２
＋ＫＦ＝ｑ （１９）

的辅助函数Ｆ（ｘ）。只要令

ψ＝－Ｆｘ
－
Ｅ（Ｉ－Ｉｆ）
ＧＡｆ

３Ｆ
ｘ３

（２０）

ｗ＝Ｆ－
ＥＩｆ
ＧＡｆ
２Ｆ
ｘ２

（２１）

将式（２０）～（２１）分别代入耦合控制方程
（１７）～（１８）中，可以发现它们自动满足。至此，
得到了在Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基上圆柱管承受分布载荷
作用时，弯曲问题的高阶剪切变形梁理论的控制

方程（１９）。
当不考虑 Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基，即 Ｋ＝０时，通过

积分可得方程（１９）的通解形式为：

　Ｆ（ｘ）＝ ｑ
２４ＥＩｘ

４＋Ａ１ｘ
３＋Ａ２ｘ

２＋Ａ３ｘ＋Ａ４ （２２）

当存在Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基，即 Ｋ＞０时，需要分

情况讨论。当
ＫＩｆ
ＧＩＡ( )

ｆ

２

－４ＫＥＩ＞０，即 Ｋ＞
４ＩＧ２Ａ２ｆ
ＥＩ２ｆ

时，

通过求解特征方程，方程（１９）的通解形式为：
Ｆ（ｘ）＝Ａ１ｃｏｓｈ（λ１ｘ）＋Ａ２ｓｉｎｈ（λ１ｘ）＋

Ａ３ｃｏｓｈ（λ２ｘ）＋Ａ４ｓｉｎｈ（λ２ｘ）＋
ｑ
Ｋ （２３）

当 Ｋ＝
４ＩＧ２Ａ２ｆ
ＥＩ２ｆ

时，通过求解特征方程，方

程（１９）的通解形式为：
Ｆ（ｘ）＝（Ａ１＋Ａ２ｘ）ｃｏｓｈ（λ３ｘ）＋（Ａ３＋Ａ４ｘ）·

ｓｉｎｈ（λ３ｘ）＋
ｑ
Ｋ （２４）

当Ｋ＜
４ＩＧ２Ａ２ｆ
ＥＩ２ｆ

时，方程（１９）的通解形式为：

Ｆ（ｘ）＝ｅｍｘ［Ａ１ｃｏｓ（ｎｘ）＋Ａ２ｓｉｎ（ｎｘ）］＋ｅ
－ｍｘ·

［Ａ３ｃｏｓ（ｎｘ）＋Ａ４ｓｉｎ（ｎｘ）］＋
ｑ
Ｋ （２５）

其中，未知常数 Ａｉ（ｉ＝１，…，４）可由边界条件求
得。λ１、λ２、λ３、ｍ、ｎ的表达形式如下：

λ１＝
１
２
ＫＩｆ
ＧＩＡｆ

＋
ＫＩｆ
ＧＩＡ( )

ｆ

２

－４Ｋ

槡[ ]槡 ＥＩ
（２６）

λ２＝
１
２
ＫＩｆ
ＧＩＡｆ

－
ＫＩｆ
ＧＩＡ( )

ｆ

２

－４Ｋ

槡[ ]槡 ＥＩ
（２７）

λ３＝
ＫＩｆ
２ＧＩＡ槡 ｆ

（２８）

　ｍ＝
４Ｋ
槡ＥＩ

ｃｏｓ１２ａｒｃｔａｎ
４Ｇ２ＩＡ２ｆ
ＥＫＩ２ｆ( )[ ]－１ （２９）

　ｎ＝
４Ｋ
槡ＥＩ

ｓｉｎ １２ａｒｃｔａｎ
４Ｇ２ＩＡ２ｆ
ＥＫＩ２ｆ( )[ ]－１ （３０）

２　弯曲问题求解

本节考虑承受四种工况的圆柱管弯曲问题，

工况一为Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基中承受均布载荷悬臂圆
柱管；工况二和工况三分别为自由介质中承受均

·５０２·
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布载荷的简支和悬臂圆柱管；工况四为自由介质

中在自由端（ｘ＝Ｌ）承受集中载荷Ｐ的圆柱管。
取翘曲形状函数ｆ（ｙ，ｚ）为幂函数形式，具体

形式如下［２０］：

　ｆ（ｙ，ｚ）＝ｚ１＋
３Ｒ２ｉＲ

２
ｏ－（ｙ

２＋ｚ２）２

３（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２[ ]） （３１）

２．１　均布载荷作用下的悬臂Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基圆
柱管

　　工况一为承受均布载荷作用的 Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性
基圆柱管，边界条件如下：

ｗ（０）＝ψ（０）＝Ｍ（Ｌ）＝Ｑ（Ｌ）＝０ （３２）
其中，Ｌ为圆柱管的长度。当存在弹性基，即 Ｋ＞
０时，前文已给出弯曲控制方程（１９）的解。当弹

性刚度分别取 Ｋ＞
４ＩＧ２Ａ２ｆ
ＥＩ２ｆ

、Ｋ＝
４ＩＧ２Ａ２ｆ
ＥＩ２ｆ

和０＜Ｋ＜

４ＩＧ２Ａ２ｆ
ＥＩ２ｆ

时，辅助函数 Ｆ（ｘ）的解分别如式（２３）、

式（２４）和式（２５）所示。在求解弯曲问题时，结合
边界条件，通过常规数学求解可得弯曲问题的唯

一解。因求解过程烦琐，为节省空间，此处不再多

余赘述，而是在结果与讨论部分给出相关验证计

算结果。为了与Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基圆柱管弯曲计算
结果进行对比，下面三个工况给出三种自由空间

圆柱管的弯曲问题计算方法。

２．２　均布载荷作用下的简支圆柱管

工况二为承受均布载荷作用的简支圆柱管，

边界条件如下：

ｗ（０）＝Ｍ（０）＝ｗ（Ｌ）＝Ｍ（Ｌ）＝０ （３３）
将式（９）、式（１０）、式（２０）、式（２１）分别代入

式（３３）中的各项，可求得未知常数 Ａｉ（ｉ＝１，…，
４），从而得到辅助函数Ｆ（ｘ）的表达式如下：

Ｆ（ｘ）＝ ｑ
２４ＥＩ（ｘ

４－２Ｌｘ３＋Ｌ３ｘ） （３４）

然后，将辅助函数的表达式代入位移分量和

应力分量的表达式，可得位移分量如下：

ｕ＝－ ｑｚ２４ＥＩ４ｘ
３－６Ｌｘ２－２４

ＥＩｆ
ＧＡｆ
ｘ＋Ｌ３＋１２

ＥＩｆ
ＧＡｆ( )Ｌ－

３ｑｚ
４ＧＡ（２ｘ－Ｌ）１＋

３Ｒ２ｉＲ
２
ｏ－（ｙ

２＋ｚ２）２

３（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２[ ]） （３５）

ｗ＝ ｑｘ２４ＥＩｘ
３－２Ｌｘ２－

１２ＥＩｆ
ＧＡｆ
ｘ＋Ｌ３＋

１２ＥＩｆＬ
ＧＡ( )

ｆ

（３６）

ψ＝ ｑ２４ＥＩ－４ｘ
３＋６Ｌｘ２－Ｌ３－

１２Ｅ（Ｉ－Ｉｆ）
ＧＡｆ

（２ｘ－Ｌ[ ]）
（３７）

将挠度与转角表达式代入应力分量表达式，

可得：

σｘｘ＝－Ｅｑ
ｚ
２ＥＩｘ

２－Ｌｘ－２
ＥＩｆ
ＧＡ( )

ｆ
＋１ＧＡ{

ｆ
·

１＋
３Ｒ２ｉＲ

２
ｏ－（ｙ

２＋ｚ２）２

３（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２[ ] }） （３８）

τｘｙ＝
３ｑｙｚ
２Ａ（２ｘ－Ｌ）

３Ｒ２ｉＲ
２
ｏ＋（ｙ

２＋ｚ２）２

３（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２）
ｗ
ｘ
＋( )ψ
（３９）

τｘｚ＝
３ｑ（Ｌ－２ｘ）
４Ａ １＋

３Ｒ２ｉＲ
２
ｏ（ｙ

２－ｚ２）－（ｙ２＋３ｚ２）（ｙ２＋ｚ２）２

３（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２[ ]）

（４０）

τｘｒ＝
３ｑｚ
４ｒＡ（Ｌ－２ｘ）１－

Ｒ２ｉＲ
２
ｏ＋（ｙ

２＋ｚ２）２

（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２[ ]）
（４１）

２．３　均布载荷作用下的悬臂圆柱管

工况三为承受均布载荷作用的悬臂圆柱管，边

界条件如式（３２）所示。辅助函数的表达式如下：

Ｆ（ｘ）＝ ｑ
２４ＥＩｘ

４－４ｌｘ３＋６Ｌ２ｘ[ ２＋

３６
Ｅ（Ｉ－Ｉｆ）
ＧＡ Ｌｘ＋１８

ＥＩｆ
ＧＡＬ]２ （４２）

位移分量的表达式如下：

ｕ＝－ｑｚ６ＥＩ（ｘ
３－３Ｌｘ２＋３Ｌ２ｘ）＋９

Ｅ（Ｉ－Ｉｆ）
ＧＡ[ ]ｘ＋

ｑｚ
２ＧＡ
３Ｒ２ｉＲ

２
ｏ－（ｙ

２＋ｚ２）２

（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２）
（Ｌ－ｘ） （４３）

ｗ＝ ｑ
２４ＥＩｘ

４－４Ｌｘ３＋６Ｌ２ｘ２＋１８ＥＧＡｘ（２ＬＩ－Ｉｆｘ[ ]）
（４４）

ψ＝－ｑ６ＥＩｘ
３－３Ｌｘ２＋３Ｌ２ｘ＋９

Ｅ（Ｉ－Ｉｆ）
ＧＡ( )ｘ

（４５）
应力分量表达式如下：

σｘｘ＝－
ｑｚ
２Ｉｘ

２－２Ｌｘ＋Ｌ２＋
３Ｅ（Ｉ－Ｉｆ）
ＧＡ[ －

３Ｒ２ｉＲ
２
ｏ－（ｙ

２＋ｚ２）２

３（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２）
Ｌ２＋３ＥＩ( ) ]ＧＡ （４６）

　τｘｙ＝－
ｑｙｚ（Ｌ－ｘ）
Ａ

３Ｒ２ｉＲ
２
ｏ＋（ｙ

２＋ｚ２）２

（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２）２
（４７）

τｘｚ＝
３ｑ（Ｌ－ｘ）
２Ａ １＋

３Ｒ２ｉＲ
２
ｏ（ｙ

２－ｚ２）
３（Ｒ２ｉ＋Ｒ

２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２）２[ －

（ｙ２＋３ｚ２）（ｙ２＋ｚ２）２

３（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２）]２ （４８）

τｘｒ＝
３ｑｚ（Ｌ－ｘ）
２Ａ （ｙ２＋ｚ２槡 ）

１－
Ｒ２ｉＲ

２
ｏ＋（ｙ

２＋ｚ２）２

（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２[ ]）
（４９）

·６０２·
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２．４　集中载荷作用下的悬臂圆柱管

工况四为端部承受集中载荷作用的悬臂圆柱

管，边界条件如下：

ｗ（０）＝ψ（０）＝Ｍ（Ｌ）＝０
Ｑ（Ｌ）＝{ Ｐ

（５０）

辅助函数的表达式如下：

Ｆ（ｘ）＝－Ｐ６ＥＩｘ
３＋ＰＬ２ＥＩｘ

２＋
３Ｐ（Ｉ－Ｉｆ）
２ＧＡＩ ｘ＋

３ＰＬＩｆ
２ＧＡＩ
（５１）

位移分量的表达式如下：

ｕ＝ｚ Ｐ２ＥＩｘ
２－ＰＬＥＩｘ[ ＋Ｐ

３Ｒ２ｉＲ
２
ｏ－（ｙ

２＋ｚ２）２

２ＧＡ（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２ ]）
（５２）

ｗ＝－Ｐ６ＥＩｘ
３＋ＰＬ２ＥＩｘ

２＋３Ｐ２ＧＡｘ （５３）

ψ＝Ｐ２ＥＩｘ
２＋ＰＬＥＩｘ （５４）

应力分量表达式如下：

σｘｘ＝－
Ｐｚ（Ｌ－ｘ）
Ｉ （５５）

τｘｙ＝－
３Ｐｙｚ
２Ａ
６Ｒ２ｉＲ

２
ｏ＋２（ｙ

２＋ｚ２）２

３（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２）２
（５６）

τｘｚ＝
３Ｐ
２Ａ１＋

３Ｒ２ｉＲ
２
ｏ（ｙ

２－ｚ２）
３（Ｒ２ｉ＋Ｒ

２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２）２[ －

（ｙ２＋３ｚ２）（ｙ２＋ｚ２）２

３（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２）]２ （５７）

τｘｒ＝
３Ｐｚ
２Ａｒ１－

Ｒ２ｉＲ
２
ｏ＋（ｙ

２＋ｚ２）２

（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２[ ]） （５８）

从上述四种工况的表达式可以发现，由横向

弯曲行为引起的位移和应力分量包括两个组成部

分，其中一部分由弯矩引起，另外一部分由剪力引

起，并且所有这些结果均依赖于内外半径，尤其是

直接检验可以发现内外表面剪应力 τｘｒ。假如令
剪切刚度 ＧＡ趋于无穷大，即不发生剪切变形，则
上述各项表达式退化到 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的
结果。

３　结果与讨论

３．１　正确性验证

为了验证本文解答的正确性，将本文计算结

果与已有文献结果进行对比。以承受均布载荷的

简支圆柱管为例，取内外径之比 Ｒｉ／Ｒｏ＝０５，表１
给出了不同长径比的圆柱管在梁中间 ｘ＝Ｌ／２
截面处的无量纲正应力 σｘｘＩ／ｑＬ

３对比。其中文

表１　均布载荷作用简支圆柱管正应力（σｘｘＩ／ｑＬ
３

ｘ＝Ｌ／２，ｙ＝０，ｚ＝０．７５Ｒｏ）

Ｔａｂ．１　ＮｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓσｘｘＩ／ｑＬ
３ｏｆａｄｏｕｂｌｅｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ｈｏｌｌｏｗｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅｕｎｄｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｌｏａｄ
（ｘ＝Ｌ／２，ｙ＝０，ｚ＝０．７５Ｒｏ）

Ｌ／Ｒｏ 本文解 文献［２２］
Ｅｕｌｅｒ

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁

３ ０．０２８８ ０．０３０６ ０．０３１３

５ ０．０１８２ ０．０１８６ ０．０１８７

８ ０．０１６０ ０．０１１７ ０．０１１７

１０ ０．００９３ ０．００９４ ０．００９４

２０ ０．００４７ ０．００４７ ０．００４７

献［２２］给出的正应力计算公式为：

σｘｘ＝
Ｍｚ
Ｉ＋
４（１＋ν）ｑｚ
９Ａ

１－２ｚ
２

Ｒ２( )
ｏ

（５９）

显然，正应力 σｘｘ是变量 ｘ和 ｚ的函数，但未
考虑变量ｙ的影响。而本文所提出的模型中，同
时考虑了变量 ｘ、ｙ和 ｚ的影响。由表 １可以看
出，当长径比Ｌ／Ｒｏ≥５时，三种理论计算结果误差
较小，当 Ｌ／Ｒｏ＜５时，由于未考虑剪切变形的影
响，ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论对结果过高估计，误差
较大，文献［２２］次之，本文计算误差最小。

图２　不同刚度系数Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基圆柱管挠度
分布情况（Ｌ／Ｒｏ＝５，Ｒｉ／Ｒｏ＝０．５）

Ｆｉｇ．２　ＥｆｆｅｃｔｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔＫｏｎｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｗｏｆｈｏｌｌｏｗｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅ（Ｌ／Ｒｏ＝５，Ｒｉ／Ｒｏ＝０．５）

为了验证本文对 Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基上圆柱管弯
曲问题求解的正确性，图２给出了相等均布载荷
作用下，不同刚度系数的 Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基悬臂圆
柱管挠度曲线，圆柱管的长径比和内外径之比分

别为Ｌ／Ｒｏ＝５和Ｒｉ／Ｒｏ＝０５。Ｋ／Ｅ＝０时，对应无
Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基的情况，采用式（４４）计算挠度的
值。Ｋ／Ｅ＝１０－７、Ｋ／Ｅ＝１０－１０和 Ｋ／Ｅ＝１０－１３对应
存在Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基，且刚度系数逐渐减小的情
况，采用式（２５）进行求解得到辅助函数 Ｆ（ｘ）的

·７０２·
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值，进一步将其代入式（２１）即可得到挠度的值。
可以看出，当刚度系数逐渐减小时，圆柱管的挠度

逐渐增大。当刚度系数趋近于零时，Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性
基圆柱管的挠度曲线逐渐趋近于无弹性基时圆柱

管的挠度曲线，验证了本文关于 Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基
圆柱管弯曲问题求解方法的正确性。

３．２　应力分布情况

图３给出了内径 Ｒｉ＝０，长径比 Ｌ／Ｒｏ分别为

２、４和６的简支圆柱管，在 ｘ＝Ｌ／２、ｙ＝０处，基于
所提高阶梁理论、文献［２２］和 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁
理论的正应力无量纲参数σｘｘＩ／ｑＬ

３随半径无量纲

参数ｚ／Ｒｏ的变化情况。当Ｌ／Ｒｏ＝２时，三种理论
计算结果相差较大，高阶梁理论和文献［２２］的计
算结果在变量ｚ方向呈现明显的非线性。

上述现象的原因是考虑了剪切变形的影响，

从式（３８）可以发现，除了前三项外，其余几项 １ＧＡｆ
·

１＋
３Ｒ２ｉＲ

２
ｏ－（ｙ

２＋ｚ２）２

３（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２[ ]）与变量ｚ呈非线性关上
述现象的原因是考虑了剪切变形的影响，从

（ａ）Ｌ／Ｒｏ＝２

（ｂ）Ｌ／Ｒｏ＝４

（ｃ）Ｌ／Ｒｏ＝６

图３　简支圆柱管正应力无量纲参数σｘｘＩ／ｑＬ
３随

半径ｚ／Ｒｏ变化情况（Ｒｉ＝０，ｘ＝Ｌ／２，ｙ＝０）
Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｚ／ＲｏｏｎｎｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓσｘｘＩ／ｑＬ

３ｏｆｔｈｅ
ｄｏｕｂｌｅｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｈｏｌｌｏｗｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ

ｔｕｂｅ（Ｒｉ＝０，ｘ＝Ｌ／２，ｙ＝０）

式（３８）可以发现，除了前三项外，其余几项 １ＧＡｆ
·

１＋
３Ｒ２ｉＲ

２
ｏ－（ｙ

２＋ｚ２）２

３（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２[ ]）与变量 ｚ呈非线性关
系。而ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论未考虑剪切变形的
影响，因此正应力随变量ｚ呈线性关系。

现在考虑一个长径比 Ｌ／Ｒｏ＝５，内外径之比
Ｒｉ／Ｒｏ＝０５，泊松比 ν＝０３的悬臂圆柱管，在均
布载荷ｑ作用下发生弯曲。对于各向同性材料，
剪切模量与弹性模量存在如下关系：

Ｇ＝ Ｅ
２×（１＋ν）

（６０）

正应力和剪应力可以通过式（４６）～（４９）确
定。图４和图５为悬臂圆柱管在固定端 ｘ＝０截
面处，正应力无量纲参数 σｘｘＩ／ｑＬ

３和剪应力

τｘｒＡ／ｑＬ、τｘｚＡ／ｑＬ在横截面上的应力分布云图。悬
臂圆柱管的长径比和内外径比分别为 Ｌ／Ｒｏ＝５、
Ｒｉ／Ｒｏ＝０５。观察图４可以发现，在均匀分布力
下，轴向应力 σｘｘＩ／ｑＬ

３与变量 ｚ不再呈线性相关
关系，这是因为本文考虑了剪切变形的影响，轴向

应力表达式中存在剪切变形非线性相关项，与前

文结论一致。从图５中可以发现，剪应力 τｘｒ在圆
柱管的内外表面为零，圆柱管内外表面为自由表

面，这与预期是一致的。另外，在ｚ＝０平面上，正
应力 σｘｘ和剪应力 τｘｒ均消失，这是因为应力分布
具备对称性。剪应力 τｘｚ在远离中间平面 ｚ＝０
时，其应力值逐渐减小，并在靠近顶部和底部位置

逐渐消失为零，如图５（ｂ）所示。特别指出的是，
应力值在中间平面ｚ＝０的内表面达到最大，这意

·８０２·
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味着中间面内表面位置容易发生剪切破坏。

图４　悬臂圆柱管受均布载荷作用时，

ｘ＝０横截面无量纲正应力σｘｘＩ／ｑＬ
３分布

Ｆｉｇ．４　ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｎｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓσｘｘＩ／ｑＬ
３ｏｎｔｈｅ

ｓｅｃｔｉｏｎｏｆｘ＝０ｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｈｏｌｌｏｗｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅ

（ａ）τｘｒＡ／ｑＬ　　　　　　（ｂ）τｘｚＡ／ｑＬ

图５　悬臂圆柱管受均布载荷作用时，
ｘ＝０横截面无量纲剪应力分布

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓｏｎｔｈｅｓｅｃｔｉｏｎｏｆ
ｘ＝０ｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｈｏｌｌｏｗｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅ

图６　不同内外半径比悬臂圆柱管正应力σｘｘＩ／ｑＬ
３

的分布情况（Ｌ／Ｒｏ＝５，ｘ＝ｙ＝０）

Ｆｉｇ．６　ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｎｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓσｘｘＩ／ｑＬ
３ｏｆｔｈｅ

ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｈｏｌｌｏｗｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅ（Ｌ／Ｒｏ＝５，ｘ＝ｙ＝０）

为了进一步研究应力分布与圆柱管厚度的关

系，图６和图７给出了不同内外径比下，长径比为
Ｌ／Ｒｏ＝５的悬臂圆柱管正应力无量纲参数 σｘｘＩ／
ｑＬ３和剪应力无量纲参数 τｘｒＡ／ｑＬ的应力分布
（ｘ＝ｙ＝０）。当Ｒｉ／Ｒｏ比值逐渐变大，即圆柱管厚
度逐渐变薄时，正应力逐渐呈线性分布；而当 Ｒｉ／
Ｒｏ比值逐渐变小，即圆柱管厚度逐渐变厚时，正
应力逐渐呈非线性分布。然而，对于任何内外半

径之比的圆柱管，内外表面的剪应力 τｘｒ始终为
零。这一规律具有一定的工程应用价值。例如，

城市立交桥梁建设过程中用到的连续板梁结构，

受到交通和外观等条件限制，有时需要选择跨度

较小的现浇混凝土空心板梁结构，其空心率一般

在２０％～３０％之间。这种结构符合长径比较小
且厚径比较大的特征，对其进行强度校核计算时，

本文方法可以提供可靠的参考依据。

图７　不同内外半径比悬臂圆柱管剪应力τｘｒＡ／ｑＬ

的分布情况（Ｌ／Ｒｏ＝５，ｘ＝ｙ＝０）

Ｆｉｇ．７　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ
ｈｏｌｌｏｗｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅ（Ｌ／Ｒｏ＝５，ｘ＝ｙ＝０）

４　结论

１）本文所推导方法为考虑弹性基的圆柱管
弯曲问题精确解求解提供了一个新的途径。所提

方法充分地考虑了剪切变形和转动惯量的影响。

通过与已有文献和经典梁理论的计算结果对比，

证明所提理论具备足够精度。

２）通过对圆柱管截面应力分布的研究，验证
了所提模型自动满足内外表面剪应力 τｘｒ为零的

边界条件。

３）由于受剪切变形的影响，圆柱管横截面上
正应力与横向坐标变量呈非线性分布的关系，且

这一现象在长径比较小和厚径比较大时更为

明显。

４）剪应力τｘｚ在远离中间平面时，应力值逐渐
减小，并在靠近顶部和底部位置逐渐消失为零，应

力值在中间平面的内表面达到最大，即中间面内

表面位置容易发生剪切破坏。
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