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面向多最优解组合优化问题的决策求解算法


胡振震，袁唯淋，罗俊仁，邹明我，陈　瞡
（国防科技大学 智能科学学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：针对具有固定物品总和、多最优解特征的组合优化问题，以固定总和实数子集问题和购买鸡翅
问题为例，给出了这类多最优解组合优化问题的形式化表示。在分析枚举等经典算法基础上，提出了基于整

数状态表示和实数状态表示的０－１决策递归搜索多最优解动态规划算法。针对该算法在最优解数量较大
时，时间复杂度趋向Ｏ（ｍｎ）的问题，提出了基于相同决策路径合并和基于０－ｘ决策的两种改进算法。实验
中两种改进算法的计算时间基本符合与Ｏ（ｎｂ＋ｎｍ）的正比关系，表明对于这类多最优解组合优化问题具有
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良好的求解性能。
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　　最优化是应用很广的一个数学分支，很多问
题都可以看成是某种形式的最优化问题。最优化

问题根据变量是否连续分为两类，其中离散变量

的优化问题称为组合优化问题。组合优化通常是

在一定的约束条件下，根据目标函数要求，从一个

有限的集合里寻找一个最优的对象，如一个数、一

个集合，或者一个排列［１－３］。在一定约束条件下

求目标函数的极值问题也称为数学规划，因此组

合优化问题也是规划问题。组合优化的很多理论

也基于规划，如线性规划、动态规划、整数规

划等［４－６］。

组合优化的概念源于计算科学，与运筹、决

策、管理、经济等学科紧密相关，科学研究和工

程应用十分广泛。当前组合优化已经发展成一

个涵盖许多规划问题的学科，比如：旅行商问

题、背包问题、划分问题、指派问题、最短路径问

题、网络最大流问题、最小费用流问题、最小顶

点覆盖问题、最小支配集问题、最小生成树问

题、斯坦纳最小树问题等。尽管组合优化研究

已经取得了丰硕的成果，但因为现实问题的复

杂性，仍然还有很多问题需要研究：一是针对新

应用问题的模型和方法研究，比如线性约束下

的平行机排序问题［７］、“新高改”高中“走班”排

课问题［８］、连续背包问题［９］、矩形背包问题［１０］

等；二是针对已有问题的新方法研究，比如寻路

问题的规范排序 Ａ星算法［１１］、图匹配问题的深
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度强化学习方法［１２］、旅行商问题的图卷积网络

方法［１３］、背包问题的强化学习方法［１４］、二次背

包问题的剪枝算法［１５］等。

本文是针对一类新问题开展研究。现实中

很多组合优化问题只有一个最优解，只要找到

它就可完成求解，但也存在一些特殊的问题具

有多个最优解，而且决策者必须获取全部最优

解才能据此适时做出决策，比如财务预算要在

预算总值固定情况下得到所有的可能分配方

案。这类问题具有两个显著特征：一是最优解

是多个且需全部求出；二是目标物品或数值的

总和是固定的。两个特征使该类问题有别于单

最优解问题，可称之为多最优解组合优化问题。

目前专门针对多最优解组合优化问题的研究少

有报道，本文将其作为研究对象并以固定总和

实数子集问题和费城中国餐馆购买鸡翅问题为

例开展建模和分析。

１　相关工作

组合优化是离散变量的最优化问题，往往可

以写成线性规划的形式。一个求最小目标的问题

可用如下数学模型描述：

　　 ｍｉｎＦ（ｘ）

ｓ．ｔ．
Ｇ（ｘ）≤０
ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ）

Ｔ

ｘｉ∈
{

Ｄ

（１）

其中，ｘ为决策变量，Ｄ表示问题或者决策变量的
定义域（有限个值组成的集合），Ｆ为目标函数，
Ｇ（ｘ）≤０为约束条件。当求解的变量是整数时，
转变为整数规划问题。

线性规划问题常用的求解算法主要是单纯形

法及其相关扩展算法。整数规划中的两种主要算

法———分枝限界法和割平面法与线性规划的算法

具有密切联系［５］。对于变量取值是０或１的整数
规划问题（称为０－１整数规划问题），有两种更
为直观的求解方法：一是枚举法，即枚举所有变量

等于０或１的所有组合，然后判断所有组合是否
满足约束条件并使目标函数最优；第二种是隐枚

举法，同样是枚举所有的组合，但引入一些过滤条

件，过滤掉局部不满足约束或目标函数值非优的

组合，从而减少计算量［１６］。０－１整数规划问题，
也可以看作是多阶段决策问题，从这一角度建模

可以运用动态规划的方法求解。动态规划不是一

种特殊的算法，而是一种考察问题的途径和思路。

针对不同的问题，往往需要建立针对性的模型进

行求解［５，１７］。

除了确定性算法外，组合优化问题还可采用

启发式算法。无论是人为的构造启发式，还是基

于一些最优化方法（如禁忌搜索、模拟退火、遗

传算法等）设计启发式，主要目的是解决大规模

问题中确定性算法无法在有限时间内求得精确

解的问题，即利用启发式算法在有限时间内获

得可接受的解（如近似解）。启发式往往依赖于

问题的性质，需要针对不同类型的问题修改，所

以通常情况下启发式设计并不容易。近年来深

度强化学习被发现具有一定的潜力用来求解组

合优化问题，可以通过学习来获得好的启发

式［１８－２２］。但这些方法主要是针对单最优问题。

从需要获得多最优解的角度看，上述方法中枚

举法、隐枚举法、基于动态规划原理的算法最具

有获得问题的全部解的潜力，所以本文的研究

主要集中于此。

２　问题定义与求解

２．１　问题形式化描述

多最优解组合优化问题可以定义为：从一个

有限集合中寻找多个对象、数、集合或排列，使目

标达到最优。它要求将多个最优解全部求出，且

约束为等式。在数学形式上可以表示为：

Ｆｉｎｄａｌｌｘ＝ａｒｇ（ｍｉｎＦ（ｘ））

ｓ．ｔ．
Ｇ（ｘ）＝０
ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ）

Ｔ

ｘｉ∈
{

Ｄ

（２）

固定总和实数子集问题和费城中国餐馆购买

鸡翅问题是两个典型示例。固定总和实数子集问

题源于实际预算问题：数据集 Ｘ包含一系列数据
｛８０５，６９８，６１９，５，２２９６，４７１，４７４，
４２５，６３４，２７７，７３１，３５９，１８２８，１９５５｝，
希望从中找到多组数（多个子集）使其累加总数

为８４０３。如果把问题的求解变量看作是取值为
｛０，１｝的变量，即把问题看作是在数据集 Ｘ中对
每个数据做挑选的决策，选中则变量取为１，不选
中则取为０，如式（３）所示：
Ｆｉｎｄａｌｌｘ＝ａｒｇ（ｃｘ＝８４０３）
ｃ＝（８０５，６９８，６１９，５，２２９６，４７１，４７４，
４２５，６３４，２７７，７３１，３５９，１８２８，１９５５）
ｘ＝（ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘ１４）

Ｔ

ｘｉ∈｛０，１













｝ （３）
购买鸡翅问题源于一家位于美国费城的中餐

馆，其鸡翅菜单与众不同，不标注鸡翅单价而是标

注不同数量鸡翅组合的价格，如表１所示。问题

·２３·
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是求解购买指定数量鸡翅时的全部最优惠购买方

案。类似地，可以把问题建模为０－１整数规划问
题（０－１决策问题），如式（４）所示：
　Ｆｉｎｄａｌｌｘ＝ａｒｇ（ｍｉｎ（ｖｘ））

ｓｔ

ｃｘ＝ｂ
ｃ＝（４，…，４{ ，

ｂ／４

…，２００，…，
     

２００
ｂ／２００

）

ｖ＝（４５５，…，

     

４５５
ｂ／４

，…，２２２５，…，
       

２２２５
ｂ／２００

）

ｘ＝（ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｎ）
Ｔ

ｘｉ∈｛０，１















｝

（４）
其中，ｂ为要购买的鸡翅总数。

表１　鸡翅菜单
Ｔａｂ．１　Ｗｉｎｇｓｍｅｎｕ

数量 价格

４ ４．５５

５ ５．７０

６ ６．８０

７ ７．９５

８ ９．１０

９ １０．２０

１０ １１．３５

１１ １２．５０

１２ １３．６０

１３ １４．７５

１４ １５．９０

１５ １７．００

１６ １８．１５

１７ １９．３０

数量 价格

１８ ２０．４０

１９ ２１．５５

２０ ２２．７０

２１ ２３．８０

２２ ２４．９５

２３ ２６．１０

２４ ２７．２５

２５ ２７．８０

２６ ２８．９５

２７ ３０．１０

２８ ３１．２０

２９ ３２．３５

３０ ３３．５０

数量 价格

３５ ３９．１５

４０ ４４．８０

４５ ５０．５０

５０ ５５．６０

６０ ６７．００

７０ ７８．３０

７５ ８３．４５

８０ ８９．１０

９０ １００．４５

１００ １１１．２５

１２５ １３９．００

１５０ １６６．８５

２００ ２２２．５０

严格地说，固定总和实数子集问题是一个多

最优解的约束满足问题，但也可以转换为最优化

问题；购买鸡翅问题则是一个标准的优化问题，要

求购买固定数量鸡翅的同时使得花费的代价

最小。

２．２　枚举和隐枚举法

枚举和隐枚举法是多最优解组合优化问题的

直观解法。以固定总和实数子集问题为例，引入

一对相反的不等式，式（３）的约束问题就能转换
为一个优化问题，如式（５）所示。这是典型的整
数规划形式，可以理解为ｎ＝１４个变量（阶段）的
０－１整数规划（决策）问题。

Ｆｉｎｄａｌｌｘ＝ａｒｇ（ｍａｘ（ｃｘ））

ｓ．ｔ．

ｃｘ≤ｂ
ｃ＝（８．０５，６．９８，６．１９，５，２２．９６，４．７１，４．７４，
４．２５，６．３４，２．７７，７．３１，３．５９，１８．２８，１９．５５）
ｘ＝（ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘ１４）

Ｔ

ｘｉ∈｛０，１｝

ｂ＝８４．















０３ （５）
首先考虑枚举法，由于数据集中总共包含１４

个数据，对应于 １４个变量，因此任意数量（１～
１４）的数据都可以进行组合，枚举组合总数为
２１４－１。枚举过程可以利用字典序循环实现。由
于目标函数是所选数据的和，所以每个组合都需

要累加计算，运算量接近１４乘以枚举组合数。因
此，对于数据集规模为ｎ的问题，枚举方法的时间
复杂度约为Ｏ（ｎ２ｎ）；枚举过程不额外增加存储空
间，所以空间复杂度为 Ｏ（ｎ）。显然时间复杂度
的指数级增长源自枚举组合数随数据集规模增大

产生的指数级增长。

隐枚举法思想有些类似于分支定界法，基本

思路是：当检测到某些分支组合不符合约束要求，

则避免进一步往下分支，从而减少总的计算量。

隐枚举过程可以理解为搜索树的扩展，数据集中

的每一个数作为一层的决策，以选择和不选择两

种情况扩展分支，因此搜索树是一个不断扩展的

二叉树，如图１所示。图中“×”表示当前节点已
经不满足约束条件，因此可以剪掉。如果不考虑

剪枝，那么隐枚举法的决策树从根节点到第１４层
的叶子节点是完整的，叶子节点数量为２１４，因此
时间复杂度为Ｏ（ｎ２ｎ），与枚举法相同。若考虑剪
枝则可以使其计算复杂度与枚举法相比有明显的

下降，但下降的程度与问题的求解特征和方式相

关，也与剪枝约束条件相关，不是一个固定值。

ｓｔａｒｔ

ｘ１＝０

ｘ２＝０

…
ｘｎ＝０

ｘｎ{ ＝１

…
ｘｎ＝０

ｘｎ
{

{
＝１

ｘ２＝１
…
ｘｎ＝０

ｘｎ
{
＝１{











×

ｘ１＝１

ｘ２＝０
…
ｘｎ＝０

ｘｎ{ ＝１{
×

ｘ１＝１
…
ｘｎ＝０

ｘｎ{ ＝１{
{















×

图１　隐枚举法搜索树
Ｆｉｇ．１　Ｓｅａｒｃｈｉｎｇｔｒｅｅｏｆｉｍｐｌｉｃｉｔｅｎｕｍｅｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ
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２．３　基于动态规划的方法

若将问题看作多阶段决策问题，可以自然地

运用动态规划原理来建模求解。对于一个ｎ阶段
的决策问题ｓｋ＋１＝ｆ（ｓｋ，ｘｋ），ｋ＝１，…，ｎ，其中ｓｋ是
第ｋ阶段的系统状态，ｘｋ是第ｋ阶段的决策变量，
优化问题可以看作求决策向量 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ使得
目标函数（指标）达到极值：

ｍａｘｆ＝∑
ｎ

ｋ＝１
Ｖｋ（ｓｋ，ｘｋ） （６）

式中，Ｖｋ为各阶段的目标函数。根据动态规划的
最优性定理，可以将求指标极值问题转换为分阶

段的递推过程：

ｍａｘｆｋ ＝ｍａｘ（Ｖｋ（ｓｋ，ｘｋ）＋ｆｋ＋１）

ｆｋ＋１ ＝∑
ｎ

ｉ＝ｋ＋１
Ｖｉ（ｓｉ，ｘｉ

{
）

（７）

或者：

ｍａｘｆｋ ＝ｍａｘ（Ｖｋ（ｓｋ，ｘｋ）＋ｆｋ－１）

ｆｋ－１ ＝∑
ｋ－１

ｉ＝１
Ｖｉ（ｓｉ，ｘｉ

{
）

（８）

式（７）和式（８）分别称为逆序和顺序的动态
规划方程［４］。由此多阶段的决策问题可以分解

为在各个阶段的状态和目标函数递推过程中做出

最优的决策。

为解决固定总和实数子集问题，首先用一个

简单的示例来考察动态规划的求解结构。问题是

从数据集［１，２，３，４］中选择数据子集使其和为７。
这是一个完全类似的问题，可表示为整数规划的

形式，并转换为多阶段决策问题：

Ｆｉｎｄａｌｌｘ＝ａｒｇ（ｍａｘｆ）

ｓ．ｔ．
ｆ＝ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３＋４ｘ４≤７
ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）

Ｔ

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４∈｛０，１
{

｝

（９）

先考虑顺序递推的方法，定义状态为决策

（选择该阶段决策变量数据）前的数据总和。实

际状态的转移和指标的递推为：

ｓ１＝０，ｆ１＝０
ｓ２＝ｓ１＋ｘ１，ｆ２＝ｍａｘ（ｘ１＋ｆ１）
ｓ３＝ｓ２＋２ｘ２，ｆ３＝ｍａｘ（２ｘ２＋ｆ２）
ｓ４＝ｓ３＋３ｘ３，ｆ４＝ｍａｘ（３ｘ３＋ｆ３）
ｓ５＝ｓ４＋４ｘ４＝７，ｆ５＝ｍａｘ（４ｘ４＋ｆ４













）

（１０）

根据各阶段的状态转移式（１０）可知，求决策
变量需要从最后一个阶段开始，若 ｆ４的所有可能
值已知，则使 ｆ５最优可以将 ｘ４求出，进而知道 ｆ４
的最优值，进一步将 ｘ３求出来，不断递推直到求
出所有阶段的决策变量。对于这样一个求解过

程，可以考虑两种结构：一种是循环，一种是递归。

循环的结构是先将 ｋ－１阶段的所有状态 ｓ和指
标ｆ求出，再求ｋ阶段的状态和指标，直到最后一
个阶段，然后再求解决策变量。通俗讲就是向前

建表（递推状态和指标），向后查表（求决策变

量）。而递归的结构是以递归的方式从最后一个

阶段的状态开始递归，当存在前一阶段的未知状

态和指标时，则递归地进入前一个阶段的计算中，

直至第一个阶段的状态和指标计算完成，这样等

价于完成了建表的过程，接着通过查表可以求解

决策变量。

图２给出了顺序递推形式下利用循环方法构
造的求解结构。图中的曲线表示递推的过程。从

状态 ｓ１和指标 ｆ１ 开始递推到 ｓ５ 和 ｆ５，根据
式（１０）可知ｆ５＝７为最优的目标。根据递推的过
程可以计算得到ｘ４＝１，ｓ４＝３，根据 ｓ４＝３状态可
以知道有两条递推路径到它。如果是只有一个

解，那么查询过程只要找到一条解路径即可，但对

于多最优解问题，必须获取全部路径，可以发现

ｘ４＝１，ｘ３＝１，ｘ２＝０，ｘ１＝０和ｘ４＝１，ｘ３＝０，ｘ２＝１，
ｘ１＝１是两个最优解，图中两条蓝色的路径就是
最优解的路径。

图３给出了顺序递推形式下利用递归方法构
造的求解结构。图中的曲线表示递归调用时的过

程。根据约束条件状态 ｓ５＝７已知，但 ｆ５是未知

图２　顺序递推循环求解结构
Ｆｉｇ．２　Ｌｏｏｐｓｏｌｖｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｏｒｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｒｅｃｕｒｓｉｏｎ
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图３　顺序递推递归求解结构
Ｆｉｇ．３　Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅｓｏｌｖｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｏｒｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｒｅｃｕｒｓｉｏｎ

的，要求ｆ５则需递归的求ｆ４，接着ｆ３，直到ｆ１。因为状
态ｓ定义为决策前的和，因此ｆ１只有一个值为０，其
他状态下的ｆ值都定义为负无穷。那么递归完毕同
样得到所需的ｆ值后，也可以根据查表得到解。

从上述分析可知，顺序递推形式下，通过循环

或者递归都能得到解。类似地，逆序递推形式同

样也可以使用循环和递归两种求解结构，因此一

个动态规划问题求解在实现上可以有四种结构，

而且可以用图证明逆序循环的结构和顺序递归的

结构是一致的，而逆序递归和顺序循环的结构是

一致的。总的来说，顺序和逆序形式与指标推导

式相关，顺序递推是指标从前往后推，决策变量从

后往前计算；逆序递推是指标从后往前推，决策变

量从前往后计算。循环和递归则与指标递推式的

具体实现相关，循环是先计算指标推导式的等号

右侧项，而递归是先调用指标推导式的等号左侧

项。另外状态的定义也不是固定的，也可以定义

为各阶段决策完成后的状态，对应的则需修改递

推式的下标形式。

２．４　基于０－１决策动态规划多最优解算法

根据前述分析，在动态规划递推建表过程中，

多个最优解能够用递推路径表示，与单最优解问

题的差异主要体现在查表求决策变量过程中。一

般的简单递推式查表，只能得到一条最优解路径，

但是多最优解问题必须得到多条最优解路径。

以顺序递推循环求解结构为例，单个最优解

问题可以用一个很简单的逻辑进行求解：从最后

一个阶段开始，最优的 ｆｎ已知，如果 ｆｎ！ ＝ｆｎ－１，
那么必有ｘｎ＝１，如果ｆｎ＝＝ｆｎ－１，那么必有ｘｎ＝０，
然后根据最优的ｆｎ－１在前一个阶段继续求解。但

若要得到多条解路径则不同。

一种直观解决思路是考虑建表过程中，当递

推某阶段出现多种不同决策可以得到相同指标

时，记录多个决策，并在查表时根据这一信息向后

搜索。然而这种方式会带来内存空间的增大，因

此若不希望增大内存空间，那么只能在建表的信

息里实现对路径搜索。观察图２中第３和第４阶
段，目标状态ｆ４＝３可以从ｆ３＝０和ｆ３＝３得到，这
是两条路径。不同于单最优解的逻辑，在查表过程

中已知最优ｆｎ情况下，应判断ｆｎ＝＝ｆｎ－１＋ｃｎ－１ｘｎ和
ｆｎ＝＝ｆｎ－１两种情况，当都满足条件时则采用分支
的形式继续下一阶段。由于已经在建表过程中确

认解的存在，因此完全可以采用深度优先搜索的

方式得到不同路径的解，而且搜索分支不用深入

第１阶段，只要达到ｆｎ＝＝０（状态也等于０）就可
以终止分支，如算法１所示。

算法１　整数状态的多最优解动态规划算法
Ａｌｇ．１　Ｉｎｔｅｇｅｒｓｔａｔｅｍｕｌｔｉｏｐｔｉｍａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｄｙｎａｍｉｃ

ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量：ｃ代价，ｖ价值，ｂ边界，ｐ阶段，ｓ状态，ｆ指标函
数，ｒｅｓ结果
ｆｏｒｐ＝１ｔｏｎｄｏ：　　　　　　 ＃建表
　ｆｏｒｓ＝０ｔｏｂｄｏ：
　　 ｆ［ｐ］［ｓ］＝ｍａｘ（ｖ［ｐ－１］＋ｆ［ｐ－１］［ｓ－ｃ［ｐ－
１］］，ｆ［ｐ－１］［ｓ］）
ｆｕｎｃｔｉｏｎｆｉｎｄＸ（ｐ，ｓ，ｒｅｓ）：　　 ＃查表
　ｉｆｓ＝＝０：ｒｅｔｕｒｎｒｅｓ
　ｉｆｆ［ｐ］［ｓ］＝＝ｆ［ｐ－１］［ｓ－ｃ［ｐ－１］］＋ｖ［ｐ－１］：
　　ｎｒｅｓ＝ｃｏｐｙ（ｒｅｓ）；ｎｒｅｓ．ａｐｐｅｎｄ（ｐ）
　　ｆｉｎｄＸ（ｐ－１，ｓ－ｃ［ｐ－１］，ｎｒｅｓ）
　ｉｆｆ［ｐ］［ｓ］＝＝ｆ［ｐ－１］［ｓ］：ｆｉｎｄＸ（ｐ－１，ｓ，ｒｅｓ）

·５３·
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　　分析算法的结构可知，在状态是整数的情况
下，利用循环结构来实现状态递推，可以方便地利

用数组（或列表）数据结构来记录指标（目标函

数）信息，并可同时利用数组的索引信息来表示

阶段和状态。但是对于如式（３）这样的实数问
题，阶段是整数可方便表示，但状态却是实数的，

不便于表示。因此基于动态规划的基本原理，考

虑顺序递推的循环结构，针对性地提出一种状态

实数表示的算法，即采用列表加字典的数据结构

算法，核心是利用实数表示的状态作为字典的

ｋｅｙ值，如算法２所示。

算法２　实数状态的多最优解动态规划算法
Ａｌｇ．２　Ｒｅａｌｎｕｍｂｅｒｓｔａｔｅｍｕｌｔｉｏｐｔｉｍａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｄｙｎａｍｉｃ

ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量：ｃ代价，ｖ价值，ｂ边界，ｐ阶段，ｓ状态，ｆ指标函
数，ｒｅｓ结果，ｘ决策变量，Ｄ为ｘ的值域
ｆ＝［｛０．０：０．０｝］　　　　　　＃元素为字典的列表
ｆｏｒｐ＝１ｔｏｎｄｏ：　　　　　　＃建表
　ｆ．ａｐｐｅｎｄ（｛｝）；　　　　　　＃加入空字典
　ｆｏｒｉ＝１ｔｏｌｅｎ（ｆ［ｐ－１］）ｄｏ：
　　ｓ＝ｌｉｓｔ（ｆ［ｐ－１］．ｋｅｙｓ）［ｉ］
　　ｆｏｒｘｉｎＤｄｏ：
　　　ｆｖ＝ｆ［ｐ－１］［ｓ］＋ｖ［ｐ－１］ｘ；ｓ＝ｓ＋ｃ［ｐ－１］ｘ
　　　ｉｆｓ≤ｂ＆＆ｓｆ［ｐ］：ｆ［ｐ］［ｓ］＝ｆｖ
　　　ｉｆｓ≤ｂ＆＆ｓ∈ｆ［ｐ］：ｆ［ｐ］［ｓ］＝ｍａｘ（ｆｖ，ｆ［ｐ］［ｓ］）
ｆｕｎｃｔｉｏｎｆｉｎｄＸ（ｐ，ｓ，ｒｅｓ）：　　 ＃查表
　ｉｆｓ＝＝０：ｒｅｔｕｒｎｒｅｓ
　ｉｆｆ［ｐ］［ｓ］－ｆ［ｐ－１］［ｓ－ｃ［ｐ－１］］＋ｖ［ｐ－１］＜ε：
　　ｎｒｅｓ＝ｃｏｐｙ（ｒｅｓ）；ｎｒｅｓ．ａｐｐｅｎｄ（ｐ）
　　ｆｉｎｄＸ（ｐ－１，ｓ－ｃ［ｐ－１］，ｎｒｅｓ）
　ｉｆｆ［ｐ］［ｓ］－ｆ［ｐ－１］［ｓ］＜ε：ｆｉｎｄＸ（ｐ－１，ｓ，ｒｅｓ）

实数状态的多最优解算法与整数状态的算法

基本结构一致，差异主要由使用实数作为字典的

ｋｅｙ而产生。要注意由于实数在计算机中只是高
精度的近似表示，所以在作为 ｋｅｙ以及运算时可
能产生的问题可以使用固定模式的实数表达来解

决。当然如果从另外一个角度看，实数状态的问

题也可以直接转换为整数状态的问题来解决，比

如：式（５）可以将 ｃ和 ｂ同乘以１００，那么整个问
题变为整数问题，而且解是相同的。分析算法１
可以知道，基于０－１决策的动态规划法的空间复
杂度主要由指标 ｆ的矩阵决定，为 Ｏ（ｎｂ），ｂ为整
数表示的状态总数（对于上述实数问题，ｂ＝
８４０３×１００＝８４０３）。对于时间复杂度，计算主
要体现在建表和查表过程中，建表过程中计算的

区域约为 ｎｂ／２，加上一些比较运算，可以认为在

Ｏ（ｎｂ）量级。而查表过程由解的数量ｍ和表的阶
段数ｎ决定，最小的情况是 ｎｍ，而最极端的情况
是ｍｎ，因此时间复杂度在 Ｏ（ｎｂ＋ｎｍ）和 Ｏ（ｎｂ＋
ｍｎ）之间的范围内。

比较算法 ２与隐枚举算法，建表过程中的
ｓ≤ｂ判断可以看作隐枚举法的剪枝约束，而动态
规划相比隐枚举法的主要优势在于建表过程中对

状态的规约，相同的状态合并到一起考虑，而隐枚

举法一直都是以叉树的形式在扩展。基于动态规

划的算法正是在对状态的不断规约中使得其分支

数不断地缩减从而减小计算量。

３　两种改进的多最优解算法

前面提出的基于０－１决策的算法有效解决
了本文多最优解问题的两个特征带来的问题。固

定物品（数值）总和的问题通过固定目标终状态

解决，多最优解的问题通过考虑多条解路径查找

来解决。同时由于状态的压缩使其相比枚举和隐

枚举算法在计算复杂度上具有明显的优势。

购买鸡翅问题，要求购买目标数量的物品，

求代价最小的多个最优购买方案，仍采用前述

方法开展分析。最直观的求解思路仍然是采用

枚举，枚举所有的购买方案组合，从中得到全部

的最优惠方案。枚举时需要考虑不同数量组合

的鸡翅可以购买多次的问题，比如要购买１２只
鸡翅，可以购买３次４只，或２次６只，或１次４
只１次８只等。因此购买ｂ（＞２００）只鸡翅，需要
在ｂ／４＋ｂ／５＋… ＋ｂ／２００＝ｎ个数据的组合中寻
找，比如购买２５６只鸡翅，需要在５８７个数据中寻
找最优组合，那么枚举总数为２５８７－１，显然这种
规模已无法有效求解。可考虑用隐枚举法和动态

规划法，即将问题转换为ｎ个阶段的０－１决策问
题。然而，隐枚举法在购买数量上升到一定的程

度后计算时间也变得不可接受，图４表明采用隐
枚举法在购买数量为２８时计算时间已经呈现指
数级上升。

基于０－１决策的多最优解动态规划算法结
果如图４中红色虚线所示，图４中蓝色实线是根
据量级Ｏ（ｎｂ）估计的计算时间。结果表明在多
数情况下计算时间会接近正比于 Ｏ（ｎｂ），但在某
些特殊情况下，比如图中购买１２０和２１６只鸡翅
的情况，计算时间有跳跃式的上升，而这正是最优

解数量较多的情况。由于图４只是为说明问题，
所以只选取了有限情况（曲线上星号标记）进行

计算。
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图４　最优解数量较少情况下的计算时间
Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｔｉｍｅｏｆｃａｓｅｓｗｉｔｈ
ｓｍａｌｌｎｕｍｂｅｒｏｆｏｐｔｉｍａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

３．１　基于相同决策路径合并的改进算法

显然前述算法在最优解数量较多的特殊情况

下，时间复杂度可能会往差的 ｍｎ方向发展。这
是因为当解的数量很多且阶段数量很大时，使用

递归的查表可能会近似于搜索一个 ｎ层 ｍ叉树
问题，这显然是非常耗时的，例如：购买１８８只鸡
翅时，最优解的数量为６９，利用前述算法计算时
间为６７１ｓ；购买 １９２只鸡翅时，最优解数量为
３００，计算时间已达２８７４７ｓ，将变得不可接受。

显然对于要求出全部最优解的给定问题，解

的数量ｍ是固定的，那么只能从问题的决策阶段
上来考虑降低极端条件下的计算复杂性。在前面

的问题建模中，采用了０－１决策思路，其中一些
阶段的决策是购买相同数量的鸡翅组合，因此这

些阶段的作用是相同的。如果能够对其进行处理

和简化，即将相同作用的决策路径合并，那么搜索

空间将会大幅度减小。基于这种相同决策路径合

并的改进思路，可采用宽度优先搜索实现，如算法３
所示。

算法３核心改进在于宽度优先搜索节点扩展
过程中对相同决策效果的节点进行了删减。购买

相同鸡翅数量情况下的改进算法与原算法计算时

间比较如图５所示，可以看到改进算法相比原来
算法具有明显的改进，在最优解数量比较多的情

况下也没有出现与原算法类似的跳跃性增长。

图６给出了购买４～３００只鸡翅问题的改进
算法计算时间结果。很明显看到，计算时间与最

优解数量的关系，计算时间总体符合Ｏ（ｎｂ＋ｎｍ）
的正比估计（图中蓝色线为根据该量级估计的计

算时间），但随着解数量的增加有一定的偏离，且

解的数量越多则偏离越大，但总体性能仍可接受。

算法３　相同决策路径合并的改进算法
Ａｌｇ．３　Ｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈｓａｍｅｄｅｃｉｓｉｏｎｐａｔｈｆｕｓｉｏｎ

输入：ｃ代价，ｖ价值，ｂ边界，ｐ阶段，ｓ状态，ｆ指标函数
输出：ｓｅｑ各个最优解（决策变量序列）

ｍｉｎｆ＝ｆ［－１］［－１］，ｒｏｏｔｓ＝［］，ｓｅｑ＝［］
ｆｏｒｐ＝ｎｔｏ０ｄｏ：
　ｆｏｒｓ＝０ｔｏｂｄｏ：
　　ｉｆｓ＋ｃ［ｐ］＝＝ｂ＆＆ｆ［ｐ］［ｓ］＋ｖ［ｐ］＝＝ｍｉｎｆ：
　　　ｒｏｏｔｓ．ａｐｐｅｎｄ（［ｐ，ｓ，ｆ［ｐ］［ｓ］，［ｃ［ｐ］］］）
ｆｏｒｒｏｏｔｉｎｒｏｏｔｓｄｏ：
　ｏｐｅｎｅｄ＝［ｒｏｏｔ］
　ｗｈｉｌｅｏｐｅｎｅｄｄｏ：
　　ｎｏｄｅ＝ｏｐｅｎｅｄ．ｐｏｐ（）
　　ｉｆｎｏｄｅ［１］＝０＆＆ｎｏｄｅ［３］ｓｅｑ：ｓｅｑ．ａｐｐｅｎｄ
（ｎｏｄｅ［３］）
　　ｉｆｎｏｄｅ［１］≠０：
　　　ｆｏｒｐ＝ｎｏｄｅ［０］ｔｏ０ｄｏ：
　　　　ｆｏｒｓ＝０ｔｏｎｏｄｅ［１］ｄｏ：
　　　　　ｉｆｓ＋ｃ［ｐ］＝ｎｏｄｅ［１］＆＆ｆ［ｐ］［ｓ］＋ｖ［ｐ］＝
ｎｏｄｅ［２］：
　　　　　　ｎｅｗｎｄ＝ｃｏｐｙ（ｎｏｄｅ［３］）
　　　　　　ｎｅｗｎｄ．ａｐｐｅｎｄ（ｃ［ｐ］）
　　　　　　ｉｆｎｅｗｐａｔｈｏｐｅｎｅｄ：
　　　　　　　ｏｐｅｎｅｄ．ａｐｐｅｎｄ（［ｐ，ｓ，ｆ［ｐ］［ｓ］，ｎｅｗｎｄ］）

图５　改进算法与原始算法的计算时间比较
Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｔｉｍｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ
ｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｏｒｉｇｉｎａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ

购买１８８只鸡翅时，改进算法的时间为２３ｓ，是
原算法的１／２９；购买１９２只鸡翅时改进算法计算
时间为５３ｓ，是原算法的１／５４２。

３．２　基于０－ｘ决策的改进算法

对原算法的改进除了进行相同决策路径合并

的思路外，其实也可以从建模的角度进行改进。

如果能够将０－１决策问题转变为０－ｘ决策问
题，那么决策阶段数也可大幅下降，从而降低极端
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图６　改进算法计算时间与解数量的关系
Ｆｉｇ．６　Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｔｉｍｅｔｏ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｆｏｒｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ

情况下的时间复杂度。因此考虑将问题建模为

［０，ｂ／ｃｊ］决策问题，其中每个阶段求解变量的最
大值为ｂ／ｃｊ，数学模型如式（１１）所示。
Ｆｉｎｄａｌｌｘ＝ａｒｇ（ｍｉｎ（ｖｘ））

ｓ．ｔ．

ｃｘ＝ｂ
ｃ＝（４，…，２００）
ｖ＝（４．５５，…，２２２．５）
ｘ＝（ｘ１，…，ｘｊ，…，ｘｎ）

Ｔ，ｘｊ∈［０，ｂ／ｃｊ










］

（１１）
这种改进思路是利用０－ｘ决策建模减少总

的决策阶段数，使得表的整体搜索深度明显下降，

可采用深度优先类搜索算法实现，计算时间也将

有明显的改善。基于０－ｘ决策的改进方法实现
如算法４所示。

算法４　基于０－ｘ决策的改进算法
Ａｌｇ．４　Ｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎ０－ｘｄｅｃｉｓｉｏｎ

变量：ｃ代价，ｖ价值，ｂ边界，ｐ阶段，ｓ状态，ｆ指标函

数，ｒｅｓ结果

ｆｏｒｐ＝１ｔｏｎｄｏ：　　　　 ＃建表

　ｆｏｒｓ＝０ｔｏｂｄｏ：

　　ｆ［ｐ］［ｓ］＝ｍｉｎ（［ｖ［ｐ－１］ｘ＋ｆ［ｐ－１］［ｓ－ｃ［ｐ－

１］］ｆｏｒｘ＝０ｔｏｂ／ｃ［ｐ－１］ｉｆｓ－ｃ［ｐ－

１］ｘ≥０］）

ｆｕｎｃｔｉｏｎｆｉｎｄＸ（ｐ，ｓ，ｒｅｓ）：＃查表

　ｉｆｓ＝＝０：ｒｅｔｕｒｎｒｅｓ

　ｆｏｒｘ＝０ｔｏｂ／ｃ［ｐ－１］ｄｏ：

　　ｉｆｓ－ｃ［ｐ－１］ｘ≥０：

　　　ｉｆｆ［ｐ］［ｓ］＝ｆ［ｐ－１］［ｓ－ｃ［ｐ－１］ｘ］＋ｖ［ｐ－１］：

　　　　ｎｒｅｓ＝ｃｏｐｙ（ｒｅｓ）；

　　　　ｉｆｘ＞０：ｎｒｅｓ．ｅｘｔｅｎｄ（［ｃ［ｐ－］］ｘ）

　　　　ｆｉｎｄＸ（ｐ－１，ｓ－ｃ［ｐ－１］ｘ，ｎｒｅｓ）

　　与前述改进算法最大差别是，前述算法采用
０－１决策，而算法４采用［０，ｂ／ｃｊ］决策，在建表过
程中同一阶段的递推需要比较 ｂ／ｃｊ种选择，在查
表过程中的递归则由原来的２个分支变为ｂ／ｃｊ个
分支，原理是通过阶段内更多的比较和计算来换

取决策阶段数的下降。

算法４的复杂度仍然由建表和查表过程决
定，表的结构为ｎ行 ｂ列，只是 ｎ由原来０－１决
策的 ｂ／４＋ｂ／５＋… ＋ｂ／２００变为 ｃｏｕｎｔ（４，…，
ｃｊ，…，２００）。建表过程的时间复杂度仍为
Ｏ（ｎｂ），查表过程没有重复分支所以时间复杂度
为Ｏ（ｎｍ）。图７给出了０－ｘ决策查表和０－１
决策查表过程的局部差异，其中 ｊ阶段的０－ｘ决
策对应了 ｉ到 ｉ－２阶段的 ０－１决策。对应于
ｘｊ＝１，０－１决策有３种情况 ｘｉ＝１或者 ｘｉ－１＝１
或者ｘｉ－２＝１，而这三种情况其实是一个相同的决
策，只是由于０－１决策结构导致分成３个阶段来
决策。所以，０－ｘ决策的建模避免了０－１决策
中的很多重复搜索，前面基于相同决策路径合并

的改进算法实质也是解决这一重复问题。

（ａ）０－１决策
（ａ）０－１Ｄｅｃｉｓｉｏｎ

（ｂ）０－ｘ决策
（ｂ）０－ｘＤｅｃｉｓｉｏｎ

图７　０－１决策和０－ｘ决策的查表路径差异
Ｆｉｇ．７　Ｓｅａｒｃｈｉｎｇｐａｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎ０－１ａｎｄ

０－ｘｄｅｃｉｓｉｏｎ

图８给出了购买 ４～３００只鸡翅利用基于
０－ｘ决策改进算法的运行时间情况，显然计算时
间基本符合时间复杂度Ｏ（ｎｂ＋ｎｍ）的正比估计。
与图６相比可知，基于０－ｘ决策的改进算法的性
能相比基于０－１决策相同决策路径合并的改进
算法也有明显的提升，例如最优解数量最多的购

买２９８只鸡翅的情况，计算时间也仅为０４３７５ｓ。
由此得出结论，对于存在多次相同决策的问题，更
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适合建模为０－ｘ决策问题，因为即便采用相同决
策路径合并，基于０－１决策的算法性能也达不到
基于０－ｘ决策算法的水平，而每次决策都不相同
的问题，则更适合建模成０－１决策问题。（本文
所有实验代码见：ｈｔｔｐｓ：／／ｇｉｔｈｕｂ．ｃｏｍ／ｈｕｓｈｉｄｏｎｇ／
ｍｕｌｔｉｏｐｔｉｍａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｐｒｏｂｌｅｍ）

图８　基于０－ｘ决策改进算法计算时间与解数量的关系
Ｆｉｇ．８　Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｔｉｍｅｔｏｓｏｌｕｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｆｏｒ

ｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎ０－ｘｄｅｃｉｓｉｏｎ

４　结论

本文提出了一类具有固定物品（数值）总和

及多最优解特征的组合优化问题。该问题不同于

一般的单最优解组合优化问题，必须求解所有最

优解。以固定总和实数子集问题和费城中国餐馆

购买鸡翅问题为例，比较分析了枚举、隐枚举和动

态规划三类不同方法。通过动态规划求解结构分

析，明确了状态定义、指标递推、决策变量求解对

于算法实现的影响。提出基于０－１决策的多最
优解的动态规划算法，并针对实数状态问题提出

了基于字典数据结构的实数状态表示求解算法。

该算法在最优解数量较少时能够获得较好的性

能，但最优解数量较多的情况下，计算时间呈现跳

跃式上升。基于降低时间复杂度考虑，提出了压

缩决策阶段的改进思路，并实现了两种改进算法：

基于相同决策路径合并的０－１决策求解算法和
基于０－ｘ决策的求解算法。结果表明通过减小
决策的阶段数可使算法性能得到明显提升，两种

改进算法的对比表明具有多次相同决策的问题更

适合于建模成０－ｘ决策问题。本文将一类多最
优解的特殊的组合优化问题作为一类独立问题专

门进行研究，能够帮助解决现实中一些多最优解

的决策问题，且对开发新的建模和求解方法也有

促进作用，下一步将持续推进算法优化和实际

应用。
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