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无人机集群作战中连续时间 Ｍａｒｋｏｖ链模型的求解方法

黄树彩，谢家豪，韦道知，张?宇
（空军工程大学 防空反导学院，陕西 西安　７１００５１）

摘　要：针对无人机集群目标作战解析建模时在状态转移过程中计算速率低的问题，提出了一种基于行
压缩存储的四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法。根据无人机集群作战样式将无人机集群作战过程划分为三个阶段，并分阶
段对无人机集群作战的状态转移过程建立连续时间Ｍａｒｋｏｖ链模型。以无人机集群完成作战任务的可靠性作
为求解指标，运用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法对 Ｍａｒｋｏｖ模型进行求解。由于求解过程中速率转移矩阵具有稀疏特
性，采用基于行压缩存储的算法优化求解速率。仿真实验表明，运用连续时间Ｍａｒｋｏｖ理论建立的无人机集群
作战过程模型的有效性和可行性优于其他模型。同时，与其他算法及模型相比，该算法计算速率更高、能更

好地满足结果精度的可靠性需求，进一步说明了本算法的优越性。
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　　近年来爆发的纳卡冲突表明无人机集群作战
将在未来军事领域中对作战模式产生颠覆性变

革，同时也因其在未来战场具有协同探测、协同攻

击、干扰压制等方面的巨大优势，使其成为一支不

可忽视的新质力量。

而当前国内外针对无人机集群作战过程的研

究主要从框架建模、技术建模和数学解析建模三

个层面展开。Ｇｉｌｅｓ［１］提出一种自上而下兼有条
令与设计一体化的集成框架，该框架下无人机集

群作战去中心化和扁平化，同时也研究了指控架

构。文献［２－５］主要针对无人机任务规划中的
任务分配问题展开研究，主要包括群智能算法、基

于图论的任务分配方法、合同算法和拍卖算法等。

文献［６－９］主要针对无人机任务规划中的航迹
规划问题展开研究，主要包括基于数学模型的规

划方法，如启发式算法、搜索法等，还包括基于学

习的规划方法［１０－１２］，如基于先验知识学习方法和

基于强化学习方法等。文献［１３－１５］主要针对
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载人作战飞机（ｍａｎｎｅｄｃｏｍｂａｔａｉｒｃｒａｆｔｖｅｈｉｃｌｅ，
ＭＣＡＶｓ）与无人作战飞机 （ｕｎｍａｎｎｅｄｃｏｍｂａｔ
ａｉｒｃｒａｆｔｖｅｈｉｃｌｅ，ＵＣＡＶｓ）共同形成协同作战体系，
将该系统划分为任务级、集群级和系统级三个层

次，并建立相应的数学模型。为了求解这些模型，

提出量子人工蜂群算法（ｑｕａｎｔｕｍａｒｔｉｆｉｃｉａｌｂｅｅ
ｃｏｌｏｎｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＱＡＢＣ）、两阶段贪婪策略（ｔｗｏ
ｓｔａｇｅｇｒｅｅｄｙｓｔｒａｔｅｇｙ，ＴＳＧＳ）等算法来验证所提算
法的有效性和优越性。文献［１６－１８］利用概率
论，重点通过建模对无人机集群的作战效能进行

分析，Ｌóｐｅｚ等［１９］学者也对无人作战飞机在格斗

作战中的效用进行研究，使用基于代表性制导律

和博弈论算法的自主决策方法来评估无人作战飞

机在测向作战中的有效性。但是这些研究并未对

无人机集群作战全过程进行建模分析，同时也未

考虑在Ｍａｒｋｏｖ模型求解过程中速率矩阵的稀疏
性问题。

为解决矩阵的稀疏性问题，国内外的研究大

多采用压缩存储的方法。常用的压缩存储方

法［２０－２２］主要有行压缩存储、列压缩存储和行飞快

存储等，但是这些方法并未能够针对Ｍａｒｋｏｖ模型
特点进行研究。Ｍａｒｋｏｖ模型的常用求解方
法［２１，２３－２４］有很多，如常微分方程法、多项式法、矩

阵分解法、Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法，但是这些方法大都
不适用于稀疏矩阵的求解。Ｒｅｉｂｍａｎ等［２５］在研

究排队系统时通过实验验证 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ、Ｌｉｏｕ方

法和随机化三种方法可以求解状态数大于６００时
的 Ｍａｒｋｏｖ模型。Ｒａｕｚｙ［２６］指出取合适参数的前
向Ｅｕｌｅｒ方法适用于Ｍａｒｋｏｖ模型的求解。上述方
法虽然可以有效求解Ｍａｒｋｏｖ模型，但是对于大型
稀疏矩阵，仍存在存储量和计算量巨大的问题，即

需要寻求一种可以提高计算效率的算法。

针对求解Ｍａｒｋｏｖ模型中存储量大、计算速率
低的问题，本文提出一种基于行压缩存储的四阶

ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法。分阶段建立无人机集群作战
过程的连续时间马尔可夫链（ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｔｉｍｅ
Ｍａｒｋｏｖｃｈａｉｎ，ＣＴＭＣ）模型，运用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ
法对Ｍａｒｋｏｖ模型求解，对于求解过程中速率转移
矩阵的稀疏特性运用基于行压缩存储的算法优化

求解速率，进一步压缩存储空间、提高计算效率。

１　无人机集群作战流程设计

目前，国内外对于无人机集群的概念尚未形

成统一描述，本文从无人机集群目标特性及其作

战特点出发，在参考国内外大量文献的基础上将

无人机集群的概念定义为：具有互联互通功能的

多架无人机为执行某一作战任务，按照一定的指

挥控制规则，彼此间协同配合达到作战目的的集

合体。

无人机集群主要由运载平台、无人机及其载

荷、运载指控终端和数据链终端四个部分组成，如

图１所示。

图１　无人机集群组成
Ｆｉｇ．１　ＣｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆＵＡＶｓｗａｒｍ
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１．１　无人机集群作战样式

无人机集群作战是无人机集群概念在空天防

御作战领域的具体表现形式，无人机集群作战的

基础是“集”，关键是“群”，即通过网络聚能的方

式发挥作战优势，进而提升战斗力。本文重点针

对无人机集群空对地作战样式进行作战构想，在

作战过程中主要执行以下几种任务：

１）战场侦察。在复杂的战场环境中，以天基
预警卫星、空基预警机和地基雷达获得的多维战

场信息为基础，利用无人机集群自身的优势实现

对敌方高价值目标的抵近式探测，实现对敌方目

标位置的准确定位与跟踪，为后续的作战行动提

供有力的数据支撑。

２）通信干扰。无人机集群在执行作战任务
过程中会携带电子干扰设备，通过发射不同频段

的电磁波干扰地面雷达系统、通信系统等，破坏其

通信链路造成敌方武器系统瘫痪，为我方作战力

量提供有力保障。

３）火力攻击。在充分掌握敌方武器部署及
敌方目标的位置信息后，无人机集群目标将配合

其他作战打击力量对敌方重要军事设施及目标进

行火力打击。火力打击方式主要有自杀式攻击和

无人机载荷攻击两种。

图２给出了无人机集群作战样式。

１．２　无人机集群空对地作战流程

按照无人机集群的概念以及无人机集群空对

地作战样式分析，本文将无人机集群空对地作战

流程分为挂载飞行阶段、编队飞行阶段和分群攻

击三个阶段。

图２　无人机集群作战样式
Ｆｉｇ．２　ＵＡＶｓｗａｒｍｏｐｅｒａｔｉｏｎｓｔｙｌｅ

　　１）挂载飞行阶段。挂载飞行阶段主要是指
空中载机挂载无人机飞行的阶段。在这个阶段的

主要任务是完成任务层面的工作。

２）编队飞行阶段。编队飞行阶段主要是指
空中载机到达指定位置释放无人机后，无人机集

群按照一定的编队规则沿着起始规划的航路进行

编队飞行的过程。在这个过程中要完成战场侦察

任务和通信干扰任务。

３）分群攻击阶段。分群攻击阶段主要是指
无人机集群完成战场侦察和通信干扰任务后，我

方指控中心对敌方武器配置即目标位置信息进行

融合处理确认后，首先确认打击目标的区域，进行

作战前的准备，主要对航路和任务参数进行调整，

再次确认作战方式后执行分群攻击任务，完成对

敌方目标的压制性和毁灭性打击。

不同阶段的作战流程如图３所示。

图３　无人机集群作战流程
Ｆｉｇ．３　ＵＡＶｓｗａｒｍｏｐｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

·５４·
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２　无人机集群作战过程建模

２．１　无人机集群空对地作战流程连续时间Ｍａｒｋｏｖ
链模型（ＣＴＭＣ模型）

　　本文研究无人机集群目标飞行作战过程模型
时应做如下假设：

１）假设每个飞行阶段之间相互独立。
２）在挂载起飞阶段，主要任务是完成任务层

面的工作；编队飞行阶段主要执行战场侦察任务

和通信干扰任务；侦察和攻击模式主要集中在分

群攻击阶段，即针对攻击目标有无价值采取攻击

或侦察模式，且假设攻击时间和搜索时间服从指

数分布。

３）建模过程中不考虑作战环境的影响。
４）建模过程中不考虑阶段转化的时间，即假

设模型转换时间是瞬时的。

将无人集群目标飞行作战过程看作一个时齐

的连续时间Ｍａｒｋｏｖ链。
设在挂载飞行阶段 ｋ，载机平台释放 ｎ架无

人机，每架无人机有侦察或攻击两种状态，其状态

向量为Ｓ＝［Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓｎ］，Ｓｉ＝１，０分别表示第 ｉ
架无人机处于攻击或不处于攻击状态，则系统共

有 Ｓ ＝２ｎ个状态。
假设离散状态空间为Ｅ＝｛０，１，２，…，Ｎ｝或Ｅ＝

｛０，１，２，…｝，｛Ｘ（ｔ），ｔ∈［０，＋∞］｝是离散状态空间
Ｅ上的一个随机过程，若对任意自然数，任意ｎ个
时刻ｔ１，ｔ２，ｔ３，…，ｔｎ（０≤ｔ１＜ｔ２＜…＜ｔｎ）都有：
Ｐ｛Ｘ（ｔｎ）＝ｉｎ Ｘ（ｔ１）＝ｉ１，Ｘ（ｔ２）＝ｉ２，…，Ｘ（ｔｎ－１）＝ｉｎ－１｝

＝Ｐ｛Ｘ（ｔｎ）＝ｉｎ Ｘ（ｔｎ－１）＝ｉｎ－１｝，
　ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ∈Ｅ （１）

则称｛Ｘ（ｔ），ｔ∈［０，＋∞］｝为离散状态空间 Ｅ上
的连续时间Ｍａｒｋｏｖ过程。当ｔ，Δｔ≥０时，Ｐ｛Ｘ（ｔ＋
Δｔ）＝ｊＸ（ｔ）＝ｉ｝＝Ｐｉｊ（Δｔ），称其为时齐的连续
时间Ｍａｒｋｏｖ过程。Ｐｉｊ（ｔ）为在 ｔ时刻经 Δｔ时间
的概率转移函数，表示已知ｔ时刻处于状态ｉ，ｔ经
时间Δｔ后变成状态 ｊ的概率。时齐的连续时间
Ｍａｒｋｏｖ过程中的转移概率函数仅和转移出发的
状态ｉ、转移所经时间Δｔ、转移达到的状态ｊ有关，
而与转移开始的时刻ｔ无关。

由转移概率全体组成的矩阵成为转移矩阵，

记为：

Ｐ＝

Ｐ１１ Ｐ１２ … Ｐ１ｎ
Ｐ２１ Ｐ２２ … Ｐ２ｎ
  

Ｐｎ１ Ｐｎ２ … Ｐ













ｎｎ

根据条件概率的性质，可以得到转移概率函

数如下性质：

１）０≤Ｐｉｊ（ｔ）≤１，ｉ，ｊ＝１，２，…

２）∑
ｊ
Ｐｉｊ（ｔ）＝１，ｉ，ｊ＝１，２，…

３）Ｐｉｊ（０）＝δｉｊ＝
１，ｉ＝ｊ
０，ｉ≠{ ｊ

４）ＣｈａｐｍａｎＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程：

Ｐｉｊ（ｔ＋Δｔ）＝∑
ｒ
Ｐｉｒ（ｔ）Ｐｒｊ（Δｔ），ｉ，ｊ＝１，２，…

ＣｈａｐｍａｎＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程的含义为：若经过
ｔ＋Δｔ时间状态由ｉ到达状态ｊ，则必须先经ｔ时间
状态由ｉ到达状态ｒ，再经过Δｔ时间由状态ｒ到达
状态ｊ。

对于连续时间Ｍａｒｋｏｖ过程，由于其时间是连
续的，所以情况变化之间的时间周期遵循指数分

布。同时情况完全可以由它所处的状态来描述，

每个状态都可以转换到另一个可行状态。下一个

状态的选择是“指数竞赛”的结果，也就是说下一

个状态是由最先发生的事件决定的，而下一个事

件发生的时间遵循指数分布。

定义 ｑｉｊ为 Ｍａｒｋｏｖ过程的速率函数，表达式
如下：

ｑｉｊ＝ｌｉｍｔ→０
Ｐｉｊ（ｔ）
ｔ （２）

Ｍａｒｋｏｖ过程的速率矩阵为矩阵Ｑ，记为：

Ｑ＝

ｑ００ ｑ０１ … ｑ０ｎ
ｑ１０ ｑ１１ … ｑ１ｎ
  

ｑｎ０ ｑｎ１ … ｑ













ｎｎ

设随机连续状态有限 Ｍａｒｋｏｖ过程的转移概
率函数为Ｐｉｊ（ｔ），速率函数为ｑｉｊ，则

　 ｄ
ｄｔＰｉｊ（ｔ）＝∑

ｎ

ｒ＝０
Ｐｉｒ（ｔ）ｑｒｊ，ｉ，ｊ＝０，１，２，… （３）

记矩阵 Ｐ＝｛Ｐｉｊ（ｔ）｝，则 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程可
记为：

ｄ
ｄｔＰ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）Ｑ２ｎ×２ｎ

Ｐ（０）＝Ｐ{
０

（４）

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ是关于Ｐ（ｔ）的线性微分方程组，
即ＣＴＭＣ模型的求解为常微分方程组初值问题的
求解。

设飞行初始时间为０，则ＣＴＭＣ模型的解为：
Ｐ（ｔ）＝Ｐ（０）ｅｘｐ（Ｑ２ｎ×２ｎｔ） （５）

２．２　基于ＣＴＭＣ模型的无人机集群作战过程建模

基于ＣＴＭＣ模型的无人机集群作战过程建模
的主要思路是在无人机集群飞行作战过程的每一

·６４·
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个任务阶段分别建立各自的Ｍａｒｋｏｖ模型，然后从
初始阶段开始，逐阶段求出该 Ｍａｒｋｏｖ模型的解。
建模过程如下：

１）将多阶段系统分解为若干独立的单阶段
系统。将无人机集群执行作战任务的时间段记为

［Ｔ０，Ｔｎ］，将该时间段划分为三个时间段，在每个
时间段内，ｔｎｓｔａｒｔ、ｔｎｅｎｄ分别表示阶段 ｎ的开始时间
和结束时间，由假设条件可知，不考虑转移时间，

则ｔ１ｅｎｄ＝ｔ２ｓｔａｒｔ，ｔ２ｅｎｄ＝ｔ３ｓｔａｒｔ，从任务初始时刻 Ｔ０开
始，逐个阶段求解Ｍａｒｋｏｖ模型中的状态概率向量
Ｐ（ｔ），将前一个状态的终止状态作为下一个状态
的起始状态，即有：

Ｐ（ｔ１ｅｎｄ）＝Ｐ（ｔ２ｓｔａｒｔ） （６）
Ｐ（ｔ２ｅｎｄ）＝Ｐ（ｔ３ｓｔａｒｔ） （７）

２）建立各个单阶段系统的Ｍａｒｋｏｖ模型。
飞行阶段Ⅰ：

ｄ
ｄｔＰ１（ｔ）＝Ｐ１（ｔ）Ｑ１２ｎ×２ｎ

Ｐ１（０）＝Ｐ
{

０

（８）

飞行阶段Ⅱ：

ｄ
ｄｔＰ２（ｔ）＝Ｐ２（ｔ）Ｑ２２ｎ×２ｎ

Ｐ２（０）＝Ｐ
{

１

（９）

飞行阶段Ⅲ：
ｄ
ｄｔＰ３（ｔ）＝Ｐ３（ｔ）Ｑ３２ｎ×２ｎ

Ｐ３（０）＝Ｐ
{

２

（１０）

３）将上一阶段的最终状态转移率作为下一
阶段的最初状态转移率处理阶段间的依赖性，从

而使各个单阶段的运行时间扩展至整个运行时

间，计算作战任务完成的可靠度。

对于每个阶段的Ｍａｒｋｏｖ模型，状态空间Ω＝
｛１，２，…，ｎ｝被分为不攻击状态集Ωｎａ和攻击状态
集Ωａ，定义如下变量：

Ｉ（ｔ）＝
１，Ｘ（ｔ）∈Ωａ
０，Ｘ（ｔ）∈Ω{

ｎａ

（１１）

则在每个阶段结束作战任务完成的可靠

性为：

　Ｐｓｕｃｃｅｓｓ（ｔ）＝Ｐｒ｛Ｉ（ｕ）＝１，ｕ∈［０，ｔ］｝ （１２）
无人机集群作战建模过程如图４所示。

图４　无人机集群作战过程模型
Ｆｉｇ．４　ＵＡＶｓｗａｒｍｏｐｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｍｏｄｅｌ

３　模型求解

由理论分析可知，连续时间Ｍａｒｋｏｖ链模型的
数值求解过程中目前常用的解析求解方法存在求

解效率低的情况，本文拟考虑采用四阶 Ｒｕｎｇｅ
Ｋｕｔｔａ数值方法求解模型。

经典四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法计算公式如下：

Ｙｎ＋１＝Ｙｎ＋ｈ（Ｋ１＋２Ｋ２＋２Ｋ３＋Ｋ４）／６

Ｋ１＝Ｆ（ｔｎ，Ｙｎ）

Ｋ２＝Ｆ（ｔｎ＋ｈ／２，Ｙｎ＋ｈＫ１／２）

Ｋ３＝Ｆ（ｔｎ＋ｈ／２，Ｙｎ＋ｈＫ２／２）

Ｋ４＝Ｆ（ｔｎ＋ｈ，Ｙｎ＋ｈＫ３













）

（１３）

针对连续时间Ｍａｒｋｏｖ模型，将函数的绝对值
换成函数向量范数，四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法计算公式

·７４·
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如下：

　

Ｐｎ＋１＝Ｐｎ＋ｈ·（Ｋ１＋２Ｋ２＋２Ｋ３＋Ｋ４）／６

Ｋ１＝ｈ·ＰｎＱ

Ｋ２＝ｈ·（Ｐｎ＋Ｋ１／２）Ｑ

Ｋ３＝ｈ·（Ｐｎ＋Ｋ２／２）Ｑ

Ｋ４＝ｈ·（Ｐｎ＋Ｋ３）／













Ｑ

（１４）

式中，矩阵 Ｑ２ｎ×２ｎ为 Ｍａｒｋｏｖ过程的速率矩阵，Ｐｎ
为状态概率向量，ｈ为步长，Ｋ１、Ｋ２、Ｋ３、Ｋ４为行向
量。四阶截断误差为 Ｏ（ｈ５）。四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ
法在求解连续时间 Ｍａｒｋｏｖ模型的解的过程中将
解析方法求解中矩阵的幂运算转化为矩阵与向量

乘积的运算，具有高精度、良好的收敛速度、稳定

性和计算步骤的可变性。

四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法算法伪代码如算法１所示。

算法１　四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法算法伪代码
Ａｌｇ．１　ＦｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒＲｕｎｇｅＫｕｔｔａａｌｇｏｒｉｔｈｍｐｓｅｕｄｏｃｏｄｅ

ＳｅｌｅｃｔＰ０
Ｐ←Ｐ０
ｔ←０
Ｗｈｉｌｅｔ＜Ｔ
Ｓｅｌｅｃｔｄｔ
Ｋ１←ｄｔ·Ｑ·Ｐ
Ｋ２←ｄｔ·Ｑ·（Ｐ＋Ｋ１／２）
Ｋ３←ｄｔ·Ｑ·（Ｐ＋Ｋ２／２）
Ｋ４←ｄｔ·Ｑ·（Ｐ＋Ｋ３）
Ｐ←Ｐ＋（Ｋ１＋２Ｋ２＋２Ｋ３＋Ｋ４）／６
ｔ←ｔ＋ｄｔ

从算法１伪代码中可以看出，ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法
计算过程中需要存储四个长度为 Ｎ的一维数组，
且该算法计算过程总耗时为 Ｏ（Ｎ２ｑｔ）。Ｒｕｎｇｅ
Ｋｕｔｔａ算法是对微分方程的数值解法，该方法的思
想是在积分区间内进行插值，优化总的斜率得到更

新结果。因此，其精度应高于直接积分。Ｒｕｎｇｅ
Ｋｕｔｔａ算法的阶数越高，即插入点数越多，计算结果
越精确，相应的算法复杂度也越高。四阶 Ｒｕｎｇｅ
Ｋｕｔｔａ算法的精度已经能满足大多数精度要求，并
且计算复杂度也适宜多数处理器的性能。在利用

四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法求模型数值解的过程中，核心
问题是对算法中的向量乘法矩阵 ＰｎＱ２ｎ×２ｎ进行处
理，而速率矩阵 Ｑ２ｎ×２ｎ中大部分元素为零，非零元
素所占比例非常小的大型稀疏矩阵，对这种矩阵的

求解需要占据大量的内存空间和计算时间。

由于速率矩阵的稀疏特性，同时在矩阵中非

零元素较为分散，为获得较好的压缩效果和求解

质量，本文采用基于行压缩存储（ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｒｏｗ

ｓｔｏｒａｇｅ，ＣＲＳ）的四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法在求解得到
的预处理结果的基础上继续优化求解效率得到模

型的数值解。

行压缩存储策略主要是使用 Ｖａｌｕｅ、Ｃｏｌｉｎｄ和
Ｒｏｗｐｔｒ三个数组对稀疏矩阵进存储。
１）Ｖａｌｕｅ数组：用于逐行存储矩阵的非零元

素的值。

２）Ｃｏｌｉｎｄ数组：用于存储矩阵的非零元素列
的索引值。

３）Ｒｏｗｐｔｒ数组：用于存储 Ｖａｌｕｅ数组中每一
行第一个非零元素列的索引值。

ＣＲＳ中 Ｖａｌｕｅ数组中的元素数据类型为
ｄｏｕｂｌｅ，由于在该数组中存储非零元素，故其数
组长度为 ｎｎｚ，存储空间大小为 ８ｎｎｚ；同理分析
可知 Ｃｏｌｉｎｄ数组长度为 ｎｎｚ，由于数组中数据类
型为 ｉｎｔｅｇｅｒ，其存储空间大小为４ｎｎｚ；Ｒｏｗｐｔｒ数
组长度为 ｍ＋１，存储空间为４（ｍ＋１），由以上
分析可以得到 ＣＲＳ策略的存储空间为 ８ｎｎｚ＋
４（ｎｎｚ＋ｍ＋１）。

本文定义压缩率ＣＲ来更好地分析不同存储
方案的压缩效果，计算公式如下：

ＣＲ＝
Ｑ１－Ｑ２
Ｑ１

×１００％ （１５）

其中，Ｑ１为稀疏矩阵中的元素个数，Ｑ２为稀疏矩
阵中存储的元素个数。

基于ＣＲＳ的四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法的求解过
程如图５所示。

图５　算法流程
Ｆｉｇ．５　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ

·８４·
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４　仿真验证

本文假定载机平台中的空中运载机一次性释

放１５架无人机遂行后续无人机集群作战任务，同
时无人机集群作战各个阶段时间分别为 ｔ１＝
１０ｍｉｎ，ｔ２＝２０ｍｉｎ，ｔ３＝３０ｍｉｎ。

４．１　不同模型对无人机集群完成作战任务可靠
性的影响

　　为验证本文所提模型的有效性，采取本文算
法与参考文献［１３，１５，１７］所采用模型进行对比，
仿真结果如图６所示。

图６　不同模型下的无人机集群完成作战任务可靠性
Ｆｉｇ．６　ＲｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｏｆＵＡＶｓｗａｒｍｃｏｍｐｌｅｔｉｎｇｃｏｍｂａｔ

ｍｉｓｓｉｏｎｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓ

从图６中可以看出，采用本文模型得到的无

人 机 集 群 完 成 任 务 的 可 靠 性 为

０９９１５１８５７４３３９８８７，采用文献［１３，１５，１７］模
型得到的无人机集群完成任务的可靠性分别为

０９０１８２６４１３７５２３１、０７５５２３１２７５６６４３０２和
０８５５５６７８９３２９７５８７。从结果中可以看出，采
用本文模型无人机集群完成任务的可靠性更高，

同时也可以看出，本文模型下的曲线收敛速度和

完成任务的时间均优于其他模型。

４．２　无人机集群完成作战任务可靠性求解

本文使用基于 ＣＲＳ的四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法
对各阶段的Ｍａｒｋｏｖ模型逐一求解，求解到最后一
个阶段的可靠性即无人机集群完成作战任务可

靠性。

４．２．１　本文算法求解完成作战任务可靠性
取步长为 ０１、００１、０００１、００００１时采

用本文算法得到的无人机集群完成作战任务

可 靠 性 分 别 为 ０９９９９８５９６３２１５２５、
０９９９９８５９７５２５６１３、 ０９９９９８５９７５２５６３２、
０９９９９８５９７５２５６７８。可以看出，４个步长均能
完成作战任务，可靠性均收敛到小数点后十二位，

即完成作战任务的可靠性为０９９９９８５９７５２５６。
４．２．２　不同数值算法对求解结果的影响

为验证不同数值求解方法对无人机集群完成

作战任务可靠性的解的特点，表１给出了不同步
长下采用本文四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法与 Ｅｕｌｅｒ
法［２７］、三阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法［２８－２９］和多步法［３０］进

行对比实验。

表１　不同数值算法对求解结果的影响
Ｔａｂ．１　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｕｍｅｒｉｃａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

算法
步长０．１ 步长０．０１ 步长０．００１ 步长０．０００１

可靠性 运行时间／ｓ 可靠性 运行时间／ｓ 可靠性 运行时间／ｓ 可靠性 运行时间／ｓ

Ｅｕｌｅｒ法 ０．９９９９８５９６３２１５２５ ５２４８．６３１ ０．９９９９８５９７５２５６１３ ７５２３．１０２ ０．９９９９８５９７５２５６３２ ５９９９１．６３９ ０．９９９９８５９７５２５６７８６６９８１．７２０

三阶Ｒｕｎｇｅ

Ｋｕｔｔａ法
０．９９９９８５９６３２１５２５ ４５８９．６５４ ０．９９９９８５９７５２５６１３ ７０２１．００１ ０．９９９９８５９７５２５６３２ ５６２１４．０１０ ０．９９９９８５９７５２５６７８６２１４８．０２６

多步法 ０．９９９９８５９６３２１５２５ ４２５６．１７８ ０．９９９９８５９７５２５６１３ ６８５１．０２５ ０．９９９９８５９７５２５６３２ ５４２５８．１２１ ０．９９９９８５９７５２５６７８５８９９６．０２１

本文算法 ０．９９９９８５９６３２１５２５ ３０５８．２１４ ０．９９９９８５９７５２５６１３ ５６５４．２５７ ０．９９９９８５９７５２５６３２ ４９８５３．１４８ ０．９９９９８５９７５２５６７８５１１７４．５２６

　　从表１中可以看出，采用数值方法求解模型
时不影响四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ预处理的结果精度，但
是针对预处理结果是否通过存储空间压缩，会影

响后续行压缩存储算法的运行速率，进而影响算

法运行时间。同时从表１中也可以看出，针对不
同数值求解算法求解预处理结果的运行时间来

看，四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法运行时间最短，其次是
多步法、三阶算法和Ｅｕｌｅｒ法。

４．３　不同压缩策略的压缩效果分析

图７给出了采用行分块压缩［２１］、列压缩策

略［２１］和本文基于行压缩存储策略的存储空间对

比图。

从图７中可以看出，采用行压缩策略的存储
空间为５０２１，行分块压缩存储空间为５８７６，采用
列压缩储存空间最大，同时也可以得到采用行压

缩策略的压缩率，即空间占有率低、储存效率高，

·９４·
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图７　不同存储策略下的存储空间与压缩率对比图
Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｔｏｒａｇｅｓｐａｃｅａｎｄｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ

ｒａｔｅｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｔｏｒａｇｅｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ

相比可以得到采用列压缩空间效率最低、压缩率

较低。采用行压缩策略空间效率高的原因是由速

率矩阵Ｑ决定的，速率矩阵Ｑ中的非零元素并不
连续成块，而且非零元素块的长度也不一致，采用

其他压缩策略需要更多的辅助数组，导致储存量

大、压缩率低、矩阵运算复杂。

４．４　不同压缩策略对算法时间的影响

表２给出了未压缩和本文基于行压缩存储的
四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法在步长为０１，００１，０００１
和００００１时的算法运行时间对比。

表２　不同压缩算法对算法时间的影响
Ｔａｂ．２　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｔｏｒａｇｅｓｐａｃｅｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎｏｎ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｔｉｍｅ

步长

算法运行时间／ｓ

未压缩

存储

列压缩

存储

行分块

压缩存储

行压缩

存储

０．１ ３０５８．２１４ ８．２２６０ ５．２８１１ 　３．５２５８

０．０１ ５６５４．２５７ １１．１２５１ ８．９９６２ ５．９６２４

０．００１４９８５３．１４８ １１３．２５８０ ８３．２１５４ ５１．１８５２

０．０００１５１１７４．５２６ １００．１２４０ ８０１．７８７０ ５０２．６９２０

由表２结果可知，在采用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算
法求解出模型的预处理结果后，不采用储存空间

压缩算法运行的时间在相同步长的情况下约为采

用行压缩存储算法运行时间的１０００倍，主要原
因为速率矩阵Ｑ２１５×２１５为大型稀疏矩阵，其中的零
元素占据大部分空间导致算法运行效率低。采用

行压缩策略算法的运行时间短于采用其他压缩策

略算法的运行时间。

５　结论

本文针对无人机集群作战的连续时间Ｍａｒｋｏｖ

链模型求解问题，主要工作及创新点如下：

１）在设计作战背景和作战流程的基础上将无
人机集群作战过程划分为三个阶段，并分阶段对无

人机集群作战的状态转移过程建立ＣＴＭＣ模型，并
通过对比实验验证本文模型的有效性和可行性。

２）提出基于行压缩存储四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算
法求解Ｍａｒｋｏｖ模型，将解析方法求解中的矩阵的
幂运算转化为矩阵与向量乘积的运算，得到预处

理解，并针对预处理解得到矩阵的稀疏特性，采取

行压缩存储的方法，提高算法求解效率。

３）为验证不同数值求解方法对无人机集群完
成作战任务可靠性的解的特点，将本文算法与

Ｅｕｌｅｒ法、三阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法和多步法进行对比实
验。仿真实验表明，无人机集群完成作战任务的可

靠性选定步长之后不随求解方法变化而变化。

４）为验证不同压缩测率的压缩效果以及对
算法时间的影响，将不同储存压缩策略和本文算

法在不同步长情况下算法运行时间进行对比实

验。仿真实验表明，不采用储存空间压缩算法运

行的时间在相同步长的情况下约为采用行压缩存

储算法运行时间的１０００倍。同时采用行压缩策
略的压缩率，即空间占有率低，储存效率高。

综上所述，基于行压缩存储四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ
算法能够较好地解决无人机集群目标作战解析建

模时在状态转移过程中存在计算速率低的问题。
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