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摘　要：巨大的计算资源需求极大地阻碍了统一气体动理学格式的应用。采用宏观预估技术，基于
ＢｏｌｔｚｍａｎｎＲｙｋｏｖ模型方程发展全流域适用的保守恒定常隐式算法，协同求解宏观方程和微观方程以加速收
敛。在单元界面，通过模型方程特征差分解构造简单高效的多尺度数值通量，并结合非均匀非结构速度空间

和速度空间自适应技术进一步降低计算需求、提升计算效率。超声速和高超声速平板绕流和圆球绕流的数

值结果验证了算法的准确性与高效性。结果表明，算法能够准确求解二维和三维双原子气体多尺度流动问题，
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且相比于显式离散统一气体动理学格式可加速一个量级。

关键词：多尺度算法；隐式算法；稀薄气体；双原子气体
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　　稀薄气体流动在工程领域普遍存在，如微机
电系统［１］、临近空间高超声速飞行器和亚轨道、

轨道航天器［２－３］等。如返回舱再入涉及跨流域流

动问题，临近空间飞行器流场可同时存在连续与

稀薄流动，其局部努森数 Ｋｎ可相差几个量级［４］。

对于涉及稀薄气体流动的多尺度流动问题，基于

连续介质假设的纳维 －斯托克斯（ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ，
ＮＳ）方程不再适用。稀薄流动模拟方法，如直接
模拟蒙特卡罗［５］（ｄｉｒｅｃｔｓｉｍｕｌａｔｉｏｎＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ，
ＤＳＭＣ）方法，传统求解 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方程及其模型
方程的离散速度法［６］（ｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｍｅｔｈｏｄ，
ＤＶＭ），其单元大小和时间步长受限于分子平均

 收稿日期：２０２３－０３－１６
基金项目：国家自然科学基金资助项目（１２１７２３０１，１１９０２２６６，１２０７２２８３，１１９０２２６４）；国家“１１１计划”资助项目（Ｂ１７０３７）
作者简介：钟诚文（１９６６—），男，重庆璧山人，教授，博士，博士生导师，Ｅｍａｉｌ：ｚｈｏｎｇｃｗ＠ｎｗｐｕ．ｅｄｕ．ｃｎ；

卓丛山（通信作者），男，湖南桑植人，副教授，博士，硕士生导师，Ｅｍａｉｌ：ｚｈｕｏｃｓ＠ｎｗｐｕ．ｅｄｕ．ｃｎ



　第４期 钟诚文，等：双原子分子气体的定常隐式全流域多尺度算法

自由程和碰撞时间，难以高效准确计算连续流动。

因此，ＤＳＭＣＮＳ混合算法［７］是最直接的计算连

续－稀薄流动的算法，但其在计算区域划分、复杂
分区界面处理、信息传递等方面依然存在挑战。

近年来，徐昆等［８－９］在有限体积离散速度框

架下发展了全流域适用的统一气体动理学格式

（ｕｎｉｆｉｅｄｇａｓｋｉｎｅｔｉｃｓｃｈｅｍｅ，ＵＧＫＳ），实现了从连
续流域到自由分子流域统一求解。ＵＧＫＳ耦合
求解分布函数控制方程和宏观量控制方程，其

通量的计算真实地描述气体分子自由迁移与碰

撞的物理过程，保证连续地捕捉任意 Ｋｎ下的流
场，并且其物理网格大小和时间步长不再受限

于分子平均自由程和碰撞时间。随后，郭照立

等［１０－１１］基于 ＵＧＫＳ的思想提出了离散统一气体
动理学格式（ｄｉｓｃｒｅｔｅｕｎｉｆｉｅｄｇａｓｋｉｎｅｔｉｃｓｃｈｅｍｅ，
ＤＵＧＫＳ），其通过特征差分解构造的多尺度数值
通量相对于ＵＧＫＳ的当地积分解析解更简洁，计
算效率相对较高。杨鲤铭等［１２］发展的改进型

ＤＶＭ（ｉｍｐｒｏｖｅｄｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｍｅｔｈｏｄ，ＩＤＶＭ），
袁瑞峰等［１３］提出的多尺度 ＤＶＭ也具备全流域
计算能力。

尽管ＵＧＫＳ和ＤＵＧＫＳ提供了一个统一的框
架求解全流域流动问题，但 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ模型方程
需要在时间、物理空间和粒子速度空间中对分布

函数演化方程进行离散求解，计算量较大。因此，

发展加速算法是必由之路。由于宏观量和分布函

数的耦合关系，碰撞项的全隐式离散求解存在困

难。杨照彦等［１４］直接采用 ｎ时间步的平衡态分
布函数近似ｎ＋１时间步的平衡态分布，导致隐式
算法收敛效率较低［１５－１６］。Ｍｉｅｕｓｓｅｎｓ［１５］根据宏观
量和分布函数的对应关系将平衡态分布函数进行

线性化近似以保证控制方程的全隐式离散。但其

映射关系为离散速度空间的超大型非稀疏矩阵，

显著地增加了计算复杂性。毛枚良等［１７］采用

Ｙａｎｇ和Ｈｕａｎｇ的方法发展了半隐式 ＵＧＫＳ方法，
Ｊｉａｎｇ等［１８］基于毛枚良的方法开发了三维半隐式

并行ＵＧＫＳ求解器。半隐式ＵＧＫＳ方法对碰撞项
中的分布函数作隐式处理，平衡态分布函数作显

式处理，收敛效率较低。考虑到 ＵＧＫＳ方法耦合
求解气体分布函数和宏观量的思路，朱亚军

等［１９－２１］通过求解隐式宏观控制方程来预估 ｎ＋１
时间步的宏观量，提出了全隐式离散的 ＵＧＫＳ方
法。基于预估的宏观变量求解 ｎ＋１时间步的
预估平衡态分布函数，从而实现全隐式地求解

气体分布函数控制方程（微观方程），宏观预估

技术的使用极大提高了隐式 ＵＧＫＳ的效率。随

后，袁瑞峰等［２２］将隐式 ＵＧＫＳ推广到双原子分
子气体流动模拟，张瑞等［２３］将其进一步扩展到

三维双原子分子气体高超声速流动模拟。杨鲤

铭等［２４－２６］基于宏观预估技术发展了系列隐式

ＩＤＶＭ，其宏观通量由Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ模型方程当地积
分解近似求解，微观通量依然采用传统 ＤＶＭ的
方式求解，其宏观微观不一致的问题导致收敛

效率降低。苏微等［２７－２８］提出了数十步内收敛

的广义合成迭代格式（ｇｅｎｅｒａｌｓｙｎｔｈｅｔｉｃｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ｓｃｈｅｍｅ，ＧＳＩＳ），可实现全流域快速收敛。ＧＳＩＳ
宏观 ＮＳ求解器的权重设计不足导致了其结果
存在不光滑区域，其宏观 ＮＳ求解器与微观常规
迭代格式（ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｉｔｅｒａｔｉｖｅｓｃｈｅｍｅ，ＣＩＳ）的
耦合方法是经验性的，在极端情况下存在一些

不稳定现象。袁瑞峰等［２９］和潘东鑫等［３０］分别

发展了单原子分子气体和双原子分子气体的多

重预估隐式算法，对宏观预估的隐式ＵＧＫＳ进行
改进。方法采用具有二阶精度的 ＮＳ通量求解
器来计算隐式宏观控制方程中的宏观量通量变

化（隐式 ＵＧＫＳ［１９］采用 Ｅｕｌｅｒ通量求解器计算），
计算效率在隐式 ＵＧＫＳ［１９］基础上提升一个量
级。此外，ＮＳ通量求解器在稀薄流求解时黏性
和热流计算存在较大偏差，这导致方法在稀薄

流求解时有一定的稳定性问题。

离散速度类方法提高计算效率的另一个途径

是在保证计算精度的同时尽可能减少离散分布函

数（离 散 速 度 空 间 网 格）的 数 量。Ｋｏｌｏｂｏｖ
等［３１－３２］基于笛卡尔速度空间网格提出了速度空

间网格自适应技术。Ｂｒｕｌｌ等［３３］提出了基于当地

速度空间的积分方法，在不同的物理空间区域采

用不同的离散速度空间，与传统在全物理空间采

用一个全局速度空间相比可以有效提高计算效

率。陈松泽等［３４］在 ＵＧＫＳ中首次引入速度空间
自适应技术，有效提高了 ＵＧＫＳ的计算效率。杨
鲤铭等［３５］采用参数化降阶建模方法优化离散速

度空间，有效降低了离散速度空间数量。袁瑞峰

等［２］、陈健锋等［３６］引入非均匀非结构离散速度空

间（ｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｓｐａｃｅ，ＵＤＶＳ），根
据流动基本特征灵活生成对应的离散速度空间网

格，极大地降低了离散速度空间网格数量。陈健

锋等［３７］发展了全局自适应离散速度空间

（ａｄａｐｔｉｖｅｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｓｐａｃｅ，ＡＤＶＳ）技术，离
散速度空间数量进一步降低，并对自适应参数的

选取进行了详细分析。

空气最主要的成分是氧气和氮气，实际多尺

度流动问题往往是双原子分子或多原子分子气

·５９·
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体。Ｒｙｋｏｖ模型［３８］是考虑了分子平动和转动自

由度的动理学方程，能适用于较大范围的双原子

分子气体流动问题研究。基于 ＢｏｌｔｚｍａｎｎＲｙｋｏｖ
模型方程发展了宏观预估的保守恒定常隐式算

法，并采用简化多尺度数值通量［２３］、非均匀非结

构速度空间和速度空间自适应技术提高计算

效率。

１　双原子分子Ｒｙｋｏｖ模型方程

对于双原子分子气体，仅考虑分子平动和

转动自由度时，气体分子的数密度分布函数为

ｆ（ｘ，ｕ，ξ，ε，ｔ），其中 ｘ是空间坐标，ｕ是 Ｄ维空
间中的分子平动速度，ξ是分子速度在三维空间
中的其他分量，ε是分子转动能，ｔ是时间。宏观
量通过对分布函数在相空间 ｄΞ＝ｄｕｄξｄε积分
得到：

ρ＝∫ｍｆ（ｘ，ｕ，ξ，ε，ｔ）ｄΞ （１）

ρＵ＝∫ｍｕｆ（ｘ，ｕ，ξ，ε，ｔ）ｄΞ （２）

ρＥ＝∫ｍ ｕ２＋ ξ２

２ ＋( )εｆ（ｘ，ｕ，ξ，ε，ｔ）ｄΞ
（３）

ρＥｔｒ＝∫ｍ ｕ２＋ ξ２

２ ｆ（ｘ，ｕ，ξ，ε，ｔ）ｄΞ（４）

ρＥｒｏｔ＝∫εｆ（ｘ，ｕ，ξ，ε，ｔ）ｄΞ （５）

ｑｔｒ＝∫１２ｍｃ（ｃ２＋ ξ２）ｆ（ｘ，ｕ，ξ，ε，ｔ）ｄΞ

（６）

ｑｒｏｔ＝∫ｃεｆ（ｘ，ｕ，ξ，ε，ｔ）ｄΞ （７）

Ｐ＝∫ｍｃｃｆ（ｘ，ｕ，ξ，ε，ｔ）ｄΞ （８）

其中：ｍ是分子质量，ρ是密度，Ｕ是流体速度，ｃ＝
ｕ－Ｕ是分子热运动速度，Ｅ、Ｅｔｒ和Ｅｒｏｔ分别是气体
总能量、平动能量和转动能量，ｑｔｒ和ｑｒｏｔ分别是平
动自由度和转动自由度上的热流输运，Ｐ是应力
张量。

分布函数在相空间的演化采用Ｒｙｋｏｖ模型方
程［３６］描述。

ｆ
ｔ
＋ｕ·ｆ

ｘ
＝ｆ

ｔｒ－ｆ
τ
＋ｆ

ｒｏｔ－ｆｔｒ
Ｚτ

（９）

ｆｔｒ和ｆｒｏｔ分别是平动和转动平衡态分布函数：

　ｆｔｒ＝ｎ １
２πＲＴ( )

ｔｒ

３
２
ｅｘｐ－ ｃ２＋ ξ２

２ＲＴ( )
ｔｒ

×

１
ｍＲＴｒｏｔ

ｅｘｐ－ ε
ｍＲＴ( )

ｒｏｔ
（１＋Ｈｔｒ） （１０）

　ｆｒｏｔ＝ｎ １
２π( )ＲＴ

３
２
ｅｘｐ－ ｃ２＋ ξ２

２( )ＲＴ
×

　 　 １
ｍＲＴｅｘｐ－

ε( )ｍＲＴ
（１＋Ｈｅｑ） （１１）

其中：ｎ是分子数密度，Ｔｔｒ和Ｔｒｏｔ分别是平动温度
和转动温度，Ｔ是平衡态温度，Ｒ是气体常数，Ｈｔｒ
和Ｈｅｑ是采用Ｈｅｒｍｉｔｅ正交多项式构造的热流调
节项，目的是获得尽可能准确的热流松弛率。

Ｈｔｒ＝
２ｃ·ｑｔｒ
１５ＲＴｔｒｐｔｒ

ｃ２＋ ξ２

２ＲＴｔｒ
－( )５２ ＋

（１－δ）
ｃ·ｑｒｏｔ
ＲＴｔｒｐｒｏｔ

ε
ｍＲＴｒｏｔ

－( )１ （１２）

Ｈｅｑ ＝ω０
２ｃ·ｑｔｒ
１５ＲＴｐ

ｃ２＋ ξ２

２ＲＴ －( )５２ ＋
ω１（１－δ）

ｃ·ｑｒｏｔ
ＲＴｐ

ε
ｍＲＴ－( )１ （１３）

其中：τ是松弛时间，考虑到分子的碰撞频率主要
受到分子平动速度的影响，松弛时间依赖于平动

温度。

τ＝μ（Ｔｔｒ）／ｐ（Ｔｔｒ） （１４）
其中：μ是黏性系数，ｐ是压力。

Ｚ是转动碰撞数，代表弹性碰撞与非弹性碰撞松
弛速率之比，通常根据理论公式结合实验数据拟合，

如Ｐａｒｋｅｒ公式［３９］。Ｈｔｒ和Ｈｅｑ中的系数σ、ω０、ω１沿用
徐昆［９］和刘沙［４０］在ＵＧＫＳＲｙｋｏｖ方法中的取值，对
氮气常取σ＝１／１５５，ω０ ＝０２３５４，ω１ ＝０３０４９。

为了避免计算时对速度分量ξ和分子转动能
ε离散，采用约化形式的模型方程后可减小计算
量和存储量，引入三个约化分布函数［４１］：

Ｇ（ｘ，ｕ，ｔ）＝∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

０
ｍｆ（ｘ，ｕ，ξ，ε，ｔ）ｄεｄξ

Ｈ（ｘ，ｕ，ｔ）＝∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

０
ｍ ξ２ｆ（ｘ，ｕ，ξ，ε，ｔ）ｄεｄξ

Ｒ（ｘ，ｕ，ｔ）＝∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

０
εｆ（ｘ，ｕ，ξ，ε，ｔ）ｄεｄ













ξ

（１５）
对应的Ｒｙｋｏｖ模型方程为：


ｔ
＋ｕ·

ｘ
＝

 －
τ

（１６）

式中：＝｛Ｇ，Ｈ，Ｒ｝； ＝｛Ｇ，Ｈ，Ｒ｝。平
衡态分布函数为：

Ｇ（ｘ，ｕ，ｔ）＝（Ｚ－１）Ｇ
ｔｒ（ｘ，ｕ，ｔ）
Ｚ ＋Ｇ

ｒｏｔ（ｘ，ｕ，ｔ）
Ｚ

Ｈ（ｘ，ｕ，ｔ）＝（Ｚ－１）Ｈ
ｔｒ（ｘ，ｕ，ｔ）
Ｚ ＋Ｈ

ｒｏｔ（ｘ，ｕ，ｔ）
Ｚ

Ｒ（ｘ，ｕ，ｔ）＝（Ｚ－１）Ｒ
ｔｒ（ｘ，ｕ，ｔ）
Ｚ ＋Ｒ

ｒｏｔ（ｘ，ｕ，ｔ）













Ｚ
（１７）

·６９·
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其中：

Ｇｔｒ（ｘ，ｕ，ｔ）＝ｆｅｑ（Ｔｔｒ）×　　　

１＋
ｃ·ｑｔｒ
１５ＲＴｔｒｐｔｒ

ｃ２

ＲＴｔｒ
－Ｄ－( )[ ]２ （１８）

Ｇｒｏｔ（ｘ，ｕ，ｔ）＝ｆｅｑ（Ｔ）×

１＋ω０
ｃ·ｑｔｒ
１５ＲＴｐ

ｃ２

ＲＴ －Ｄ－( )[ ]２ （１９）

Ｈｔｒ（ｘ，ｕ，ｔ）＝ｆｅｑ（Ｔｔｒ）ＲＴｔｒ（３－Ｄ）×

１＋
ｃ·ｑｔｒ
１５ＲＴｔｒｐｔｒ

ｃ２

ＲＴｔｒ
( )[ ]－Ｄ （２０）

Ｈｒｏｔ（ｘ，ｕ，ｔ）＝ｆｅｑ（Ｔ）ＲＴ（３－Ｄ）×

１＋ω０
ｃ·ｑｔｒ
１５ＲＴｐ

ｃ２

ＲＴ( )[ ]－Ｄ （２１）

Ｒｔｒ（ｘ，ｕ，ｔ）＝ＲＴｒｏｔ×　　　　　

Ｇｔｒ＋（１－δ）
ｃ·ｑｒｏｔ
ＲＴｔｒｐｒｏｔ

ｆｅｑ（Ｔｔｒ[ ]） （２２）

Ｒｒｏｔ（ｘ，ｕ，ｔ）＝ＲＴ×

Ｇｒｏｔ＋ω１（１－δ）
ｃ·ｑｒｏｔ
ＲＴｐｆ

ｅｑ（Ｔ[ ]） （２３）

其中，ｆｅｑ是Ｍａｘｗｅｌｌ平衡态分布函数。

ｆｅｑ（Ｔ）＝ρ １
２π( )ＲＴ

Ｄ
２
ｅｘｐ－ ｃ２

２( )ＲＴ
（２４）

根据式（１８）～（２４）可知，平衡态分布函数
完全由宏观物理量确定。同时，宏观物理量

Ｗ ＝（ρ，ρＵ，ρＥ，ρＥｒｏｔ）
Ｔ，平动温度 Ｔｔｒ，热流 ｑｔｒ和

ｑｒｏｔ，应力张量Ｐ可表示为：

ρ＝∫Ｇｄｕ （２５）

ρＵ＝∫ｕＧｄｕ （２６）

ρＥ＝∫１２（ｕ２Ｇ＋Ｈ）[ ]＋Ｒｄｕ （２７）

ρＥｒｏｔ＝∫Ｒｄｕ （２８）

Ｔｔｒ＝
５Ｔ－２Ｔｒｏｔ
３ （２９）

ｑｔｒ＝∫１２ｃ（ｃ２Ｇ＋Ｈ）ｄｕ （３０）

ｑｒｏｔ＝∫ｃＲｄｕ （３１）

Ｐ＝∫ｃｃＧｄｕ （３２）

２　多尺度定常隐式算法

２．１　算法总体框架

时间方向采用欧拉向后离散，可以得到离散

的隐式微观控制方程：

　
Ｖｉ
Δｔ
（ｎ＋１ｉ －ｎｉ）＋∑

ｊ∈Ｎ（ｉ）
Ａｉｊｕ·ｎｉｊ

ｎ＋１
ｉｊ

＝Ｖｉ

～，ｎ＋１
ｉ －ｎ＋１ｉ
珘τｎ＋１ｉ

（３３）

式中，Ｖｉ为单元ｉ的体积，ｊ代表单元ｉ的相邻单元，
Ｎ（ｉ）代表ｉ单元的所有相邻单元的集合，ｉｊ代表
单元ｉ和单元ｊ之间的界面，ｎｉｊ为界面ｉｊ上由单元
ｉ指向单元ｊ的外法线单位向量，Ａｉｊ为界面ｉｊ的面
积，符号“～”表示下一迭代步的预估量，Δｔ表示
数值时间步长。

将式（３３）整理为Δ增量形式，得：

１
Δｔ
＋ １
珘τｎ＋１( )
ｉ
Δｎ＋１ｉ ＋∑

ｊ∈Ｎ（ｉ）

Ａｉｊ
Ｖｉ
ｕ·ｎｉｊΔ

ｎ＋１
ｉｊ ＝ｒｎｉ

（３４）
式中：Δｎ＋１ｉ ＝ｎ＋１ｉ －

ｎ
ｉ，Δ

ｎ＋１
ｉｊ ＝

ｎ＋１
ｉｊ －

ｎ
ｉｊ，残差

ｒｎｉ为

　ｒｎｉ ＝

～，ｎ＋１
ｉ －ｎｉ
珘τｎ＋１ｉ

－１Ｖｉ∑ｊ∈Ｎ（ｉ）Ａｉｊｕ·ｎｉｊ
ｎ
ｉｊ （３５）

残差ｒｎｉ中的预估平衡态分布函数
～，ｎ＋１
ｉ 和松

弛时间珘τｎ＋１ｉ 将由预估宏观量珦Ｗ
ｎ＋１
ｉ 计算，预估宏观

量珦Ｗｎ＋１ｉ 可由隐式微观控制方程求解，将在后文阐
述。界面ｉｊ上的分布函数ｎｉｊ的计算方法决定格式
是否具有多尺度特性、能否用于从自由分子流到

连续连的全流域模拟，其构造方式将在２．２节详
细讨论。

式（３４）中界面分布函数增量Δｎ＋１ｉｊ 采用简单
的一阶迎风格式近似。

Δｎ＋１ｉｊ ＝
Δｎ＋１ｉ ｕ·ｎｉｊ＞０，ｊ∈Ｎ

＋（ｉ）

Δｎ＋１ｊ ｕ·ｎｉｊ≤０，ｊ∈Ｎ
－（ｉ{ ）

（３６）
其中，Ｎ＋（ｉ）为单元ｉ的相邻单元中满足ｕ·ｎｉｊ＞
０条件的单元集合，而Ｎ－（ｉ）为满足ｕ·ｎｉｊ≤０条
件的相邻单元集合。最终式（３４）可整理为如下
形式：

１
Δｔ
＋ １
珘τｎ＋１ｉ
＋１Ｖｉ ∑ｊ∈Ｎ＋（ｉ）Ａｉｊｕ·ｎ( )ｉｊ Δｎ＋１ｉ ＋

∑
ｊ∈Ｎ－（ｉ）

Ａｉｊ
Ｖｉ
ｕ·ｎｉｊΔ

ｎ＋１
ｊ ＝ｒｎｉ （３７）

采用点松弛对称高斯赛德尔（ｐｏｉｎｔｒｅｌａｘａｔｉｏｎ
ｓｙｍｍｅｔｒｉｃＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ，ＰＲＳＧＳ）迭代法［４２］求解

式（３７）以获得分布函数增量Δｎ＋１ｉ ，从而得到新迭
代步上的分布函数ｎ＋１ｉ 。考虑到式（３７）的ＰＲＳＧＳ
迭代需要在所有离散速度点上进行，计算非常耗时

（相比于宏观控制方程），因此微观控制方程的

ＰＲＳＧＳ迭代步数设置为２。

·７９·
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为高效求解式（３７），其残差中的预估平衡态

分布函数 
～，ｎ＋１
ｉ 和松弛时间 珓τｎ＋１ｉ 将通过求解隐式

宏观控制方程获得。对分布函数控制方程在速度

空间求矩，可以得到对应的宏观方程：


ｔ∫
Ω

ＷｄＶ＋∮
Ω

ΨｄＡ＝∫
Ω

ＳｄＶ （３８）

其中：Ｓ＝（０，０，０，（ρＲＴ－ρＥｒｏｔ）／（Ｚτ））
Ｔ。

同理，对式（１６）在物理空间采用有限体积离
散，时间方向采用欧拉向后离散，可以得到离散的

隐式宏观控制方程：

１
Δｔ
（珦Ｗｎ＋１ｉ －Ｗｎｉ）＋

１
Ｖｉ∑ｊ∈Ｎ（ｉ）Ａｉｊ

珦Ψｎ＋１
ｉｊ ＝珘Ｓｎ＋１ｉ

（３９）
将其整理为Δ增量形式，得：

１
ΔｔΔ
珦Ｗｎ＋１ｉ ＋１Ｖｉ∑ｊ∈Ｎ（ｉ）ＡｉｊΔ

珦Ψｎ＋１
ｉｊ

＝Ｓｎ＋１ｉ －１Ｖｉ∑ｊ∈Ｎ（ｉ）Ａｉｊ
珦Ψｎ

ｉｊ （４０）

通过求解式（４０），即可获得在宏观量预估中
所需计算的预估宏观量 珦Ｗｎ＋１ｉ 。式（４０）中的宏观
量通量增量珦Ψｎ＋１

ｉｊ 采用如式（１）
［４３］所示形式计算。

Δ珦Ψｎ＋１
ｉｊ ＝珚Ｒｎ＋１ｉｊ －Ｒ

ｎ
ｉｊ （４１）

其中：

Ｒｉｊ＝
１
２［Ｇｉｊ（Ｗｉ）＋Ｇｉｊ（Ｗｊ）＋ｒｉｊ（Ｗｉ－Ｗｊ）］

（４２）
式中的Ｇｉｊ（Ｗ）为欧拉通量，

Ｇｉｊ（Ｗ）＝

ρＵ·ｎｉｊ
（ρＵＵ＋ｐＩ）·ｎｉｊ
（ρＥ＋ｐ）Ｕ·ｎｉｊ
ρＥｒｏｔＵ·ｎ













ｉｊ

（４３）

ｒｉｊ是欧拉通量雅可比矩阵的谱半径加上运动
黏性项以保证计算稳定。

ｒｉｊ＝ Ｕｉｊ·ｎｉｊ ＋ａｉｊ＋２
μｉｊ
ρｉｊΔｌｉｊ

（４４）

其中：Δｌｉｊ＝ ｘｉ－ｘｊ，ａｉｊ＝ γＲＴ槡 ｉｊ。将式（４１）和
式（４２）代入式（４０）可得：

１
Δｔ
＋∑
ｊ∈Ｎ（ｉ）

Ａｉｊ
２Ｖｉ
ｒ( )ｉｊΔ珦Ｗｎ＋１ｉ －∑

ｊ∈Ｎ（ｉ）

Ａｉｊ
２Ｖｉ
ｒｉｊΔ珦Ｗ

ｎ＋１
ｊ ＝Ｒｎｉ

（４５）
式中宏观残差项为：

Ｒｎｉ ＝Ｓ
ｎ＋１
ｉ －１Ｖｉ∑ｊ∈Ｎ（ｉ）ＡｉｊΨ

ｎ
ｉｊ－

∑
ｊ∈Ｎ（ｉ）

Ａｉｊ
２Ｖｉ
［Ｇｉｊ（珦Ｗ

ｎ＋１
ｊ ）－Ｇｉｊ（Ｗ

ｎ
ｊ）］（４６）

式（４６）中的宏观界面通量Ψｎ
ｉｊ可以通过界面

分布函数ｎｉｊ在速度空间积分求解。

Ψｎｉｊ＝∫（ｕ·ｎｉｊ）
Ｇｎｉｊ
ｕＧｎｉｊ

ｕ２Ｇｎｉｊ＋Ｈ
ｎ
ｉｊ

２ ＋Ｒｎｉｊ

Ｒｎｉ















ｊ

ｄｕ

（４７）
式中界面分布函数 ｎｉｊ的计算将在下一节详细
讨论。

式（４６）中对于守恒量ρ、ρＵ、ρＥ而言，源项Ｓ
为零，关于守恒量ρ、ρＵ、ρＥ的增量形成一组与转
动能ρＥｒｏｔ增量无关的封闭方程组，因此可以先计
算守恒量增量，再计算转动能增量。根据式（４５）
和式（４６），守恒量 ρ、ρＵ、ρＥ的隐式宏观方程整
理为：

　 １
Δｔ
＋∑
ｊ∈Ｎ（ｉ）

Ａｉｊ
２Ｖｉ
ｒ( )ｉｊΔ珟Ｑｎ＋１ｉ －∑

ｊ∈Ｎ（ｉ）

Ａｉｊ
２Ｖｉ
ｒｉｊΔ珟Ｑ

ｎ＋１
ｊ

＝－１Ｖｉ∑ｊ∈Ｎ（ｉ）ＡｉｊΨ
ｎ
ｉｊ，Ｑ －∑

ｊ∈Ｎ（ｉ）

Ａｉｊ
２Ｖｉ
［Ｇｉｊ（珦Ｗ

ｎ＋１
ｊ ）－

　Ｇｉｊ（Ｗ
ｎ
ｊ）］

（４８）
式中，Ｑ代表守恒量。

对于转动能量，对源项 Ｓ中转动能的部分进
行线性化处理，可得转动能量增量的隐式控制

方程：

１
Δｔ
＋∑
ｊ∈Ｎ（ｉ）

Ａｉｊ
２Ｖｉ
ｒｉｊ＋

１
Ｚ珘τｎ＋１( )

ｉ

Δ珟Ｑｎ＋１ｒ，ｉ －

∑
ｊ∈Ｎ（ｉ）

Ａｉｊ
２Ｖｉ
ｒｉｊΔ珟Ｑ

ｎ＋１
ｒ，ｊ ＝

ρ
～
ｎ＋１
ｉ ＲＴ

～ｎ＋１
ｉ －Ｑｎｒ，ｉ
Ｚ珘τｎ＋１ｉ

－

１
Ｖｉ∑ｊ∈Ｎ（ｉ）ＡｉｊΨ

ｎ
ｉｊ，Ｒ －∑

ｊ∈Ｎ（ｉ）

Ａｉｊ
２Ｖｉ
［Ｇｉｊ（珦Ｗ

ｎ＋１
ｊ ）－

Ｇｉｊ（Ｗ
ｎ
ｊ）］ （４９）

式中，Ｑｒ代表转动能量。
相比于隐式微观控制方程，隐式宏观控制方

程计算量较小，并且预估的宏观量 珦Ｗｎ＋１ｉ 越准确，

隐式算法收敛越快，特别是连续流域。因此，隐式

宏观控制方程迭代次数通常设置为４０或６０。

２．２　多尺度数值通量

在单元界面，采用袁瑞峰、张瑞等提出的简化

多尺度数值通量［２２－２３］，在当地物理时间步长ｈｉｊ内
沿着以单元界面 ｘｉｊ为终点的特征线积分分布函
数演化方程（１６），碰撞算子的积分采用隐式处
理，可以得到：
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　（ｘｉｊ，ｕ，ｔｎ＋ｈｉｊ）－（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）

＝ｈｉｊ
（ｘｉｊ，ｕ，ｔｎ＋ｈｉｊ）－（ｘｉｊ，ｕ，ｔｎ＋ｈｉｊ）

τ（ｘｉｊ，ｔｎ＋ｈｉｊ）

（５０）
其中：当地物理时间步长 ｈｉｊ＝ｍｉｎ（Δｔｉ，Δｔｊ），Δｔｉ
和Δｔｊ根据ＣＦＬ条件确定。记 

ｎ
ｉｊ＝（ｘｉｊ，ｕ，ｔｎ＋

ｈｉｊ），τ
ｎ
ｉｊ＝τ（ｘｉｊ，ｔｎ＋ｈｉｊ），式（５０）整理为：

ｎｉｊ＝
τｎｉｊ

τｎｉｊ＋ｈｉｊ
（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）＋

ｈｉｊ
τｎｉｊ＋ｈｉｊ

（ｘｉｊ，ｕ，ｔｎ＋ｈｉｊ） （５１）

式（５１）在求解单元界面的分布函数时耦合
粒子迁移和碰撞过程。在自由分子流域，粒子以自

由迁移为主，其松弛时间τｎｉｊ远大于当地物理时间
步长ｈｉｊ，式（５１）中代表粒子自由迁移的分布函数
（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）将占据主导地位，从而精确描
述自由分子流动状态下粒子自由输运的物理过

程。在连续流域，松弛时间 τｎｉｊ远小于当地物理时
间步长ｈｉｊ。由于强烈的粒子碰撞，系统趋于平衡
状态。因此，单元界面处的平衡态分布（ｘｉｊ，ｕ，
ｔｎ＋ｈｉｊ）将自动占据主导地位，从而准确捕捉连续
流域的物理过程。式（５１）中，分布函数 （ｘｉｊ－
ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）通过线性重构求解。
　（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）

＝
ｎｉ＋（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ－ｘｉ）·Ｌ（!

ｎ
ｉ）!

ｎ
ｉ　ｕ·ｎｉｊ＞０

ｎｊ＋（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ－ｘｊ）·Ｌ（!
ｎ
ｊ）!

ｎ
ｊ　ｕ·ｎｉｊ≤

{ ０

（５２）
其 中：Ｌ（

!ｎｉ） 是 非 结 构 网 格 下 常 用 的
Ｖｅｎｋａｔａｋｒｉｓｈｎａｎ限制器［４４］，梯度采用最小二乘法

求解。

式（５１）中，单元界面处的平衡态分布函数
（ｘｉｊ，ｕ，ｔｎ ＋ｈｉｊ）根据界面宏观量求解。对
式（５０）在速度空间积分，可得界面宏观量为：

ρｎｉｊ＝∫Ｇ（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）ｄｕ （５３）

ρｎｉｊＵ
ｎ
ｉｊ＝∫ｕＧ（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）ｄｕ （５４）

ρｎｉｊＥ
ｎ
ｉｊ＝∫ｕ

２Ｇ（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）
２ ｄｕ＋

∫Ｈ（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）２ ｄｕ＋

∫Ｒ（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）ｄｕ （５５）

ρｎｉｊ（Ｅｒｏｔ）
ｎ
ｉｊ＝

Ｚτｎｉｊ
Ｚτｎｉｊ＋ｈｉｊ∫Ｒ（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）ｄｕ＋
ｈｉｊ

Ｚτｎｉｊ＋ｈｉｊ
ρｎｉｊＲＴ

ｎ
ｉｊ （５６）

（ｑｔｒ）
ｎ
ｉｊ＝

τｎｉｊ

τｎｉｊ＋ｈｉｊ－
ｈｉｊ
３ １－

１
Ｚ＋

ω０( )Ｚ
×

１
２∫ｃｃ２Ｇ（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）ｄｕ[ ＋

１
２∫ｃＨ（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）ｄ ]ｕ （５７）

（ｑｒｏｔ）
ｎ
ｉｊ＝

τｎｉｊ

τｎｉｊ＋ｈｉｊ＋ｈｉｊ（δ－１）１－１Ｚ＋
ω１( )Ｚ
×

∫ｃＲ（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）ｄｕ （５８）

至此，式（５１）中分布函数（ｘｉｊ－ｕｈｉｊ，ｕ，ｔｎ）
和平衡态分布函数（ｘｉｊ，ｕ，ｔｎ＋ｈｉｊ）均已求解，
则界面分布函数ｎｉｊ重构完成。

综上，隐式算法的计算步骤可以归纳为：

１）初始化流场，分布函数初始化为平衡态
分布；

２）计算界面分布函数（ｘｉｊ，ｕ，ｔｎ＋ｈｉｊ），求解
微观通量和对应的宏观通量；

３）计算隐式宏观方程的残差，迭代求解隐式
宏观方程得到预估宏观量 珦Ｗｎ＋１ｉ ，计算预估平衡态

分布函数 
～，ｎ＋１
ｉ ；

４）计算隐式微观方程的残差，迭代求解隐式
微观方程，更新分布函数ｎ＋１ｉ ；
５）对分布函数ｎ＋１ｉ 在速度空间积分得到宏

观量 Ｗｎ＋１ｉ ，数值积分误差补偿方法参见文
献［２５］。

２．３　离散速度空间

宏观量通过对连续速度空间中的分布函数积

分得到，实际计算时，需要在离散的速度空间进行

数值积分。传统的笛卡尔速度空间在计算稀薄高

超声速流动时网格量较大，本文将采用非结构速

度空间和自适应速度空间技术减少速度空间网格

量。非结构速度空间的数值积分（以计算密度为

例）表示为：

ρ＝∑
ｋ
ｗｋＧｋ （５９）

其中：下标 ｋ表示离散速度编号；ｗｋ表示积分权
重，即速度空间网格单元面积（二维）或体积（三

维）。自适应速度空间在计算中根据流场特征

自动优化速度空间网格。本文提出的全局自适

应速度空间无须在物理空间进行插值求解。另

一方面，在自适应得到的速度网格上重构分布

函数时，通过“亲缘”关系实现新速度空间上的

分布函数的重构，如图１所示，当新速度空间上
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的网格是由旧速度空间网格分裂得到时，新速

度网格上此处的分布函数等于旧速度网格的分

布函数。当新速度空间上的网格是由旧速度空

间网格合并得到时，新速度网格上此处的分布

函数等于旧速度网格的分布函数的平均值。为

了保证算法的守恒性，可利用新旧速度网格上

的平衡态偏差来修正通过“亲缘”关系直接得到

的分布函数。

ｉ，ｋ＝珚ｉ，ｋ＋ｉ，ｋ（Ｗｉ）－ｉ，ｋ（珡Ｗｉ） （６０）
其中：珚ｉ，ｋ是通过“亲缘”关系得到的分布函数，珡Ｗｉ
是对珚ｉ，ｋ在新速度空间上积分得到宏观量，Ｗｉ是
旧速度空间上的分布函数积分得到的宏观量。

图１　速度空间网格树形结构
Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｒｅｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｙｓｐａｃｅｍｅｓｈ

３　数值验证

３．１　稀薄超声速平板绕流

稀薄超声速平板绕流算例源自 Ｔｓｕｂｏｉ和
Ｍａｔｓｕｍｏｔｏｄ的风洞实验 ｒｕｎ３４［４５］。风洞实验给
出了受到高温热非平衡效应影响的转动温度数

据。ｒｕｎ３４的实验条件是：实验气体为氮气，喷
嘴出口马赫数为４８９，喷嘴出口总压为９８３Ｐａ，
总温为６７０Ｋ，平板温度恒定为２９０Ｋ。计算采
用变径硬球模型，转动碰撞数设为定值 Ｚ＝３５。
计算选取的计算域和非结构物理空间网格如

图２所示，网格单元数量为３８６９。非结构速度
空间网格如图 ３所示，网格单元数量为 ２８９４，
速度空间网格在对应来流速度和壁面速度附近

的区域进行了加密。图４给出了自适应之后的
速度空间网格，相比于非结构速度空间，网格数

量减少７／８左右。

图２　稀薄超声速平板绕流计算所用的
物理空间网格（３８６９单元）

Ｆｉｇ．２　Ｐｈｙｓｉｃａｌｓｐａｃｅｍｅｓｈｆｏｒｔｈｅｒａｒｅｆｉｅｄｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃ
ｆｌｏｗｏｖｅｒａｆｌａｔｐｌａｔｅ（３８６９ｃｅｌｌｓ）

图３　稀薄超声速平板绕流计算所用的非结构离
散速度空间网格（２８９４单元）

Ｆｉｇ．３　Ｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｓｐａｃｅｍｅｓｈｆｏｒｔｈｅ
ｒａｒｅｆｉｅｄｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗｏｖｅｒａｆｌａｔｐｌａｔｅ（２８９４ｃｅｌｌｓ）

图４　稀薄超声速平板自适应离散速度
空间网格（３７６单元）

Ｆｉｇ．４　Ａｄａｐｔｉｖｅｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｓｐａｃｅｍｅｓｈｆｏｒｔｈｅ
ｒａｒｅｆｉｅｄｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗｏｖｅｒａｆｌａｔｐｌａｔｅ（３７６ｃｅｌｌｓ）
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　　图５是 Ｘ等于５ｍｍ、１０ｍｍ、２０ｍｍ处竖直
截线上的温度分布以及上平板 Ｙ＝１ｍｍ横截线
处的温度分布。目前的模拟结果和采用 ＤＳ２Ｖ［５］

计算的结果吻合较好，并且转动温度和实验结果

吻合很好。图６给出了壁面压力、热流影响的对
比结果（横坐标 Ｓ是贴体坐标，起点是平板下表
面尾部的点），当前方法结合非结构速度空间和

自适应速度空间网格的计算结果基本一致，和

ＤＳ２Ｖ的计算结果吻合很好。表１对比了隐式算
法相对于显式 ＤＵＧＫＳ的加速比（计算所用 ＣＰＵ
型号为 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｘｅｏｎ（Ｒ）Ｇｏｌｄ６２５８ＲＣＰＵ＠
２７０ＧＨｚ，速度空间采用５６核 ＭＰＩ并行计算）。

（ａ）Ｘ＝５ｍｍ

（ｂ）Ｘ＝１０ｍｍ

（ｃ）Ｘ＝２０ｍｍ

（ｄ）Ｙ＝１ｍｍ

图５　稀薄超声速平板绕流竖直截线和横截线的
温度分布结果与ＤＳ２Ｖ以及实验结果的对比

Ｆｉｇ．５　Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｐｒｏｆｉｌｅｓｏｆｔｈｅｒａｒｅｆｉｅｄｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗ
ｏｖｅｒａｆｌａｔｐｌａｔｅｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆＤＳ２Ｖａｎｄ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｏｖｅｒｔｈｅｆｌａｔｐｌａｔｅａｌｏｎｇｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｌｉｎｅ

ａｎｄａｌｏｎｇｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｌｉｎｅ

（ａ）压力
（ａ）Ｐｒｅｓｓｕｒｅ

（ｂ）热流
（ｂ）Ｈｅａｔｆｌｕｘ

图６　稀薄超声速平板绕流壁面压力和热流分布
Ｆｉｇ．６　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｐｒｅｓｓｕｒｅａｎｄｈｅａｔｆｌｕｘｏｎ

ｔｈｅｆｌａｔｐｌａｔｅｓｕｒｆａｃｅ

当前隐式算法相比于显式ＤＵＧＫＳ可加速２０倍以
上，采用自适应速度空间后离散速度空间数量大

·１０１·



国 防 科 技 大 学 学 报 第４５卷

表１　隐式算法相比于显式ＤＵＧＫＳ的加速比（５６核）
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔ
ＤＵＧＫＳａｎｄｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｉｍｐｌｉｃｉｔｍｅｔｈｏｄ（５６ｃｏｒｅｓ）

计算方法
计算时间／
ｍｉｎ

计算步数 加速比

ＤＵＧＫＳ ５８．３７ １１３００

ＩｍｐｌｉｃｉｔＵＤＶＳ ２．５６ ２３０ ２２．８０

ＩｍｐｌｉｃｉｔＡＤＶＳ ０．６９ １６０ ８４．５９

大降低，加速比可达到８０倍以上。表２给出了采
用不同核数并行计算时自适应速度空间相比非结

构速度空间的加速比。随着单个核心离散速度空

间数量逐渐增加，自适应速度空间相比非结构速

度空间的加速比逐渐接近速度空间总数量之比。

速度空间的消息传递接口 （ｍｅｓｓａｇｅｐａｓｓｉｎｇ
ｉｎｔｅｒｆａｃｅ，ＭＰＩ）并行计算单个核心的离散速度数
量不能太少，否则并行效率明显下降。

表２　非结构速度空间和自适应速度空间不同
并行核数下的加速比

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ
ＤＶＳａｎｄａｄａｐｔｉｖｅＤＶＳｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒａｌｌｅｌｋｅｒｎｅｌｓ

并行

核数

ＩｍｐｌｉｃｉｔＵＤＶＳ ＩｍｐｌｉｃｉｔＡＤＶＳ

计算时

间／ｍｉｎ
计算

步数

计算时

间／ｍｉｎ
计算

步数

加速比

５６ ２．５６ ２３０ ０．６９ １６０ ３．７１

２８ ２．５４ ２３０ ０．６３ １６０ ４．０３

１４ ３．４５ ２３０ ０．６５ １６０ ５．３１

７ ５．７９ ２３０ ０．８４ １６０ ６．８９

３．２　绕钝头前缘平板的高超声速流动

绕钝头前缘平板的高超声速流动算例取自

Ａｌｌｅｇｒｅ等的实验［４６］。数值结果将与实验结果［４６］

和ＤＳＭＣ［４６－４７］结果比较。实验条件为：实验气体
为氮气，来流密度为１７２７×１０－５ｋｇ／ｍ３，来流速
度为 １５０３ｍ／ｓ，来流温度为 １３３２Ｋ，Ｍａ为
２０２。平板板长为１００ｍｍ、宽为１００ｍｍ、板的厚
度为５ｍｍ，壁面温度恒定为２９０Ｋ，迎角 α为０°
和１０°，以板长为参考长度的 Ｋｎ为００１６８６。采
用变径硬球模型，转动碰撞数设为定值Ｚ＝３。计
算选取的计算域和非结构物理空间网格如图７所
示，网格单元数量为８０５５。非结构速度空间网格
如图８所示（α＝０°，对于１０°迎角只需将其按照
来流角度旋转１０°即可），网格单元数量为３１８６，
速度空间网格在对应于来流速度和壁面速度附近

的区域进行了加密。图９给出了自适应之后的速
度空间网格，相比于非结构速度空间，网格数量可

减少３／４左右。

图７　高超声速平板绕流计算所用的物理空间网格
（８０５５单元）

Ｆｉｇ．７　Ｐｈｙｓｉｃａｌｓｐａｃｅｍｅｓｈｆｏｒｔｈｅｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗ
ｏｖｅｒａｔｒｕｎｃａｔｅｄｆｌａｔｐｌａｔｅ（８０５５ｃｅｌｌｓ）

图８　高超声速平板绕流计算所用的非结构
离散速度空间网格（３１８６单元）

Ｆｉｇ．８　Ｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｓｐａｃｅｍｅｓｈｆｏｒｔｈｅｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃ
ｆｌｏｗｏｖｅｒａｔｒｕｎｃａｔｅｄｆｌａｔｐｌａｔｅ（３１８６ｃｅｌｌｓ）

（ａ）α＝０°（９８２单元）
（ａ）α＝０°（９８２ｃｅｌｌｓ）

·２０１·
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（ｂ）α＝１０°（１０１８单元）
（ｂ）α＝１０°（１０１８ｃｅｌｌｓ）

图９　高超声速平板绕流计算的自适应
离散速度空间网格

Ｆｉｇ．９　Ａｄａｐｔｉｖｅｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｓｐａｃｅｍｅｓｈｆｏｒｔｈｅｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃ
ｆｌｏｗｏｖｅｒａｔｒｕｎｃａｔｅｄｆｌａｔｐｌａｔｅ

　　图１０、图１１、图１２分别给出了平板壁面
压力系数、热流系数和剪应力系数分布。采用非

结构速度空间和自适应速度空间的计算结果基本

一致。壁面压力系数、热流系数和 ＤＳＭＣ计算结
果［４６］ （Ａｌｌｅｇｒｅ等 采 用 ＣｅｎｔｒｅＮａｔｉｏｎａｌｄｅｌａ

图１０　平板壁面压力系数分布
Ｆｉｇ．１０　Ｐｒｅｓｓｕｒｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｏｆ

ｔｈｅｔｒｕｎｃａｔｅｄｆｌａｔｐｌａｔｅ

ＲｅｃｈｅｒｃｈｅＳｃｉｅｎｔｉｆｉｑｕｅＭｅｕｄｏｎ开发的 ＤＳＭＣ代码
计算）吻合较好。与 Ａｌｌｅｇｒｅ等的实验结果［４６］对

比，数值结果和实验结果的差别主要来源于边界

条件处理，当前方法和 ＤＳＭＣ均采用完全热适应
的漫反射边界条件，与实验条件存在明显差异。

壁面剪应力系数与 Ｐａｌｈａｒｉｎｉ等［４７］采用 ｄｓｍｃＦｏａｍ
计算的结果吻合较好。表３和表４对比了隐式算
法相对于显式 ＤＵＧＫＳ的加速比（计算所用 ＣＰＵ
型号为 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｘｅｏｎ（Ｒ）Ｇｏｌｄ６２５８ＲＣＰＵ＠
２７０ＧＨｚ，速度空间采用５６核 ＭＰＩ并行计算），

当前隐式算法相比于显式ＤＵＧＫＳ可加速２０～３０
倍；若使用自适应速度空间，加速比可达到３０倍
以上。表５和表６给出了采用不同核数计算时自
适应速度空间相比非结构速度空间的加速比。同

样地，随着单个核心离散速度空间数量逐渐增加，

自适应速度空间相比非结构速度空间的加速比逐

渐接近速度空间总数量之比。

图１１　平板壁面热流系数分布
Ｆｉｇ．１１　Ｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｔｈｅ
ｓｕｒｆａｃｅｏｆｔｈｅｔｒｕｎｃａｔｅｄｆｌａｔｐｌａｔｅ

图１２　平板壁面剪应力系数分布
Ｆｉｇ．１２　Ｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｔｈｅ
ｓｕｒｆａｃｅｏｆｔｈｅｔｒｕｎｃａｔｅｄｆｌａｔｐｌａｔｅ

表３　隐式算法相比于显式ＤＵＧＫＳ算法的
加速比（α＝０°，５６核）

Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅ
ｅｘｐｌｉｃｉｔＤＵＧＫＳａｎｄｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｉｍｐｌｉｃｉｔｍｅｔｈｏｄ

（α＝０°，５６ｃｏｒｅｓ）

计算方法
计算时间／
ｍｉｎ

计算步数 加速比

ＤＵＧＫＳ ２０６．３８ ２２７３０

ＩｍｐｌｉｃｉｔＵＤＶＳ ７．０１ ３００ ２９．４４

ＩｍｐｌｉｃｉｔＡＤＶＳ ４．６９ ２００ ４４．１０
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表４　隐式算法相比于显式ＤＵＧＫＳ算法的
加速比（α＝１０°，５６核）

Ｔａｂ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔ
ＤＵＧＫＳａｎｄｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｉｍｐｌｉｃｉｔｍｅｔｈｏｄ

（α＝１０°，５６ｃｏｒｅｓ）

计算方法
计算时间／
ｍｉｎ

计算步数 加速比

ＤＵＧＫＳ ２２６．５８ ２４７６０

ＩｍｐｌｉｃｉｔＵＤＶＳ ９．５４ ４１０ ２３．７５

ＩｍｐｌｉｃｉｔＡＤＶＳ ７．３１ ３００ ３１．００

表５　非结构速度空间和自适应速度空间不同
并行核数下的加速比（α＝０°）

Ｔａｂ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ
ＤＶＳａｎｄａｄａｐｔｉｖｅＤＶＳｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｐａｒａｌｌｅｌｋｅｒｎｅｌｓ（α＝０°）

并行

核数

ＩｍｐｌｉｃｉｔＵＤＶＳ ＩｍｐｌｉｃｉｔＡＤＶＳ

计算时

间／ｍｉｎ
计算

步数

计算时

间／ｍｉｎ
计算

步数

加速比

５６ ７．０１ ３００ ４．６９ ２００ １．４９

２８ ７．３１ ３００ ３．８７ ２００ １．８９

１４ １０．６６ ３００ ４．１６ ２００ ２．５６

７ １８．０７ ３００ ５．５４ ２００ ３．２６

表６　非结构速度空间和自适应速度空间不同
并行核数下的加速比（α＝１０°）

Ｔａｂ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ
ＤＶＳａｎｄａｄａｐｔｉｖｅＤＶＳｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｐａｒａｌｌｅｌｋｅｒｎｅｌｓ（α＝１０°）

并行

核数

ＩｍｐｌｉｃｉｔＵＤＶＳ ＩｍｐｌｉｃｉｔＡＤＶＳ

计算时

间／ｍｉｎ
计算

步数

计算时

间／ｍｉｎ
计算

步数

加速比

５６ ９．５４ ４１０ ７．３１ ３００ １．３１

２８ ９．５１ ４１０ ６．０４ ３００ １．５７

１４ １３．６３ ４１０ ６．５５ ３００ ２．０８

７ ２７．１１ ４５０ ８．６７ ３００ ３．１３

３．３　超声速和高超声速圆球绕流

Ｗｅｎｄｔ［４８］进行了非连续流区圆球阻力的测量
实验，实验气体为空气。本算例对不同 Ｋｎ下的
超音速（Ｍａ＝４２５，Ｋｎ＝００３１）和高超音速
（Ｍａ＝５．４５，Ｋｎ＝１９６）圆球绕流进行模拟，计算
采用单组分氮气。球体直径 ｄ＝２ｍｍ，自由来流
总温为３００Ｋ，壁面温度分别设置为３０２Ｋ（Ｍａ＝

４．２５）和 ３１５Ｋ（Ｍａ＝５４５）。黏性系数采用
Ｓｕｔｈｅｒｌａｎｄ公式［４３］计算，转动碰撞数设置为 Ｚ＝
３。图１３展示了物理空间网格的截面图，网格量
为８３２００个六面体单元，壁面第一层网格高度为
００１ｄ。计算分别采用非结构速度空间网格和自
适应速度空间网格，图１４展示了 Ｍａ＝５４５条件
的非结构速度空间网格（２２８６０个单元）和自适
应速度空间网格（５３８４个单元）。

图１３　高超声速圆球绕流计算所用的物理空间网格
Ｆｉｇ．１３　Ｐｈｙｓｉｃａｌｓｐａｃｅｍｅｓｈｆｏｒ
ｔｈｅｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗｏｖｅｒａｓｐｈｅｒｅ

（ａ）非结构速度空间网格
（ａ）Ｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｓｐａｃｅｍｅｓｈ

表７给出了隐式算法结合非结构速度空间和
自适应速度空间计算的阻力系数和实验值的对比

结果，相对误差均小于２％。考虑到实验数据的
均方根误差为 ±２％，当前计算结果吻合很好。
图１５、图１６、图１７分别给出了圆球（Ｍａ＝４２５）
表面压力系数、热流系数和剪应力系数分布，自适

应速度空间网格相比于非结构速度空间网格在驻

点热流的计算上更加接近 ＤＳ２Ｖ［５］的结果，压力
系数和剪应力系数方面与 ＤＳ２Ｖ的结果基本吻
合。图１８、图 １９、图 ２０分别给出了圆球（Ｍａ＝
５４５）表面压力系数、热流系数和剪应力系数分
布，压力系数和剪应力系数方面与 ＤＳ２Ｖ的结果

·４０１·
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（ｂ）自适应速度空间网格
（ｂ）Ａｄａｐｔｉｖｅｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｓｐａｃｅｍｅｓｈ

图１４　高超声速圆球计算所用的非结构
离散速度空间网格（２２８６０单元）和
自适应速度空间网格（５３８４单元）

Ｆｉｇ．１４　Ｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｓｐａｃｅｍｅｓｈ
（２２８６０ｃｅｌｌｓ）ａｎｄａｄａｐｔｉｖｅｄｉｓｃｒｅｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙｓｐａｃｅｍｅｓｈ
（５３８４ｃｅｌｌｓ）ｆｏｒｔｈｅｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗｏｖｅｒａｓｐｈｅｒｅ

表７　圆球绕流阻力系数对比
Ｔａｂ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｄｒａｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆ

ｆｌｏｗｓｏｖｅｒａｓｐｈｅｒｅ

Ｍａ 实验
ＩｍｐｌｉｃｉｔＵＤＶＳ ＩｍｐｌｉｃｉｔＡＤＶＳ

计算值 相对误差 计算值 相对误差

４．２５ １．３５ １．３４２ －０．５９％ １．３３３ －１．２６％

５．４５ ２．６０ ２．５８２ －０．６９％ ２．５７５ －０．９６％

图１５　超声速圆球绕流壁面压力系数分布（Ｍａ＝４．２５）
Ｆｉｇ．１５　Ｐｒｅｓｓｕｒｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｆｏｒ
ｔｈｅｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗｏｖｅｒａｓｐｈｅｒｅ（Ｍａ＝４．２５）

图１６　超声速圆球绕流壁面热流系数分布（Ｍａ＝４．２５）
Ｆｉｇ．１６　Ｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｆｏｒ
ｔｈｅｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗｏｖｅｒａｓｐｈｅｒｅ（Ｍａ＝４．２５）

图１７　超声速圆球绕流壁面剪应力系数分布（Ｍａ＝４．２５）
Ｆｉｇ．１７　Ｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｆｏｒ
ｔｈｅｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗｏｖｅｒａｓｐｈｅｒｅ（Ｍａ＝４．２５）

图１８　高超声速圆球绕流壁面压力系数分布（Ｍａ＝５．４５）
Ｆｉｇ．１８　Ｐｒｅｓｓｕｒｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｆｏｒｔｈｅ
ｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗｏｖｅｒａｓｐｈｅｒｅ（Ｍａ＝５．４５）

吻合，自适应速度空间网格计算的热流系数比非结

构速度空间计算的结果更加接近 ＤＳ２Ｖ的结果。
自适应速度空间能更好地捕捉流动特征。表８和
表９给出了当前隐式算法相比于显式 ＤＵＧＫＳ算
法的加速比（计算所用ＣＰＵ为Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｘｅｏｎ（Ｒ）
Ｇｏｌｄ６２５８ＲＣＰＵ＠ ２７０ＧＨｚ），其中非结构速度
空间采用２８０核ＭＰＩ并行计算，自适应速度空间采

·５０１·
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图１９　高超声速圆球绕流壁面热流系数分布（Ｍａ＝５．４５）
Ｆｉｇ．１９　Ｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｆｏｒ
ｔｈｅｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗｏｖｅｒａｓｐｈｅｒｅ（Ｍａ＝５．４５）

图２０　高超声速圆球绕流壁面剪应力系数分布（Ｍａ＝５．４５）
Ｆｉｇ．２０　Ｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｆｏｒ
ｔｈｅｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｏｗｏｖｅｒａｓｐｈｅｒｅ（Ｍａ＝５．４５）

表８　隐式算法相比于显式ＤＵＧＫＳ算法的
加速比（Ｍａ＝４．２５）

Ｔａｂ．８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔ
ＤＵＧＫＳａｎｄｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｉｍｐｌｉｃｉｔｍｅｔｈｏｄ（Ｍａ＝４．２５）

计算方法
计算时间／
ｍｉｎ

计算步数 加速比

ＤＵＧＫＳ ５３９．７０ ２８３０

ＩｍｐｌｉｃｉｔＵＤＶＳ ２６．９０ ６０ ２０．０

ＩｍｐｌｉｃｉｔＡＤＶＳ １８．８９ １６０ ２８．６

表９　隐式算法相比于显式ＤＵＧＫＳ算法的
加速比（Ｍａ＝５．４５）

Ｔａｂ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔ
ＤＵＧＫＳａｎｄｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｉｍｐｌｉｃｉｔｍｅｔｈｏｄ（Ｍａ＝５．４５）

计算方法
计算时间／
ｍｉｎ

计算步数 加速比

ＤＵＧＫＳ ７５９．２ ３９６０

ＩｍｐｌｉｃｉｔＵＤＶＳ ３６．１ ８０ ２１．０

ＩｍｐｌｉｃｉｔＡＤＶＳ ２５．２ ２４０ ３０．１

用８２核ＭＰＩ并行计算，两者单核心的离散速度
空间数量基本一致（保证两者单核心的离散速度

空间数量一致，自适应速度空间应该采用大概６５
核并行计算，但节点内存受限，因此采用８２核并
行计算）。隐式算法相比于 ＤＵＧＫＳ可加速２０倍
左右，结合自适应速度空间后可加速３０倍左右，
可显著提高计算效率。

４　结论

基于 ＢｏｌｔｚｍａｎｎＲｙｋｏｖ模型方程发展了适用
于全流域双原子分子气体流动模拟的保守恒定

常隐式算法。全隐式离散、简化多尺度数值通

量、非结构和自适应速度空间的应用确保算法

相比于 ＤＵＧＫＳ加速一到两个量级以上。超声
速和高超声速平板绕流和圆球绕流算例的数值

结果和 ＤＳＭＣ以及实验结果吻合较好。圆球绕
流算例的气动力与实验结果相对误差小于２％，
壁面压力分布和热流分布与 ＤＳＭＣ结果一致，
充分验证了本算法的准确性与高效性，方法初

步具备成本可控的三维全流域复杂流动模拟

能力。
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