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摘　要：内波作为一种发生在层化海洋内部的波动，在世界海洋范围内普遍存在。深入研究内波生
成、演化等特性，对我国的海洋开发有着重要意义。针对两层及三层流体间内波理论，选取目前国内外

广泛应用的 ＫｄＶ（ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓ）内波理论、ＭＣＣ（ＭｉｙａｔａＣｈｏｉＣａｍａｓｓａ）内波理论、层析内波理论以
及 ＤＪＬ（ＤｕｂｒｅｉｌＪａｃｏｔｉｎＬｏｎｇ）内波理论综述其研究进展。从数学模型、理论研究以及数值模拟等方面，
讨论了不同内波理论的优势以及局限性。从数学推导的角度，证明了 ＭＣＣ内波理论与第一级别层析内
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波理论是一致的。

关键词：内波；ＫｄＶ内波理论；ＭＣＣ内波理论；层析内波理论；ＤＪＬ内波理论；两
层流体；三层流体
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　　在海洋中，盐度和温度的垂向差异，导致海水
密度垂向分布不均匀，最终出现密度层化现象，并

存在密度跃层。内波则是在这种密度稳定层化海

洋中产生的，最大振幅出现在海洋内部的波动。

对内波最早的观测来自１８９３年发生在北极的“死
水现象”［１］，随着温探仪的发明以及卫星遥感技

术的发展，内波的观测工作也相继发展了起来。

内波被发现广泛存在于世界海洋范围内［２］，尤其

集中分布在大陆架以及边缘海［３］。

由于实际海洋密度变化较小，约化重力比重

力小得多，较小的扰动就会引发大幅内波［４］。相

对于表面波而言，内波的波幅往往更大，携带的能

量也更大，其在传播过程中会导致海水强烈辐聚

和突发性强流；此外，由于难以观测和防范，内波

给石油钻井平台、海底管道和潜艇等海洋结构物

带来巨大的威胁。典型的内波事件如：美国“大

 收稿日期：２０２３－０３－２４
基金项目：国家自然科学基金资助项目（１２２０２１１４，５２２６１１３５５４７）；中央高校基本科研业务费专项资金资助项目（３０７２０２２ＦＳＣ０１０１）
作者简介：赵彬彬（１９８４—），男，河南舞钢人，教授，博士，博士生导师，Ｅｍａｉｌ：ｚｈａｏｂｉｎｂｉｎ＠ｈｒｂｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ；

段文洋（通信作者），男，河北衡水人，教授，博士，博士生导师，Ｅｍａｉｌ：ｄｕａｎｗｅｎｙａｎｇ＠ｈｒｂｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ



　第４期 赵彬彬，等：两层及三层流体间内波理论研究进展

鲨鱼”号核潜艇于 １９６３年因遭遇大幅内波而失
事，１２９人无一生还；我国南海的石油钻井机在内
孤立波经过时锚定的油罐箱在不到５ｍｉｎ内摇摆
了１１０°［５］；我国南海舰队３７２号潜艇于２０１４年因
遭遇海洋内波而意外下沉，最终依靠全艇人员的

共同努力化险为夷，这也是目前仅有的一次潜艇

遭遇内波后自救成功的案例；印尼“南伽拉”号潜

艇于２０２１年在军演中失事，其原因很大可能也是
遭遇大幅内波［６］。

内波作为一种海洋中常见的自然现象，在全

球的各大海域内频繁出现［７］。据Ｊａｃｋｓｏｎ［２］统计，
在２００２年８月至２００４年５月期间，在全球１５个
主要海域观测到内波多达３５８１次。我国南海更
是内波最为活跃、生成和演变机制最为复杂的海

域［８－１０］。在“亚洲海国际声学试验”项目上，南海

北部的内波研究取得了一系列突破性成果［１１］，因

此，南海也成为内波研究的热点海区。Ｈｕａｎｇ
等［１２］在吕宋海峡西口观测到内孤立波的波幅高

达２４０ｍ，为世界之最。因此，深入研究海洋内
波，尤其是大幅内孤立波特性，探明内波的生成、

发展、演化及传播机制，对海洋结构物的环境载荷

评估以及海洋资源开发都具有重要意义［１３］。

在内波的理论研究中，根据实际海洋的密度

层结，一般用两层或三层流体系统进行近似。因

此，本文针对两层及三层流体间内波理论进行介

绍，选取了国内外广泛使用的内波理论，包括

ＫｄＶ（ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓ）内波理论、ＭＣＣ（Ｍｉｙａｔａ
ＣｈｏｉＣａｍａｓｓａ）内波理论、层析内波理论以及 ＤＪＬ
（ＤｕｂｒｅｉｌＪａｃｏｔｉｎＬｏｎｇ）内波理论，并分析了不同理
论的各自优势及局限性，为读者未来开展内波研

究提供理论基础。

１　多层流体间内波基本方程

为了便于理解两层及三层流体间内波问题，

首先对多层常密度流体间内波的控制方程及边界

条件进行介绍。考虑二维情况下，假定各层流体

均无黏性、不可压缩且忽略表面张力，不同密度、

不互溶流体组成的多层流体系统，如图１所示。
建立直角坐标系 ｏｘｚ，其中，ｏｘ轴与自由面重合，
向右为正，ｏｚ轴垂直向上为正。ｈｉ（ｉ＝１，２，…，
Ｍ）为流体未受扰动时的每层流体厚度。ρｉ为每
层流体的密度，ηｉ（ｘ，ｔ）代表每层流体的厚度，
ζｉ（ｘ，ｔ）代表各内界面上的位移，ζ０为自由面
位移。

流体流动需要满足质量守恒方程以及动量守

恒方程。

图１　多层流体系统示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆａｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｆｌｕｉｄｓｙｓｔｅｍ

ｕｉ，ｘ＋ｗｉ，ｚ＝０ （１）
ｕｉ，ｔ＋ｕｉｕｉ，ｘ＋ｗｉｕｉ，ｚ＝－ｐｉ，ｘ／ρｉ （２）
ｗｉ，ｔ＋ｕｉｗｉ，ｘ＋ｗｉｗｉ，ｚ＝－ｐｉ，ｚ／ρｉ－ｇ （３）

其中：ｉ＝１，２，…，Ｍ；下标 ｘ和 ｚ代表对空间求一
阶导数，下标 ｔ代表对时间求一阶导数，ｕｉ及 ｗｉ
分别代表水平方向和垂直方向上的速度分量，ｐｉ
为压力，ρｉ为密度，ｇ为重力加速度。

对于第ｉ层流体，需要满足上、下界面的运动
学边界条件为：

ｗｉ＝ζｉ－１，ｔ＋ｕｉζｉ－１，ｘ　在ｚ＝ζｉ－１－∑
ｉ－１

ｊ＝１
ｈｊ处

ｗｉ＝ζｉ，ｔ＋ｕｉζｉ，ｘ　　 在ｚ＝ζｉ－∑
ｉ

ｊ＝１
ｈｊ

{
处

（４）
同时，在内界面上需要满足压力连续条件

珋ｐｉ－１ ＝ｐ^ｉ　在ｚ＝ζｉ－１－∑
ｉ－１

ｊ＝１
ｈｊ处 （５）

即第ｉ－１层流体下表面压力 珋ｐｉ－１等于第ｉ层流体
上表面压力 ｐ^ｉ。

以上构成了描述多层流体间内波的基本控制

方程和边界条件。当 Ｍ＝２时代表两层流体系
统，Ｍ＝３时代表三层流体系统。

２　两层流体间内波理论

在内波问题的研究中，通常忽略密度跃层厚

度的影响，将实际海洋简化为两层流体系统。在

两层流体间内波理论中，国内外广泛应用的主要

为ＫｄＶ内波理论、ＭＣＣ内波理论以及层析内波理
论。本节介绍了这三种内波理论的理论方程，综

述其研究进展，并归纳各自的优势及局限性，为两

层流体间内波问题的研究提供理论基础。

·５２１·
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由于实际海洋中表面波波幅相比于内波波幅

要小很多，在实际研究中为了进一步简化问题，通

常忽略自由面影响，引入刚盖（ｒｉｇｉｄｌｉｄ，ＲＬ）近似，
如图２（ａ）所示。然而在针对内波的表面波特性研
究时，就需要考虑自由面（ｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅ，ＦＳ）影响，如
图２（ｂ）所示。本节中，针对三种内波理论分别给
出了刚盖近似下以及保留自由面的理论方程。

（ａ）刚盖近似下
（ａ）Ｕｎｄｅｒｒｉｇｉｄｌｉｄ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

　　　　
（ｂ）考虑自由面
（ｂ）Ｗｉｔｈｆｒｅｅ
ｓｕｒｆａｃｅ

图２　两层流体系统示意图
Ｆｉｇ．２　Ｓｋｅｔｃｈｏｆａｔｗｏｌａｙｅｒｆｌｕｉｄｓｙｓｔｅｍ

２．１　ＫｄＶ内波理论

对于密度分层海洋中内波的传播演化特性，

主要用两个参数衡量，即代表非线性的参数 ε和
代表色散性的参数μ。对于两层有限深度流体系
统，定义 ε＝ａ／ｈ１（ａ为波幅），μ＝（ｈ１＋ｈ２）／λ（λ
为特征波长）。当 ε＝Ｏ（μ２）１（即弱非线性和
弱色散性且二者平衡假定）时，根据两层流体间

内波控制方程可以推导出经典的ＫｄＶ方程［１４］：

ζ１，ｔ＋ｃ０ζ１，ｘ＋ｃ１ζ１ζ１，ｘ＋ｃ２ζ１，ｘｘｘ＝０ （６）
其中，ζ１为两层流体间内界面位移，对于刚盖近似
下的两层流体系统，如图２（ａ）所示，ｃ０、ｃ１和ｃ２为：

ｃ０＝
ｇｈ１ｈ２（ρ２－ρ１）
ρ１ｈ２＋ρ２ｈ槡 １

ｃ１＝
－３ｃ０（ρ１ｈ

２
２－ρ２ｈ

２
１）

２ｈ１ｈ２（ρ１ｈ２＋ρ２ｈ１）

ｃ２＝
ｃ０ｈ１ｈ２（ρ１ｈ１＋ρ２ｈ２）
６（ρ１ｈ２＋ρ２ｈ１















）

（７）

对于保留自由面的两层流体系统，如图２（ｂ）
所示，ｃ１和ｃ２存在差异

［１５］，具体表示为：

ｃ１＝
３ｃ０
２ｈ２
１＋珋ρｈ１ｈ

２
２／ｓ

３

１＋珋ρｈ１ｈ２／ｓ
２

ｃ２＝
ｃ０ｈ

２
２

６
１＋珋ρ珔ｈ（３＋３ｈ１／ｓ＋ｈ

２
１／ｓ

２）

１＋珋ρｈ１ｈ２／ｓ










２

（８）

其中，ｓ＝ｃ２０／ｇ－ｈ１，珋ρ＝ρ１／ρ２，珔ｈ＝ｈ１／ｈ２。
在内波特性的研究上，ＫｄＶ内波理论显示了

较好的适用性［１６］。Ｇｒｕｅ等［１７］发现 ＫｄＶ内波理
论可以准确描述波幅 ε＜０４范围内的内孤立波
波形等特性，然而对于大幅强非线性内孤立波，

ＫｄＶ内波理论难以给出让人满意的结果。黄文
昊等［１８］和邹丽等［１９］在内波理论适用范围的研究

中也得到了类似的结论。这是由于传统的 ＫｄＶ
内波理论仅保留了平方非线性项，伴随着内孤立

波的波幅增大，其非线性在增强，高阶非线性项的

贡献愈发显著，同时，内孤立波的非线性和色散性

也可能不再平衡，最终导致了传统的ＫｄＶ理论不
再适用。

为了进一步改善传统ＫｄＶ内波理论的性能，
通过 引 入 三 阶 非 线 性 项，可 以 得 到 ｅＫｄＶ
（ｅｘｔｅｎｄｅｄＫｄＶ）内波理论［２０］。研究表明，ｅＫｄＶ
内波理论在波幅上的适用范围更广，能准确描述

稍大波幅的内孤立波波形等特性，但对于超出了

其极限波幅的内孤立波，ｅＫｄＶ内波理论则无法
适用。

需要注意的是，当上、下层流体的厚度比 ｈ１／

ｈ２达到临界值 ρ１／ρ槡 ２时，式（７）中ｃ１的值为０，这
就导致了ＫｄＶ及ｅＫｄＶ内波理论不再适用。为了
弥补这一缺陷，Ｍａｃｈａｌｌｅｔ和 Ｂａｔｈｅｌｅｍｙ［２１］通过对
ＫｄＶ内波理论进行修正，得到了 ｍＫｄＶ（ｍｏｄｉｆｉｅｄ
ＫｄＶ）内波理论。

ＫｄＶ内波理论及其扩展理论，被广泛应用于
内波的生成、传播以及演化等问题上。Ｍｅｌｖｉｌｌｅ
等［２２］建立了两层流体间 ｆＫｄＶ（ｆｏｒｃｅｄＫｄＶ）内波
理论，用于模拟局部地形上的正压潮流生成内波。

该理论可以用来研究流速以及海底地形特征对生

成内波特性的影响［２３］。针对内波的传播与演化

问题，ＫｄＶ内波理论被应用于分析内孤立波在陆
坡陆架地形上的传播演化特性，包括极性转变、变

形和分裂等［２４－２５］。Ｃａｉ等［２６］利用改进 ｅＫｄＶ方
程，建立内孤立波规范化长波传播方程，用于模拟

南海陆坡处的内孤立波，发现内波在传播过程中

受到耗散作用和海底地形的影响。

在工程问题上，ＫｄＶ内波理论也有着广泛的
应用。尤云祥等［２７－２８］将 Ｍｏｒｉｓｏｎ公式与 ｍＫｄＶ
内波理论结合，研究了内孤立波作用下半潜和张

力腿平台的动力响应问题。黄苗苗等［２９］将 ＫｄＶ
内波理论与雷诺平均纳维 －斯托克斯（Ｒｅｙｎｏｌｄｓ
ａｖｅｒａｇｅｄＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ，ＲＡＮＳ）方程方法相结合，
研究了内波对水下航行体的水动力性能影响。

Ｘｕａｎ等［３０］基于 ｅＫｄＶ理论和 Ｍｏｒｉｓｏｎ公式，建立
了内孤立波对水下细长体作用力的理论模型，给

出了振幅和潜深要素对作用力的影响。Ｗａｎｇ
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等［３１］进一步基于实验结果，给出了 ｅＫｄＶ内波理
论下Ｍｏｒｉｓｏｎ公式中拖曳力系数和惯性力取值与
雷诺数之间的对应关系。

ＫｄＶ内波理论由于其形式简单且适用范围
广，在对内波现象的解释以及相关机理研究中有

着本质性的作用，同时在实际工程应用中是处理

内波问题时使用最为广泛的内波理论。然而，由

于其推导过程中引入的弱非线性假设，导致其难

以描述大幅内波的强非线性特征。正如 Ｈｅｌｆｒｉｃｈ
等［３２］指出，尽管 ＫｄＶ理论在超出其适用范围外
也能体现出较好的适用性，为了精确地描述大幅

内波的特性，仍然需要有强非线性的内波理论。

２．２　ＭＣＣ内波理论

为 了 描 述 大 幅 内 波 的 强 非 线 性，

Ｍｉｙａｔａ［３３－３４］、Ｃｈｏｉ等［３５］基于浅水长波假设（ｈ１／
λ１，ｈ２／λ１），引入刚盖近似，如图２（ａ）所示，
得到了层平均方程［３６］，进一步推导出了 ＭＣＣＲＬ
内波理论为：

ηｉ，ｔ＋（ηｉ珔ｕｉ），ｘ＝０ （９）

　珔ｕｉ，ｔ＋珔ｕｉ珔ｕｉ，ｘ＋ｇζ１，ｘ＝－
Ｐ，ｘ
ρｉ
＋１３ηｉ

（η３ｉＧｉ），ｘ （１０）

其中：ｉ＝１，２；珔ｕ１和 珔ｕ２是上、下层流体的层平均速
度；Ｇ１和Ｇ２是自定义函数。

珔ｕ１ ｘ，( )ｔ＝
１
η１∫

ｈ１

ζ１
ｕ１ ｘ，ｚ，( )ｔｄｚ （１１）

Ｇ１＝珔ｕ１，ｘｔ＋珔ｕ１珔ｕ１，ｘｘ－ 珔ｕ１，( )ｘ
２ （１２）

珔ｕ２和Ｇ２的表示与式（１１）和式（１２）类似。
当考虑内波的自由面效应时，如图 ２（ｂ）所

示，Ｃｈｏｉ等［３７］和 Ｂａｒｒｏｓ等［３８］推导出了 ＭＣＣＦＳ
内波理论。

ηｉ，ｔ＋（ηｉ珔ｕｉ），ｘ＝０　ｉ＝１，２ （１３）

珔ｕ１，ｔ＋珔ｕ１珔ｕ１，ｘ＋ｇζ０，ｘ＝
１
η１
１
３η

３
１Ｇ( )１

，ｘ
－　

１
η１
１
２η

２
１Ｄ
２
１ζ( )１

，ｘ
＋ １
２η１Ｇ１－Ｄ

２
１ζ( )１ ζ１，ｘ （１４）

　珔ｕ２，ｔ＋珔ｕ２珔ｕ２，ｘ＋ｇ
ρ１
ρ２
η１＋ζ( )１

，ｘ

＝１
η２
１
３η

３
２Ｇ( )２

，ｘ
＋
ρ１
ρ２
１
２η

２
１Ｇ１－η１Ｄ

２
１ζ( )１

，ｘ

（１５）
其中，Ｄｉ≡ｔ＋珔ｕｉｘ。需要指出的是，在弱非线性
条件下，对于单向波，ＭＣＣ内波理论可以转化为
ＫｄＶ内波理论，具体的推导过程可以参考
Ｃｈｏｉ等［３５］。

在ＭＣＣ内波理论中，由于引入了层平均速度
这一概念，难以准确刻画内波的速度场，为了解决

这一问题，Ｃａｍａｓｓａ等［３９］基于 ＭＣＣＲＬ内波理论
得到的内波波面，给出了上、下层流体质点的水平

速度沿垂向分布的计算方法。赵彬彬等［４０］将其

应用于 ＭＣＣＦＳ内波理论的速度场研究上，得到
的速度场结果与邹丽等［４１］开展的物理实验结果

吻合得很好。

在描述浅水模式（ｈ１／λ１，ｈ２／λ１）下两层
流体间大幅内波稳态特性上，ＭＣＣ内波理论的准
确性已经得到了相当多物理实验的验证［１５，４１－４３］。

正因如此，ＭＣＣ内波理论被应用到内波的传播演
化等问题的研究中。针对内波在地形上的传播问

题，Ｊｏ等［４４］采用ＭＣＣＲＬ内波理论详细描述了内
波的变形过程，并指出对于大幅内孤立波的动力

学特性，弱非线性模型是不适用的。针对内波相

互作用问题，Ｊｏ等［４５］对两个等幅内孤立波的迎面

碰撞问题进行了研究，Ｃｈｏｉ等［４６］模拟了内孤立波

追赶碰撞的过程。ＬａＦｏｒｇｉａ等［４７－４８］研究了背景

流对内孤立波波形和波速等特性的影响。Ｚｈａｏ
等［４９－５０］分别将 ＭＣＣＲＬ内波理论和 ＭＣＣＦＳ内
波理论应用到海底运动物体兴波问题的研究上。

在两层流体间内波的时域模拟上，不同于表

面波，由于界面上速度的不连续性，无黏模型会受

到ＫＨ（ＫｅｌｖｉｎＨｅｌｍｈｏｌｔｚ）不稳定性的影响，导致
难以模拟波幅足够大的内孤立波演化过程。Ｊｏ
等［４４］对ＭＣＣＲＬ内波理论下的内孤立波进行了
局部稳定性分析，并研究了 ＫＨ不稳定性机制。
为了消除ＫＨ不稳定性带来的高频短波的影响，
Ｊｏ等［４５］将傅里叶滤波器应用到数值模拟中，结果

表明大振幅内孤立波可以稳定传播且不改变形

式，并且质量和能量守恒性良好。另外，通过将

ＭＣＣ内波理论进行正则化，同样可以消除不稳定
性影响［５１－５２］。

ＭＣＣ内波理论同样可以应用于实际工程问
题中，高原雪等［５３］基于 ＭＣＣ内波理论，将上、下
层平均水平速度为入口条件，建立了两层流体中

内孤立波生成与传播的 ＣＦＤ数值水槽方法。Ｘｉｅ
等［５４］将ＭＣＣ内波理论与 Ｍｏｒｉｓｏｎ公式相结合，研
究了内孤立波作用在小尺度杆件的载荷特性问

题，并指出如果采用 ＫｄＶ内波理论，内波力将被
低估。马孟达等［５５］将ＭＣＣ内波理论应用到张力
腿平台在海洋内孤立波中的动态载荷、运动响应

以及张力腿张力变化特性等问题的研究上。

ＭＣＣ内波理论是当前国际流行的强非线性
内波理论，在描述大幅内波的强非线性特性以及

研究大幅内波传播演化机理时，其作用是不可忽

略的。然而，受限于其推导过程中的浅水长波假
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设，ＭＣＣ内波理论仅适用于浅水模式内波问题。
尽管Ｃｈｏｉ［５６－５７］将ＭＣＣ内波理论扩展到二阶，使
其在对深水模式（ｈ１／λ１，ｈ２／λ＝Ο（１））内波的
描述上有所改善，但是仍旧难以准确描述深水模

式下的大幅内波特性［５８］。

２．３　层析内波理论

对于深水模式下的内波问题，ＭＣＣ内波理论
显然已经不再适用。然而，在某些海域，上下层厚

度相差较大，其密度剖面呈现“７”字型，上下层厚
度比ｈ１／ｈ２甚至可以达到１／５０

［５９］。

为了研究深水模式下的大幅内波，Ｚｈａｏ
等［６０］基于Ｗｅｂｓｔｅｒ等［６１］推导出的层析水波理论，

将其拓展到两层流体内波问题上，建立了引入刚

盖近似假定的层析内波理论。通过对其线性色散

关系的研究，表明层析内波理论对浅水模式和深

水模式下的大幅内孤立波均能准确描述［６２］。

层析内波理论的基础是层析水波理论，其概

念源于连续介质力学中的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ理论，最先由
Ｇｒｅｅｎ等［６３］应用到水波问题的研究上，其特点是

在推导过程中没有引入任何小参数，只是引入了

流体层速度假设，因此，层析水波理论是一个强非

线性、强色散性波浪模型。

作为层析水波理论在两层系统中的扩展，层

析内波理论同样兼备强非线性、强色散性。在层

析内波理论中，假定上、下层流体质点的水平及垂

向速度沿垂向均以多项式形式变化，即

ｕｉ（ｘ，ｚ，ｔ）＝∑
Ｋｉ－１

ｎ＝０
ｕｎ，ｉ（ｘ，ｔ）ｚ

ｎ

ｗｉ（ｘ，ｚ，ｔ）＝∑
Ｋｉ

ｎ＝０
ｗｎ，ｉ（ｘ，ｔ）ｚ

{ ｎ

　ｉ＝１，２

（１６）
其中：Ｋｉ是正整数，代表上、下层流体所选用的层
析理论的级别；ｕｎ，ｉ和 ｗｎ，ｉ分别为待求的水平及垂
向速度系数。这个速度假设是层析内波理论的核

心，给出了水深方向的速度变化。通过构造合适

的多项式，层析内波理论可以准确描述各种环境

下的流场特性。

Ｚｈａｏ等［６０］将该速度假设代入两层流体间内

波控制方程中，推导得到了刚盖近似下的层析内

波理论。

　ζ１，ｔ＝∑
Ｋｉ

ｎ＝０
（ｗｎ，ｉ－ｕｎ，ｉζ１，ｘ）ζ

ｎ
１　ｉ＝１，２ （１７）

Ｍ１，２＋
ρ１
ρ２
（ζ１＋ｈ２）（Ｇ０，１＋ｇＳ１０，１），ｘ－

ρ１
ρ２
ζ１＋ｈ２
ｈ１－ζ１

Ｍ１，１ ＝０ （１８）

　
Ｍｎ，１
ｈｎ１－ζ

ｎ
１
－
Ｍｎ－１，１
ｈｎ－１１ －ζｎ－１１

＝０　ｎ＝２，３，…，Ｋ１

（１９）

　
Ｍｎ，２
ζｎ１＋ｈ

ｎ
２
－
Ｍｎ－１，２
ζｎ－１１ ＋ｈｎ－１２

＝０　ｎ＝２，３，…，Ｋ２

（２０）
其中：

Ｍｎ，ｉ＝（Ｇｎ，ｉ＋ｇＳ１ｎ，ｉ），ｘ＋ｎＥｎ－１，ｉ－

ζｎ１（Ｇ０，ｉ＋ｇＳ１０，ｉ），ｘ　ｎ＝１，２，…，Ｋｉ；ｉ＝１，２

（２１）
关于Ｇｎ，ｉ，Ｓ１ｎ，ｉ，Ｅｎ，ｉ和ｗｎ，ｉ的定义可以参考层

析内波理论书籍［６４］，这里由于篇幅原因不再赘

述。式（１７）～（２０）中共包含Ｋ１＋Ｋ２＋１个方程，
未知数包括ζ１，ｕｎ，１（ｎ＝０，…，Ｋ１－１）和ｕｎ，２（ｎ＝
０，…，Ｋ２－１），同样也是Ｋ１＋Ｋ２＋１个，方程个数
和未知数个数相同，方程组封闭可解。

当考虑自由面影响时，Ｚｈａｏ等［６５］给出了保

留自由面的层析内波理论。

ζ０，ｔ＝∑
Ｋ１

ｎ＝０
（ｗｎ，１－ｕｎ，１ζ０，ｘ）ζ

ｎ
０ （２２）

ζ１，ｔ＝∑
Ｋ２

ｎ＝０
（ｗｎ，２－ｕｎ，２ζ１，ｘ）ζ

ｎ
１ （２３）

Ｍｎ，１ ＝０　ｎ＝１，２，…，Ｋ１ （２４）

Ｍｎ，２＋［ζ
ｎ
１－（－ｈ

ｎ
２）］
ρ１
ρ２
（Ｇ０，１＋ｇＳ１０，１）＝０

ｎ＝１，２，…，Ｋ２ （２５）
其中，Ｍｎ，１和Ｍｎ，２中的Ｇｎ，ｉ等系数的定义与刚盖近
似下略有不同，具体可以参考层析内波理论书

籍［６６］。式（２２）～（２５）中方程个数为 Ｋ１＋Ｋ２＋２
个，未知数为 ζ０，ζ１，ｕｎ，１（ｎ＝０，…，Ｋ１ －１）和
ｕｎ，２（ｎ＝０，…，Ｋ２－１），同样也是 Ｋ１＋Ｋ２＋２个，
方程组封闭可解。

需要注意的是，在ＭＣＣ内波理论中引入了层
平均速度，得到的上、下层水平速度沿垂向是相同

的。在第一级别的层析内波理论中，即 Ｋ１＝Ｋ２＝
１，同样假定上、下层流体的水平速度沿水深方向
均为常数，两者本质上相同。并且，ＭＣＣ内波理
论得到的线性色散关系结果与第一级别层析内波

理论的线性色散关系结果也是一致的［６６］。因此，

ＭＣＣ内波理论可视为第一级别的层析内波理论。
为了证明两者的一致性，从层析内波理论的

速度假设出发，给出了一种第一级别层析内波理

论的推导方式。以保留自由面的第一级别层析内

波理论方程为例，此时坐标轴放在内界面上，在

式（１６）中，当Ｋｉ＝１时，即为第一级别层析内波理
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论速度假设。将其代入质量守恒方程（１），可以
得到垂向速度系数与横向速度系数的关系：

ｗ１，ｉ＝－ｕ０，ｉ，ｘ　ｉ＝１，２ （２６）
将第一级别层析内波理论速度假设和

式（２６）代入两层流体间内波问题的边界条
件（４），可得到：
　ζ０，ｔ＋（ｕ０，１ζ０），ｘ＝ｗ０，１　ｚ＝ｈ１＋ζ０（ｘ，ｔ） （２７）

ζ１，ｔ＋（ｕ０，１ζ１），ｘ＝ｗ０，１　ｚ＝ζ１（ｘ，ｔ） （２８）
ζ１，ｔ＋（ｕ０，２ζ１），ｘ＝ｗ０，２　ｚ＝ζ１（ｘ，ｔ） （２９）

－ｕ０，２，ｘｈ２＝ｗ０，２　ｚ＝－ｈ２ （３０）
联立式（２７）和式（２８）可以消掉 ｗ０，１，联立式（２９）
和式（３０）可以消掉ｗ０，２，整理可以得到：

ηｉ，ｔ＋（ηｉｕ０，ｉ），ｘ＝０　ｉ＝１，２ （３１）
将速度假设代入水平动量守恒方程（２），并

沿垂向积分可以得到：

（ｕ０，１，ｔ＋ｕ０，１ｕ０，１，ｘ）ρ１η１ ＝－∫
ｈ１＋ζ０

ζ１
ｐ１ｄ( )ｚ

，ｘ
－ζ１，ｘ珋ｐ１

（ｕ０，２，ｔ＋ｕ０，２ｕ０，２，ｘ）ρ２η２ ＝－∫
ζ１

－ｈ２
ｐ２ｄ( )ｚ

，ｘ
＋ζ１，ｘ^ｐ{

２

（３２）
可以看出，在式（３２）中，压力项阻止了方程

的闭合。接下来需要通过垂向动量守恒方程来消

掉压力项。

类似于 ＭＣＣ内波理论中 Ｄｉ的定义，这里定
义Ｂｉ≡ｔ＋ｕ０，ｉｘ，代入式（２８）和式（３０）有：

ｗ０，１＝Ｂ１ζ１＋ｕ０，１，ｘζ１
ｗ０，２＝－ｕ０，２，ｘｈ{

２

（３３）

将速度假设及式（３３）代入垂向动量守恒方
程（３），可以得到：

Ｂ２１ζ１＋Ｊ１ζ１－Ｊ１ｚ＝－
１
ρ１
ｐ１，ｚ－ｇ

Ｊ２·（－ｈ２）－Ｊ２ｚ＝－
１
ρ２
ｐ２，ｚ－{ ｇ

（３４）

类似于Ｇ１和Ｇ２，Ｊ１和Ｊ２的定义为：
　Ｊｉ＝ｕ０，ｉ，ｘｔ＋ｕ０，ｉｕ０，ｉ，ｘｘ－（ｕ０，ｉ，ｘ）

２　ｉ＝１，２ （３５）
对式（３４），沿垂向进行积分，整理可以得到

珋ｐ１和 珋ｐ２的表达式。

珋ｐ１＝ρ１ η１Ｂ
２
１ζ１－

１
２η

２
１２Ｊ１＋ｇη( )１

珋ｐ２＝ρ２ －
１
２η

２
２Ｊ２＋ｇη( )２ ＋^ｐ{

２

（３６）

对式（３４），左右同时乘以ｚ后，再沿垂向进行
积分，并代入 珋ｐ１和 珋ｐ２的表达式，可以得到：
１
ρ１∫

ｈ１＋ζ０

ζ１
ｐ１ｄｚ＝

１
２η

２
１Ｂ
２
１ζ１－

１
３Ｊ１η

３
１＋
１
２ｇη

２
１

１
ρ２∫

ζ１

－ｈ２
ｐ２ｄｚ＝－

１
３Ｊ２η

３
２＋
１
２ｇη

２
２＋
１
ρ２
ｐ^２η

{
２

（３７）

将式（３６）、式（３７）代入积分后的水平动量守
恒方程式（３２），并根据内界面压力连续条件（５），
可以消掉压力相关项，得到：

ｕ０，１，ｔ＋ｕ０，１ｕ０，１，ｘ＋ｇζ０，ｘ＝
１
η１
１
３η

３
１Ｊ( )１

，ｘ
－

１
η１
１
２η

２
１Ｂ
２
１ζ( )１

，ｘ
＋ １
２η１Ｊ１－Ｂ

２
１ζ( )１ ζ１，ｘ （３８）

ｕ０，２，ｔ＋ｕ０，２ｕ０，２，ｘ＋ｇζ１，ｘ＝
１
η２
１
３η

３
２Ｊ( )２

，ｘ
＋

ρ１
ρ２
１
２η

２
１Ｊ１－η１Ｂ

２
１ζ１－ｇη( )１

，ｘ
（３９）

式（３１）、式（３８）及式（３９）构成了保留自由面
的第一级别层析内波理论方程。由于 ｕ０，１、ｕ０，２与
珔ｕ１、珔ｕ２本质上是相同，Ｊ１、Ｊ２、Ｂ１、Ｂ２也与ＭＣＣ内波
理论中的Ｇ１、Ｇ２、Ｄ１、Ｄ２相同，由此第一级别层析
内波理论方程与ＭＣＣＦＳ内波理论方程是完全相
同的。然而，两者的推导方式是完全不同的，因

此，本文从数学推导的角度证明了ＭＣＣ内波理论
即为第一级别的层析内波理论。

通过层析内波理论结果与大幅内孤立波物理

实验测量值的对比，层析内波理论可以对浅水模

式和深水模式下的大幅内孤立波均进行准确的描

述［６５］，其收敛结果与欧拉解基本一致［６０］。在对

实际海洋内波的描述上，赵彬彬等［６６］将层析内波

理论应用到了南海实际内波波形和流场上，给出

的结果与实测值有很好的一致性。在对复杂环境

中内波问题的研究上，层析内波理论展现了良好

的性能。王战［６７］基于层析内波理论开展了两层

流体间内孤立波在线性和非线性形式的背景剪切

流中的波形、速度场和波速等特性进行研究，探究

背景剪切流对孤立波特性的影响。Ｚｈａｎｇ等［６８］

对两层流体间内波与表面波迎面碰撞问题开展了

数值研究，并给出了演化过程。杨金鑫等［６９］对上

凸内孤立波迎面碰撞开展数值模拟，分析了波幅

与碰撞过程界面最大起伏之间的关系。

由于层析内波理论的公式及其数值求解较为

复杂，这就导致层析内波理论尚未广泛应用到工

程问题上。并且相对于ＭＣＣ内波理论，在数值模
拟尤其是时域模拟上，高级别层析内波理论的计

算耗时相对较长。因此，在处理浅水模式内波问

题时，ＭＣＣ内波理论就可以满足精度要求。为了
解决层析内波理论计算耗时较长这一问题，张天

钰等［７０］提出了一种伴随内波平移的移动计算域

方法，与传统的全域模拟相比，显著缩短了计算时

间，提高了计算效率。

目前，相比于 ＫｄＶ内波理论与 ＭＣＣ内波理
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论，层析内波理论的数值研究及工程实际问题应

用相对较少。然而，作为一种强非线性且同时适

用于浅水模式以及深水模式的内波理论，其在处

理复杂环境场中内波问题上有着极大优势。随着

内波问题的复杂化，层析内波理论必将展示出其

良好的性能。

为了更直观地对比这三种内波理论，在表１
中给出了三种内波理论的适用性。

表１　两层流体间内波理论适用性
Ｔａｂ．１　Ａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｗｏｌａｙｅｒｉｎｔｅｒｎａｌｗａｖｅｔｈｅｏｒｙ

模式
ＫｄＶ

内波理论

ＭＣＣ
内波理论

层析

内波理论

非线性 弱 强 强

水深模式 浅水 深水 浅水／深水

３　三层流体间内波理论

在忽略密度跃层的情况下，两层流体间内波

理论可以对内波的生成演化特性及其强非线性特

征等进行相当准确的描述。然而，对于密度跃层

较厚导致难以忽略的情况，如我国南海曾监测到

厚度达４５９ｍ的密度跃层［７１］，或者高模态内波

（振幅垂向结构拥有多个极值点）特性等问

题［７２－７５］，两层流体间内波理论已经不再适用。因

此，就需要开展三层甚至多层流体间内波的理论

数值研究。

在三层流体间内波理论中，根据实际海域（我

国台湾北部海域）海水密度沿水深方向的变化（如

图３（ａ）［７６］所示），可以采取不同的分层形式，如三
层常密度分层（如图３（ｂ）所示）以及三层连续密度
分层（如图３（ｃ）所示）。针对这两种分层形式下的
内波理论，分析了其各自的优势及局限性，为三层

流体间内波问题的研究提供理论基础。

３．１　三层常密度分层

由于实际海洋中的密度层结大致是一个三层

结构，因此，近年来在内波问题的研究中开始逐渐

由两层流体内波理论转向三层流体内波理论。对

于三层常密度分层（如图３（ｂ）所示）下的内波理
论，可以将其视为两层流体间内波理论的扩展，其

推导过程以及控制方程在形式上与两层流体间内

波理论类似，这里不再赘述。

关于三层流体间 ＫｄＶ内波理论，朱勇［７７］在

考虑自由面的三层流体系统中，采用约化摄动方

法，推导得到了各界面所遵循的 ＫｄＶ方程，并讨
论了流体厚度对内孤立波的影响。Ｂａｒｒｏｓ等［７８］

（ａ）实际密度沿

水深变化［７６］

（ａ）Ｐｒａｃｔｉｃａｌｄｅｎｓｉｔｙ
ｃｈａｎｇｅａｌｏｎｇｔｈｅ

ｗａｔｅｒｄｅｐｔｈ［７６］

　

（ｂ）三层常
密度分层

（ｂ）Ｔｈｒｅｅｌａｙｅｒ
ｃｏｎｓｔａｎｔｄｅｎｓｉｔｙ
ｓｔｒａｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

　

（ｃ）三层连续
密度分层

（ｃ）Ｔｈｒｅｅｌａｙｅｒ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｄｅｎｓｉｔｙ
ｓｔｒａｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

图３　我国台湾北部海域的密度沿水深分布
及两种密度近似方法

Ｆｉｇ．３　Ｄｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅｗａｔｅｒｄｅｐｔｈｏｆｔｈｅ
ｎｏｒｔｈｅｒｎｓｅａａｒｅａｏｆＣｈｉｎｅｓｅＴａｉｗａｎａｎｄ
ｔｈｅｔｗｏｄｅｎｓｉｔｙａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ

则是推导了刚盖近似下的三层流体间 ＫｄＶ内波
理论。

关于三层 ＭＣＣ内波理论，最早由 Ｃｈｏｉ［７９］基
于浅水长波假设，推导了考虑自由面的多层流体

间的 ＭＣＣ内波理论。Ｊｏ等则是［８０］基于三层

ＭＣＣ内波理论，研究了中间层的厚度对波形和波
速的影响。Ｂａｒｒｏｓ等［７８］将三层 ＭＣＣ内波理论应
用到第二模态内波特性的数值研究上，讨论了弱

非线性模型无法捕捉到的强非线性特征，并指出

了在弱非线性假设下，三层ＭＣＣ内波理论同样可
以退化为三层ＫｄＶ内波理论。Ｄｏａｋ等［８１］则进一

步研究了不同参数对生成的大幅第二模态内孤立

波特性的影响。

关于三层层析内波理论，Ｚｈａｎｇ等［８２］将两层

层析内波理论扩展到三层，并对三层流体间第一

模态内波以及第二模态内波开展了数值模拟与物

理实验。通过对比发现，三层层析内波理论可以

准确模拟三层流体间内波特性。王战［６７］将三层

层析内波理论应用于内孤立波在线性背景剪切流

和非线性背景剪切流中的特性研究中。

在三层常密度分层内波理论中，通过将密度

跃层近似为一层常密度流体，解决了两层流体内

波理论无法研究高模态内波的困难。并且，这种

密度间断，对于研究不相溶流体系统中的界面波

提供了很好的近似。然而，由于在内界面存在密

度跳跃，存在ＫＨ不稳定性。
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３．２　连续密度分层

由于实际海洋中密度是连续变化的，采用连

续密度分层（如图３（ｃ）所示）下的内波理论更符
合实际物理海洋特性，同时也可以消除常密度分

层带来的不良影响。

在密度连续变化的内波理论中，ＤＪＬ内波理
论［８３］作为一种完全非线性内波理论，可以用于研

究连续分层流体中的大幅强非线性内孤立波。当

ζ（ｘ，ｔ）表示等密度位移时，在 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ近似下，
ＤＪＬ内波理论可以表示为：

!

２ζ＋Ｎ
２（ｚ－ζ）
ｃ２

η＝０ （４０）

其中，Ｎ为浮频率，ｃ为内波的波速。对于 ＤＪＬ内
波理论的求解，可以参考 Ｄｕｎｐｈｙ等［８４］给出的利

用谱方法求解策略及开源代码。

ＤＪＬ内波理论适用于描述定常问题，且具备较
高的计算精度，被广泛应用于稳态情况下的大幅内

波的研究，比如不同背景剪切流场中的内波特

性［８５－８７］。Ｓｔａｓｔｎａ等［８８］研究了旋转对于大幅内波

的影响，发现能量从主波向非线性内波能量尾部的

转移是一个普遍特征。Ｐｒｅｕｓｓｅ等［８９］对不同密度

层结下的内孤立波的极限波幅和破坏机制进行了

研究，与实海观测结果对比，发现模拟的极限波幅

可以很好地预测出破碎的临界波高。Ｘｕ等［９０］则

是通过比较ＤＪＬ内波理论与三层ＭＣＣ内波理论，
研究了密度间断对数值模拟精度带来的影响。

需要指出的是，尽管 ＤＪＬ内波理论在求解密
度连续分层中的大幅内波上等价于欧拉解，但是

ＤＪＬ内波理论仅适用于定常问题，无法用于研究
内波的生成、传播与演化特性等。

为了直观地比较本节中介绍的四种三层流体

间内波理论，表２中给出了不同内波理论各自的
适用性。

表２　三层流体间内波理论适用性
Ｔａｂ．２　Ａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｒｅｅｌａｙｅｒｉｎｔｅｒｎａｌｗａｖｅｔｈｅｏｒｙ

模式

三层

ＫｄＶ内
波理论

三层

ＭＣＣ内
波理论

三层

层析内

波理论

ＤＪＬ内
波理论

分层

形式
间断 间断 间断 连续

非线性 弱 强 强 强

水深

模式
浅水 深水

浅水／
深水

浅水／
深水

定常／
非定常

定常／
非定常

定常／
非定常

定常／
非定常

定常

４　总结与展望

针对两层及三层流体间内波理论，本文选取

了应用广泛的内波理论，包括 ＫｄＶ内波理论、
ＭＣＣ内波理论、层析内波理论以及 ＤＪＬ内波理
论，较为全面地评述其研究进展，介绍其模型方

程、适用性以及局限性，以供研究者选择。其中，

ＫｄＶ内波理论相当于 ＭＣＣ内波理论在弱非线性
条件下的退化，ＭＣＣ内波理论相当于第一级别的
层析内波理论。同时，本文以数学推导的角度，从

层析内波理论的速度假设出发，给出了第一级别

层析内波理论的一种推导方式，最终得到了和

ＭＣＣ内波理论相同的方程。
需要指出的是，目前对于两层流体间内波问

题的研究工作已经相当丰富。对于三层流体间内

波问题的研究相对不足，随着研究的深入，内波问

题更为复杂，对于研究工作的要求更高，挑战更

大。针对两层及三层流体间内波问题，以下两个

研究方向值得关注。

１）三维内波问题。三维内波问题相比于二
维内波问题更为复杂，同时其研究较少。目前，关

于三维内波的研究存在一些局限性，如 ＫＰ
（ＫａｄｏｍｔｓｅｖＰｅｔｖｉａｓｈｖｉｌｉ）方程是各向异性且单向
传播的模型［９１－９２］，ＢＬ（ＢｅｎｎｅｙＬｕｋｅ）方程是一个
弱非线性的模型［９３］，这就导致在三维内波问题的

研究上存在不足。因此，发展适用性强的三维内

波理论用于模拟三维海底地形对内波特性的影响

以及三维海底滑坡生成内波机制等三维问题是目

前亟须解决的。

２）内波在复杂海洋环境中的传播、演化问
题。实际海洋环境更为复杂，内波在传播过程中

会受到海底地形、近海岸区的沿岸流和潮流以及

风浪等环境影响，这些复杂的海洋环境会对内波

特性产生影响，如内波的极性转化等问题。尽管

目前已经开展了单一因素对内波特性的影响研

究，如地形的影响［４４］以及背景剪切流的影响［６７］

等，但是复杂海洋环境带来的耦合作用尚需进一

步研究，内波在复杂海洋环境中的传播、演化问题

也需要进一步探明。
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ｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙａｍｏｖｉｎｇｂｏｔｔｏｍｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ［Ｊ］．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＦｌｕｉｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０２３，９６３：Ａ３２．

［５１］　ＣＨＯＩＷ，ＢＡＲＲＯＳＲ，ＪＯＴＣ．Ａｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄｍｏｄｅｌｆｏｒ

ｓｔｒｏｎｇｌｙｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｎｔｅｒｎａｌｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＦｌｕｉｄ

Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２００９，６２９：７３－８５．

［５２］　ＢＯＯＮＫＡＳＡＭＥＡ，ＭＩＬＥＷＳＫＩＰＡ．Ａｍｏｄｅｌｆｏｒｓｔｒｏｎｇｌｙ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒｌｏｎｇｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌｗａｖｅｓｗｉｔｈｂａｃｋｇｒｏｕｎｄｓｈｅａｒ［Ｊ］．

ＳｔｕｄｉｅｓｉｎＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１４，１３３（２）：１８２－２１３．

［５３］　高原雪，尤云祥，王旭，等．基于ＭＣＣ理论的内孤立波数

值模拟［Ｊ］．海洋工程，２０１２，３０（４）：２９－３６．

ＧＡＯＹＸ，ＹＯＵＹＸ，ＷＡＮＧＸ，ｅｔａｌ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ｆｏｒｔｈｅｉｎｔｅｒｎａｌｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｂａｓｅｄｏｎＭＣＣｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．Ｔｈｅ

ＯｃｅａｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１２，３０（４）：２９－３６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［５４］　ＸＩＥＪＳ，ＪＩＡＮＹＪ，ＹＡＮＧＬＧ．Ｓｔｒｏｎｇｌｙｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｎｔｅｒｎａｌ

ｓｏｌｉｔｏｎｌｏａｄｏｎａｓｍａｌｌｖｅｒｔｉｃａｌｃｉｒｃｕｌａｒｃｙｌｉｎｄｅｒｉｎｔｗｏｌａｙｅｒ

ｆｌｕｉｄｓ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＭｏｄｅｌｌｉｎｇ，２０１０，３４（８）：

２０８９－２１０１．

［５５］　马孟达，尤云祥，张新曙．海洋内孤立波作用下张力腿平

台动力响应特性［Ｊ］．水动力学研究与进展 Ａ辑，２０１６，

３１（２）：１３５－１４４．

ＭＡＭ Ｄ，ＹＯＵＹＸ，ＺＨＡＮＧＸＳ．Ｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆａｔｅｎｓｉｏｎｌｅｇｐｌａｔｆｏｒｍｕｎｄｅｒｉｎｔｅｒｎａｌｓｏｌｉｔａｒｙ

ｗａｖｅｓ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＨｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ，２０１６，

３１（２）：１３５－１４４．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［５６］　ＣＨＯＩ Ｗ． Ｈｉｇｈｏｒｄｅｒ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｌｏｎｇ ｗａｖｅ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎａｎｄｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＦｌｕｉｄ

·３３１·
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Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２０２２，９４５：Ａ１５．

［５７］　ＣＨＯＩ Ｗ． Ｈｉｇｈｏｒｄｅｒ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｌｏｎｇ ｗａｖｅ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎａｎｄｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｐａｒｔ２．Ｉｎｔｅｒｎａｌ

ｗａｖｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＦｌｕｉｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０２２，９５２：Ａ４１．

［５８］　张天钰，赵彬彬，王泽航．ＭＣＣ内波模型的色散关系研

究［Ｃ］／／第三十一届全国水动力学研讨会论文集（上

册），２０２０：３１３－３１８．

ＺＨＡＮＧＴＹ，ＺＨＡＯＢＢ，ＷＡＮＧＺＨ．Ｓｔｕｄｙｏｎｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ

ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆＭＣＣｉｎｔｅｒｎａｌｗａｖｅｍｏｄｅｌ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ

Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎｔｈｅ３１ｓｔＮａｔｉｏｎａｌＨｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ（Ｖｏｌｕｍｅ

Ⅰ），２０２０：３１３－３１８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［５９］　檀大林，周济福，王旭．海洋密度剖面模型及其适用性研

究［Ｊ］．海洋科学进展，２０２１，３９（１）：３０－３６．

ＴＡＮＤＬ，ＺＨＯＵＪＦ，ＷＡＮＧＸ．Ａｍｏｄｉｆｉｅｄｄｅｎｓｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅ

ｍｏｄｅｌｏｆｓｅａｗａｔｅｒ［Ｊ］．ＡｄｖａｎｃｅｓｉｎＭａｒｉｎｅＳｃｉｅｎｃｅ，２０２１，

３９（１）：３０－３６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［６０］　ＺＨＡＯＢＢ，ＥＲＴＥＫＩＮＲＣ，ＤＵＡＮＷ Ｙ，ｅｔａｌ．Ｎｅｗ

ｉｎｔｅｒｎａｌｗａｖｅｍｏｄｅｌｉｎａｔｗｏｌａｙｅｒｆｌｕｉｄ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

Ｗａｔｅｒｗａｙ，Ｐｏｒｔ，Ｃｏａｓｔａｌ，ａｎｄＯｃｅａｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１６，

１４２（３）：０４０１５０２２．

［６１］　ＷＥＢＳＴＥＲＷ Ｃ，ＤＵＡＮＷ Ｙ，ＺＨＡＯＢＢ．ＧｒｅｅｎＮａｇｈｄｉ

ｔｈｅｏｒｙ，ｐａｒｔＡ：ＧｒｅｅｎＮａｇｈｄｉ（ＧＮ）ｅｑｕａｔｉｏｎｓｆｏｒｓｈａｌｌｏｗ

ｗａｔｅｒｗａｖｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｒｉｎｅＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ，

２０１１，１０（３）：２５３－２５８．

［６２］　王战，赵彬彬，段文洋．层析内波理论色散关系研

究［Ｃ］／／第三十一届全国水动力学研讨会论文集（上

册），２０２０：３４７－３５２．

ＷＡＮＧＺ，ＺＨＡＯＢＢ，ＤＵＡＮＷ Ｙ．Ｓｔｕｄｙｏｎｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ

ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＧｒｅｅｎＮａｇｈｄｉｉｎｔｅｒｎａｌｗａｖｅｍｏｄｅｌ［Ｃ］／／

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ ｔｈｅ ３１ｓｔ Ｎａｔｉｏｎａｌ

Ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ（ＶｏｌｕｍｅⅠ），２０２０：３４７－３５２．（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［６３］　ＧＲＥＥＮＡＥ，ＮＡＧＨＤＩＰＭ．Ａｄｅｒｉｖａｔｉｏｎｏｆｅｑｕａｔｉｏｎｓｆｏｒ

ｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｉｎｗａｔｅｒｏｆｖａｒｉａｂｌｅｄｅｐｔｈ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＦｌｕｉｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９７６，７８（２）：２３７－２４６．

［６４］　赵彬彬，段文洋．层析水波理论：ＧＮ波浪模型［Ｍ］．北

京：清华大学出版社，２０１４．

ＺＨＡＯＢＢ，ＤＵＡＮＷ Ｙ．ＧｒｅｅｎＮａｇｈｄｉｗａｖｅｔｈｅｏｒｙ：ＧＮ

ｗａｖｅｍｏｄｅｌ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＴｓｉｎｇｈｕａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，２０１４．

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［６５］　ＺＨＡＯＢＢ，ＷＡＮＧＺ，ＤＵＡＮＷＹ，ｅｔａｌ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌａｎｄ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｔｕｄｉｅｓｏｎｉｎｔｅｒｎａｌｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｗｉｔｈａｆｒｅｅ

ｓｕｒｆａｃｅ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＦｌｕｉｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０２０，８９９：Ａ１７．

［６６］　赵彬彬，段文洋，王战．非线性内波层析理论与源

码［Ｍ］．北京：清华大学出版社，２０２０．

ＺＨＡＯＢＢ，ＤＵＡＮＷＹ，ＷＡＮＧＺ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｎｔｅｒｎａｌｗａｖｅ

ＧｒｅｅｎＮａｇｈｄｉｔｈｅｏｒｙａｎｄｓｏｕｒｃｅｃｏｄｅ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｔｓｉｎｇｈｕａ

ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，２０２０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［６７］　王战．无流和有流情况下的海洋孤立波特性研究［Ｄ］．哈

尔滨：哈尔滨工程大学，２０２１．

ＷＡＮＧＺ．Ｏｎｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｏｃｅａｎｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｗｉｔｈａｎｄ

ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｕｒｒｅｎｔｓ［Ｄ］． Ｈａｒｂｉｎ： Ｈａｒｂｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０２１．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［６８］　ＺＨＡＮＧＴＹ，ＷＡＮＧＺＨ，ＷＡＮＧＺ，ｅｔａｌ．Ｏｎｈｅａｄｏｎ

ｃｏｌｌｉｓｉｏｎｏｆｔｈｅｄｅｐｒｅｓｓｉｏｎｉｎｔｅｒｎａｌｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅａｎｄｔｈｅ

ｅｌｅｖａｔｉｏｎｉｎｔｅｒｎａｌｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ３６ｔｈ

ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＷｏｒｋｓｈｏｐｏｎＷａｔｅｒＷａｖｅｓａｎｄＦｌｏａｔｉｎｇＢｏｄｉｅｓ，

２０２１：２５－２８．

［６９］　杨金鑫，赵彬彬，王战，等．基于层析内波理论的上凸型

内孤立波碰撞数值模拟研究［Ｊ］．中国造船，２０２２，

６３（２）：７８－８３．

ＹＡＮＧ ＪＸ，ＺＨＡＯ ＢＢ，ＷＡＮＧ Ｚ，ｅｔａｌ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｃｏｌｌｉｓｉｏｎｏｆｉｎｔｅｒｎａｌｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｗｉｔｈｃｏｎｖｅｘ

ｓｈａｐｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｈｉｇｈｌｅｖｅｌＧｒｅｅｎＮａｇｈｄｉｉｎｔｅｒｎａｌｗａｖｅ

ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．ＳｈｉｐｂｕｉｌｄｉｎｇｏｆＣｈｉｎａ，２０２２，６３（２）：７８－８３．

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［７０］　张天钰，刘娟，赵彬彬，等．基于层析内波理论的大幅内

孤立波快速时域模拟研究［Ｊ］．中国造船，２０２０，６１（增刊

２）：１－９．

ＺＨＡＮＧＴＹ，ＬＩＵＪ，ＺＨＡＯＢＢ，ｅｔａｌ．Ｆａｓｔｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆ

ｌａｒｇｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｉｎｔｅｒｎａｌｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｉｎｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｂａｓｅｄ

ｏｎｈｉｇｈｌｅｖｅｌＧｒｅｅｎＮａｇｈｄｉｔｈｅｏｒｙｏｆｉｎｔｅｒｎａｌｗａｖｅｓ［Ｊ］．

ＳｈｉｐｂｕｉｌｄｉｎｇｏｆＣｈｉｎａ，２０２０，６１（Ｓｕｐｐｌ２）：１－９．（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［７１］　ＶＩＥＩＲＡＧＳ，ＡＬＬＳＨＯＵＳＥＭＲ．Ｉｎｔｅｒｎａｌｗａｖｅｂｏｌｕｓｅｓａｓ

ｃｏｈｅｒｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｉｎａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙｓｔｒａｔｉｆｉｅｄｆｌｕｉｄ［Ｊ］．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＦｌｕｉｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０２０，８８５：Ａ３５．

［７２］　崔海吉，李志鑫，张猛，等．南海东沙岛北部第二模态内

孤立波特性研究［Ｊ］．中国海洋大学学报（自然科学版），

２０２１，５１（１１）：１６－２１．

ＣＵＩＨ Ｊ，ＬＩＺＸ，ＺＨＡＮＧ Ｍ，ｅｔａｌ．Ｓｔｕｄｙｏｎｔｈｅ

ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｍｏｄｅｉｎｔｅｒｎａｌｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｉｎｔｈｅ

ｎｏｒｔｈｏｆＤｏｎｇｓｈａＩｓｌａｎｄｏｆｔｈｅＳｏｕｔｈＣｈｉｎａＳｅａ［Ｊ］．

ＰｅｒｉｏｄｉｃａｌｏｆＯｃｅａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＣｈｉｎａ，２０２１，５１（１１）：

１６－２１．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［７３］　范文豪，宋海斌，龚屹，等．中美洲海域第二模态内孤立
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