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圆柱壳振动声辐射 ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ时域半解析法及特性分析
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摘　要：针对圆柱壳结构瞬态声振特性分析研究不足，结合Ｎｅｗｍａｒｋβ积分法和Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ时域边界积分
方程，提出一种圆柱壳受迫振动声辐射ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ时域半解析法。基于一阶剪切变形理论和微元法思想，建
立了圆柱壳振动声辐射分析模型，采取 Ｊａｃｏｂｉ多项式和 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数表示轴向和周向位移容许函数，基于
ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ法和Ｎｅｗｍａｒｋβ积分法计算圆柱壳的受迫振动时域响应，在此基础上，基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ积分方程
求解辐射噪声时域响应，分析圆柱壳受迫振动声辐射特性。与有限元方法／边界元方法数值结果对比表明，
该方法具备收敛性好、精度高等优点，圆柱壳结构声振响应峰值随边界条件的刚度变弱存在左移现象，振动

声辐射响应随厚度的增加呈现下降趋势；当随机载荷峰值频率与结构固有频率接近时，结构声振响应出现强
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　　圆柱壳结构作为一种基本结构类型，在现代
国防科技领域有着较为广泛的设计应用，如导弹、

水下航行器、水面舰艇等，在实际工程应用中受到

各种激励载荷作用，其振动声辐射特性研究一直

受到国内外学者的关注。因此，开展圆柱壳不同

边界条件下振动声辐射特性研究具有重要意义。

在圆柱壳振动特性分析方面，Ｃｈｅｎ等［１］基于

波动法和 Ｆｌüｇｇｅ理论分析了圆柱壳结构自由振

动特性；Ｇａｎａｐａｔｈｉ等［２］基于高阶剪切变形理论探

究了激励加载、几何尺寸、铺层方式对圆柱壳振动

响应的影响；Ｍａｔｓｕｎａｇａ［３］基于能量变分原理分析
了复合材料圆柱壳的自由振动特性；Ｓｈｉ等［４］基

于一阶剪切变形理论和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，通过二分
法计算分析了圆柱壳结构的固有频率；Ｊｉｎ等［５－６］

基于一阶剪切变形理论和改进傅里叶方法，推导

了圆柱壳的自由振动响应；李海超等［７－８］基于剪
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切变形理论和能量变分原理，建立了复合材料回

转结构振动分析 ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ方法，系统性分析了
复合材料回转结构振动声辐射特性；王宇等［９］基

于Ｌｏｖｅ壳体理论，开展了薄壁圆柱壳结构受谐波
和冲击载荷作用下壳体振动特性研究；瞿叶高

等［１０］基于分区广义变分原理和最小二乘加权残

值法，分析了圆柱壳 －圆锥壳组合结构的振动响
应特性。在圆柱壳声辐射研究方面，Ｊａｍａｌｉ等［１１］

基于传递矩阵法和波函数法，分析了理想流体下

任意厚度功能梯度圆柱壳声振特性；Ｙａｎｇ等［１２］

结合Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程，给出了圆柱壳长度对声辐射
效率的影响；王献忠等［１３］提出一种精细积分传递

矩阵法，分析了环肋和边界条件对圆柱壳振动辐

射声压的影响；张超等［１４］基于模态叠加法建立圆

柱壳振动声辐射模型，分析在低频段圆柱壳纵肋

对辐射声功率的影响。

上述针对圆柱壳振动声辐射的研究，主要是

集中在结构频域稳态响应研究领域，而对于脉冲

载荷和随机载荷激励下圆柱壳瞬态声振响应研究

较少，不利于探究激励载荷的随机性对结构振动

声辐射的影响。为此，本研究建立一种振动声辐

射ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ时域半解析方法，开展圆柱壳振动声
辐射时域分析，基于ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ法和Ｎｅｗｍａｒｋβ
逐步积分方法，求解圆柱壳受迫振动响应，在此基

础上，计算圆柱壳外部声场 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ时域边界积
分方程，分析不同边界条件、厚长比、激励载荷形式

等对圆柱壳振动声辐射特性的影响。

１　结构振动声辐射ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ时域分析
方法

１．１　理论模型

圆柱壳结构理论计算模型如图１所示，Ｌ、ｈ
和Ｒ分别为结构的长度、厚度和半径，通过５组
虚拟弹簧（ｋｕ，ｋｖ，ｋｗ，ｋｘ，ｋθ）施加在圆柱壳两端以
模拟边界条件。基于微元法思想，将圆柱壳结构

沿轴向均匀分为 Ｈ段。引入柱坐标系（ｘ，θ，ｚ），
其中ｘ和θ分别表示结构的轴向和周向，ｕ、ｖ和ｗ
表示相应的轴向、周向和径向位移。

图１　圆柱壳计算模型
Ｆｉｇ．１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｏｆｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌ

１．２　结构振动分析ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ时域方法

根据广义胡克定律和一阶剪切变形理论，圆

柱壳结构的本构方程如下［７］：
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其中：Ｎｘ、Ｎθ和 Ｎｘθ为面内力，Ｍｘ、Ｍθ和 Ｍｘθ为弯
矩，Ｑｘｚ和 Ｑθｚ为剪切力；珔κ＝５／６表示剪切修正因
子；Ａｉｊ和 Ｄｉｊ（ｉ，ｊ＝｛１，２，６｝）表示圆柱壳结构的
拉伸和弯曲刚度系数，
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Ｅ
１－μ２

Ｑ１２＝
μＥ
１－μ２

Ｑ６６＝
Ｅ

２（１＋μ













）

（４）

μ、Ｅ分别表示圆柱壳的泊松比和弹性模量。
由一阶剪切变形理论可得圆柱壳的结构势能为：

ＵｉＶ ＝
１
２
Ｓ

Ａ１１
ｕｉ０
( )ｘ[

２

＋Ａ２２ １
Ｒ
ｖｉ０
θ
＋
ｗｉ０( )Ｒ

２

＋

Ａ６６ １
Ｒ
ｕｉ０
θ
＋
ｖｉ０
( )ｘ

２

＋珔κＡ６６
ｗｉ０
ｘ
＋( )ｉｘ

２

＋

２Ａ１２
ｕｉ０
( )ｘ １

Ｒ
ｖｉ０
θ
＋
ｗｉ０( )Ｒ ＋

珔κＡ６６ １
Ｒ
ｗｉ０
θ
－
ｖｉ０
Ｒ＋

ｉ( )θ
２

＋Ｄ１１
ｉｘ
( )ｘ

２

＋

２Ｄ１２
ｉｘ
( )ｘ １

Ｒ
ｉθ
( )θ ＋Ｄ２２ １

Ｒ
ｉθ
( )θ

２

＋

Ｄ６６ １
Ｒ
ｉｘ
θ
＋
ｉθ
( )ｘ ]

２

Ｒｄｘｄθ （５）

式中，ｉｘ和
ｉ
θ分别代表壳段ｘ和θ方向转角。

通过引入虚拟弹簧实现结构复杂边界模拟，

结构边界势能Ｕｂ为：

Ｕｂ ＝
１
２∫

ｈ／２

－ｈ／２∫
２π

０
［（ｋｕ，ｘ０ｕ

２
０＋ｋｖ，ｘ０ｖ

２
０＋ｋｗ，ｘ０ｗ

２
０＋

ｋｘ，ｘ０
２
ｘ＋ｋθ，ｘ０

２
θ）ｘ＝０＋（ｋｕ，ｘＬｕ

２
０＋ｋｖ，ｘＬｖ

２
０＋

ｋｗ，ｘＬｗ
２
０＋ｋｘ，ｘＬ

２
ｘ＋ｋθ，ｘＬ

２
θ）ｘ＝Ｌ］Ｒｄθｄｚ （６）

·７３１·
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不同子结构之间的连接弹簧能量为：

Ｕｉｓ＝
１
２∫

ｈ／２

－ｈ／２∫
２π

０
［ｋｕ（ｕ

ｉ
０－ｕ

ｉ＋１
０ ）

２＋ｋｖ（ｖ
ｉ
０－ｖ

ｉ＋１
０ ）

２＋

ｋｗ（ｗ
ｉ
０－ｗ

ｉ＋１
０ ）

２＋ｋｘ（
ｉ
ｘ－

ｉ＋１
ｘ ）

２＋
ｋθ（

ｉ
θ－

ｉ＋１
θ ）

２］ｉ，ｉ＋１Ｒｄθｄｚ （７）
则该结构的总势能表示为：

ＵＢＳ ＝Ｕｂ＋∑
Ｈ－１

ｉ＝１
Ｕｉｓ （８）

圆柱壳结构势能函数为：

Ｔｉ＝１２
Ｖ

ρ ｕｉ

( )ｔ
２
＋ ｖ

ｉ

( )ｔ
２[ ＋ｗ

ｉ

( )ｔ ]２·
１＋ｚ( )Ｒ Ｒｄｘｄθｄｚ

＝１２∫
ｌ

０∫
２π

０
Ｉ１
ｕｉ０
( )ｔ

２

＋ ｖ
ｉ
０

( )ｔ
２

＋ ｗ
ｉ
０

( )ｔ[ ]
２{ ＋

Ｉ３
ｉｘ
( )ｔ

２

＋ 
ｉ
θ

( )ｔ[ ]
２

＋Ｉ２
ｕｉ０
( )ｔ ｉｘ

( )ｔ[ ＋

ｖｉ０
( )ｔ ｉθ

( ) ] }ｔ
Ｒｄｘｄθ （９）

其中：

　（Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３）＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
ρ１＋ｚ( )Ｒ （１，ｚ，ｚ２）ｄｚ（１０）

外部激励载荷ｆｗ，ｉ对圆柱壳分段所做的功为：

Ｗｉ＝∫ｆｗ，ｉｗｉｄｘ （１１）

基于Ｊａｃｏｂｉ正交多项式构造位移容许函数，
圆柱壳结构的各位移函数分量表示如下：

ｕ０＝∑
Ｍ

ｍ＝０
∑
Ｎ

ｎ＝０
Ｐ（α，β）ｍ （ｘ）［Ａｍｃｏｓ（ｎθ）＋Ｂｍｓｉｎ（ｎθ）］ｅ

ｉωｔ

ｖ０＝∑
Ｍ

ｍ＝０
∑
Ｎ

ｎ＝０
Ｐ（α，β）ｍ （ｘ）［Ｃｍｓｉｎ（ｎθ）＋Ｄｍｃｏｓ（ｎθ）］ｅ

ｉωｔ

ｗ０＝∑
Ｍ

ｍ＝０
∑
Ｎ

ｎ＝０
Ｐ（α，β）ｍ （ｘ）［Ｅｍｃｏｓ（ｎθ）＋Ｆｍｓｉｎ（ｎθ）］ｅ

ｉωｔ

ｘ＝∑
Ｍ

ｍ＝０
∑
Ｎ

ｎ＝０
Ｐ（α，β）ｍ （ｘ）［Ｇｍｃｏｓ（ｎθ）＋Ｈｍｓｉｎ（ｎθ）］ｅ

ｉωｔ

θ＝∑
Ｍ

ｍ＝０
∑
Ｎ

ｎ＝０
Ｐ（α，β）ｍ （ｘ）［Ｉｍｓｉｎ（ｎθ）＋Ｊｍｃｏｓ（ｎθ）］ｅ

ｉω



















ｔ

（１２）
式中：Ａｍ、Ｂｍ、Ｃｍ、Ｄｍ、Ｅｍ、Ｆｍ、Ｇｍ、Ｈｍ、Ｉｍ和Ｊｍ表示待
定系数；Ｐ（α，β）ｍ （ｘ）表示第ｍ项Ｊａｃｏｂｉ多项式，α、β为
Ｊａｃｏｂｉ参数；ｍ和ｎ表示轴向半波数和周向半波数；
Ｍ和Ｎ表示轴向和周向Ｊａｃｏｂｉ多项式截断数。

圆柱壳能量泛函描述为：

Ｌ＝∑
Ｎ－１

１
（Ｗｉ＋Ｔｉ－ＵｉＶ）－ＵＢＳ （１３）

根据ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ方法，对 Ｊａｃｏｂｉ待定系数
求偏导：

Ｌ

＝０ （１４）

式中，＝｛Ａｍ，Ｂｍ，Ｃｍ，Ｄｍ，Ｅｍ，Ｆｍ，Ｇｍ，Ｈｍ，Ｉｍ，Ｊｍ｝。
引入瑞利阻尼，并基于 Ｎｅｗｍａｒｋβ逐步积分

法求解时域振动响应。

１．３　辐射噪声预报ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ时域边界元法
时域边界元方法可以自动满足Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ远

场辐射条件，图２为圆柱壳声场边界离散理论模型。

图２　圆柱壳声场边界离散理论模型
Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｃｒｅｔｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｆｏｒｔｈｅａｃｏｕｓｔｉｃ

ｆｉｅｌｄｂｏｕｎｄａｒｙｏｆｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌ

在声场边界上求解Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ积分方程［１５］：

　Ｒ（ｒ）ｐ（ｒ，ｔ）＋
Υ
∫
ｔ

０
Ｇ（ｒ，ｒｅ，ｔ，τ）

ｐ（ｒｅ，τ）
ｎ( )＋

ｄΥ

＝
Υ

（∫
ｔ

０
ｐ（ｒｅ，τ）Ｇ（ｒ，ｒｅ，ｔ，τ））ｄΥ （１５）

式中，ｐ（ｒ，ｔ）表示流体中的声压，ｒ和ｒｅ分别表示场
点和源点，Ｇ（ｒ，ｒｅ，ｔ，τ）和 Ｇ（ｒ，ｒｅ，ｔ，τ）为时域声
场波动方程的基本解和法向导数，Υ为声场边界。

Ｒ（ｒ）系数定义如下：

Ｒ（ｒ）＝

１，ｒ∈Ω
１
２，ｒ∈Υ

０，ｒΩ且ｒ
{

Υ

（１６）

式中，Ω为声场域。
对时域声场边界积分方程进行数值离散，将

时间轴等分为 Ｎｔ份（ｔｎ ＝ｎｔΔｔ，ｎｔ ＝０，１，…，
Ｎｔ），对第ｍｔ个时间步长的声场物理量进行时间
插值，得到：

ｐｍｔ（ｒｅ，τ）＝∑
Ｉ

ｉ＝１
Ｔｍｔｉ（τ）ｐ

ｍｔ
ｉ（ｒｅ）

ｑｍｔ（ｒｅ，τ）＝
ｐｍｔ（ｒｅ，τ）
ｎ＋

＝∑
Ｉ

ｉ＝１

珔Ｔｍｔｉ（τ）ｑ
ｍｔ
ｉ（ｒｅ{ ）

（１７）

·８３１·
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式中：ｎ＋为声场边界单位外法线方向，ｐｍｔｉ（ｒｅ）和
ｑｍｔｉ（ｒｅ）分别为声压和声压法向导数的空间分布
函数；Ｉ为第ｍｔ步处时间插值函数的阶数；Ｔ

ｍｔ
ｉ（τ）

和珔Ｔｍｔｉ（τ）为时间插值函数。取Ｉ＝２，则Ｔ
ｍｔ
ｉ（τ）

和珔Ｔｍｔｉ（τ）取相同的时间插值函数，得到：
Ｔｍｔ１（τ）＝珔Ｔ

ｍｔ
１（τ）＝１－τ／Δｔ

Ｔｍｔ２（τ）＝珔Ｔ
ｍｔ
２（τ）＝τ／Δ

{ ｔ
（１８）

考虑基本解的时间平移不变性，则离散时域

声场边界积分方程如下：

Ｒ（ｒ）ｐ（ｒ，ｔｎｔ）＋∑
Ｎｔ

ｍｔ＝１
∑
Ｉ

ｉ＝１

Υ

（珘Ｇｉ（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）（ｒ，ｒｅ）ｑ
ｍｔ
ｉ（ｒｅ））ｄΥ

＝∑
Ｎｔ

ｍｔ＝１
∑
Ｉ

ｉ＝１

Υ

（Ｈｉ（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）（ｒ，ｒｅ）ｐ
ｍｔ
ｉ（ｒｅ））ｄΥ （１９）

式中，

珘Ｇｉ（ｎｔ－ｍｔ－１）（１）（ｒ，ｒｅ）＝∫
Δｔ

０
珔Ｔｍｔｉ（τ）Ｇ（ｒ，ｒｅ，ｔｎ，τ）ｄτ

Ｈｉ（ｎｔ－ｍｔ－１）（１）（ｒ，ｒｅ）＝∫
Δｔ

０
珔Ｔｍｔｉ（τ）Ｇ（ｒ，ｒｅ，ｔｎ，τ）ｄ

{ τ

（２０）
在柱坐标系中，采用傅里叶级数沿圆周方向

将二维声场边界积分方程转化为一维声场边界积

分方程，声场边界积分方程为：

　

ｐｍｔｉ（ｒ）＝∑
Ｎ

ｎ＝０
［ｐｓｉ，ｎ（ｒ，ｎ，ｘ）ｓｉｎ（ｎθ）＋

　　　 　ｐｃｉ，ｎ（ｒ，ｎ，ｘ）ｃｏｓ（ｎθ）］

ｐｍｔｉ（ｒｅ）＝∑
Ｎ

ｎ＝０
［ｐｓｉ，ｎ（ｒｅ，ｎ，ｘｅ）ｓｉｎ（ｎθｅ）＋

　　　 　ｐｃｉ，ｎ（ｒｅ，ｎ，ｘｅ）ｃｏｓ（ｎθｅ













）］

（２１）

其中，ｐｓｉ，ｎ和ｐ
ｃ
ｉ，ｎ表示边界声压法向导数的傅里叶级

数展开系数，上标ｓ和ｃ分别表示正弦项系数和余弦
项系数。同样地，格林函数及其法向导数展开为：

珘Ｇｉ（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）（ｒ，ｒｅ）

＝

１
π∑

Ｎ

ｎ＝０
Ｇｉ（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）ｎ［ｓｉｎ（ｎθ）ｓｉｎ（ｎθｅ）＋

ｃｏｓ（ｎθ）ｃｏｓ（ｎθｅ）］，
ｒｓ
ｃ≤ｔｎｔ≤

ｒｓ
ｃ＋Δｔ

０，












其他

Ｈｉ（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）（ｒ，ｒｅ）

＝

１
π∑

Ｎ

ｎ＝０
Ｈｉ（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）ｎ［ｓｉｎ（ｎθ）ｓｉｎ（ｎθｅ）＋

ｃｏｓ（ｎθ）ｃｏｓ（ｎθｅ）］，
ｒｓ
ｃ≤ｔｎｔ≤

ｒｓ
ｃ＋Δｔ

０，



































其他

（２２）
傅里叶系数Ｇｉ（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）ｎ、Ｈ

ｉ
（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）ｎ写为：

Ｇｉ（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）ｎ ＝∫
２π

０

１
４πｒｓ
珔Ｔｉ（ｔｎｔ－

ｒｓ
ｃ）ｃｏｓ（ｎ）ｄ

Ｈｉ（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）ｎ ＝∫
２π

０
－ １
４πｒ２ｓ

ｒ
ｎ
Ｔｉ ｔｎｔ－

ｒｓ( )ｃ[ ＋

　　　　　 　ｒｓ
ｃＴ
·
ｉ ｔｎｔ－

ｒｓ( ) ]ｃ ｃｏｓ（ｎ）ｄ











 

（２３）
式中，

＝θｅ－θ

θｅ＝＋θ
ｄθｅ＝ｄ

{


（２４）

基于第一类切比雪夫多项式离散声场边界，

在每个边界元上设置配置点，以保障声场边界和

结构边界匹配，则傅里叶声压系数展开如下：

ｐｓｉ，ｎ ＝∑
Ｊ

ｊ＝０
Ｔｊ（ξ）ｐ

ｓ
ｉ，ｎ，ｊ＝Ｔｐ（ξ）ｐ

ｓ
ｉ，ｎ

ｐｃｉ，ｎ ＝∑
Ｊ

ｊ＝０
Ｔｊ（ξ）ｐ

ｃ
ｉ，ｎ，ｊ＝Ｔｐ（ξ）ｐ

ｃ
ｉ，

{
ｎ

（２５）

式中，Ｔｊ（ξ）是第一类的第ｊ个切比雪夫多项式。
将式（２１）～（２５）代入式（１９）得到修正的

离散时域Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ边界积分方程：
Ｒ（ｒ）Ｔｐ（ｒ）ｐ

ｓ
ｉ，ｎ＋

∑
Ｎ

ｎ＝１
∑
Ｎｔ

ｍｔ＝１
∑
Ｉ

ｉ＝１
∫ｌｅ［珘Ｇ

ｉ
（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）（ｒ，ｒｅ）Ｔｐｒｅ（ξ）Ｊξｄξ］ｑ

ｓ
ｉ，ｎ

＝∑
Ｎ

ｎ＝１
∑
Ｎｔ

ｍｔ＝１
∑
Ｉ

ｉ＝１
∫ｌｅ［Ｈ

ｉ
（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）（ｒ，ｒｅ）Ｔｐｒｅ（ξ）Ｊξｄξ］ｐ

ｓ
ｉ，ｎ

Ｒ（ｒ）Ｔｐ（ｒ）ｐ
ｃ
ｉ，ｎ＋

∑
Ｎ

ｎ＝１
∑
Ｎｔ

ｍｔ＝１
∑
Ｉ

ｉ＝１
∫ｌｅ［珘Ｇ

ｉ
（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）（ｒ，ｒｅ）Ｔｐｒｅ（ξ）Ｊξｄξ］ｑ

ｃ
ｉ，ｎ

＝∑
Ｎ

ｎ＝１
∑
Ｎｔ

ｍｔ＝１
∑
Ｉ

ｉ＝１
∫ｌｅ［Ｈ

ｉ
（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）（ｒ，ｒｅ）Ｔｐｒｅ（ξ）Ｊξｄξ］ｐ

ｃ
ｉ，





















ｎ

（２６）
其中，Ｔｐ为由正交多项式组成的向量，Ｊξ为坐标
变换的雅可比矩阵。Ｊ＋１配置点在每个边界元
上，位于第一类切比雪夫多项式的零点处：

ξｊ＝ｃｏｓ
２ｊ－１
２（Ｊ＋１）( )π，ｊ＝１，２，…，Ｊ＋１

（２７）
在结构与声场耦合界面上，满足［１６］：

ｐ（ｒｅ，ｔ）
ｎ＋

＝－ρ０［̈ｗｊ（ｒｅ，ｔ）］ｒ＝Ｒ （２８）

式中，ρ０为流体密度，̈ｗｊ（ｒｅ，ｔ）表示结构法向加速
度，通过Ｎｅｗｍａｒｋβ积分法和式（１２）求解。

联立式（２６）和式（２７），并以矩阵形式表述：

·９３１·
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Ｃｐｎ，ｌ＝∑
Ｎｔ

ｍｔ＝１
∑
Ｉ

ｉ＝１

珟Ｇｉ（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）ｗ̈
ｎ
ｉ＋∑

Ｎｔ

ｍｔ＝１
∑
Ｉ

ｉ＝１
Ｈｉ（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）ｐ

ｎ
ｉ

（２９）
式中，ｐｎ，ｌ为第ｌ个边界元上广义声压向量，̈ｗｎｉ和
ｐｎｉ分别表示广义加速度向量和广义声压向量，Ｃ
为结构边界影响系数，珟Ｇｉ（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）和 Ｈ

ｉ
（ｎｔ－ｍｔ＋１）（１）

表示影响系数矩阵。

２　收敛性及有效性验证

２．１　计算模型

圆柱壳结构和材料参数如下：Ｌ＝４ｍ，Ｒ＝
０２ｍ，ｈ＝０００４ｍ，ρ ＝７８５０ｋｇ／ｍ３，Ｅ ＝
２１０ＧＰａ，μ＝０３。流体介质参数取值为：ρａ＝
１２２５ｋｇ／ｍ３，ｖａ＝３４０ｍ／ｓ。边界条件弹簧刚度取
值如表１所示，振动考核点（０．２５Ｌ，π，Ｒ），噪声
考核点（０．７５Ｌ，０，２ｍ）。激励载荷选取如图３所
示的三角脉冲激励载荷，激励点位置为（０２５Ｌ，
０，Ｒ）。

表１　边界条件弹簧刚度值
Ｔａｂ．１　Ｓｐｒｉｎｇｓｔｉｆｆｎｅｓｓｖａｌｕｅｓｕｎｄｅｒｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

类型
线弹簧刚度／

（Ｎ·ｍ－１）

旋转弹簧刚度／

（Ｎ·ｍ－１·ｒａｄ－１）

固支－Ｃ ｋｕ＝ｋｖ＝ｋｗ＝１０
１５ ｋｘ＝ｋθ＝１０

１５

简支－Ｓ ｋｕ＝ｋｖ＝ｋｗ＝１０
１５ ｋｘ＝ｋθ＝０

自由－Ｆ ｋｕ＝ｋｖ＝ｋｗ＝０ ｋｘ＝ｋθ＝０

弹性－Ｓ ｋｕ＝ｋｖ＝ｋｗ＝１０
８ ｋｘ＝ｋθ＝１０

８

（ａ）单个三角脉冲载荷
（ａ）Ｓｉｎｇｌｅｔｒｉａｎｇｕｌａｒｐｕｌｓｅｌｏａｄ

２．２　收敛性分析

在两端简支边界条件下，选取Ｊａｃｏｂｉ参数α＝
１、β＝１，不同分段数 Ｈ和位移容许函数截断数

（ｂ）周期三角脉冲载荷
（ｂ）Ｐｅｒｉｏｄｉｃｔｒｉａｎｇｌｅｐｕｌｓｅｌｏａｄ

图３　受迫振动激励载荷
Ｆｉｇ．３　Ｆｏｒｃｅｄｖｉｂｒａｔｉｏｎｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｌｏａｄ

Ｍ、Ｎ对圆柱壳固有频率计算结果的影响如图 ４
所示。由图４可知，随着分段数和位移容许函数
截断数的增加，圆柱壳结构固有频率逐渐趋于收

敛，当Ｈ＝３、Ｍ＝６、Ｎ＝６时，与有限元方法（ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，ＦＥＭ）计算结果对比误差较小。
因此为保证圆柱壳体声振响应分析的精确性，在

后续研究中选取圆柱壳分段数Ｈ＝４，位移容许函
数截断数Ｍ＝８、Ｎ＝８。

图４　圆柱壳固有频率对比
Ｆｉｇ．４　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｓ

在Ｊａｃｏｂｉ参数取值方面，以 α＝１、β＝１下的
固有频率为参考值，不同 Ｊａｃｏｂｉ参数下结构固有
频率相对误差如图５所示。由图５可知，简支边
界条件下选取不同 Ｊａｃｏｂｉ参数 α、β时，固有频率
最大相对误差不超过２×１０－６，即 Ｊａｃｏｂｉ参数的
选取对圆柱壳结构振动特性影响较小。

图６为不同声压截断函数下的辐射噪声，由
分析结果可知，在结构振动响应计算参数一定的
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图５　不同Ｊａｃｏｂｉ参数下固有频率相对百分比误差
Ｆｉｇ．５　Ｒｅｌａｔｉｖｅｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｅｒｒｏｒｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔＪａｃｏｂｉｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

情况下，随着声压截断函数Ｊ的增加，圆柱壳辐射
噪声声压级快速稳定收敛，后续分析中取声压截

断函数Ｊ＝４。

图６　不同声压截断函数下噪声收敛性分析
Ｆｉｇ．６　Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｃｏｕｓｔｉｃｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｓｏｕｎｄｐｒｅｓｓｕｒｅｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

２．３　有效性验证

为验证 ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ时域半解析方法的有效
性，施加如图 ３（ａ）所示的单个三角脉冲载荷，
ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ时域半解析方法与有限元方法／边界
元方法（ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ／ｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ，ＦＥＭＢＥＭ）声振时频响应结果对比情况
如图７所示。边界条件为简支，分段数 Ｈ＝４，位
移容许函数Ｍ＝８、Ｎ＝８，Ｊａｃｏｂｉ参数 α＝１、β＝１，
声压截断函数Ｊ＝４。

由ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ时域半解析方法与 ＦＥＭＢＥＭ
方法在时域和频域计算结果曲线对比可知，圆柱壳

结构振动响应吻合良好，而声辐射响应两者趋势基

本一致，其量值的小幅差异可能是两种方法之间流

固交界面处声场节点和结构节点匹配算法不一致

等导致。总体而言，理论方法与ＦＥＭＢＥＭ方法求
解误差相差较小，验证了ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ时域半解析计
算方法的有效性。此外，ＦＥＭＢＥＭ方法中采用的
为稳定收敛网格，网格总数５７５１９，同一计算机硬
件环境下，ＦＥＭ／ＢＥＭ计算时长１２９３ｓ，而 Ｊａｃｏｂｉ
Ｒｉｔｚ时域半解析方法计算时长仅５２ｓ，由此验证了
ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ时域半解析方法的高效性。

（ａ）振动加速度时域响应
（ａ）Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

（ｂ）振动加速度频域响应
（ｂ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

（ｃ）辐射噪声时域响应
（ｃ）Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆａｃｏｕｓｔｉｃｒａｄｉａｔｉｏｎ
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（ｄ）辐射噪声频域响应
（ｄ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆａｃｏｕｓｔｉｃｒａｄｉａｔｉｏｎ

图７　理论解与ＦＥＭＢＥＭ对比
Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄ

ＦＥＭＢＥＭｒｅｓｕｌｔｓ

３　圆柱壳受迫振动声辐射特性研究

３．１　边界条件的影响

根据表１所示的弹簧刚度取值，以图３（ａ）所
示的单个三角脉冲载荷为激励，激励位置

（０２５Ｌ，０，Ｒ），不同边界条件对圆柱壳振动声辐
射的时频响应影响曲线如图 ８所示，其中 ＣＣ、
ＣＦ、ＳＣ、ＳＳ分别表示圆柱壳结构两端边界为固
支、一端固支另一端自由、一端简支另一端固支、

两端简支。

由图８可知，边界条件对结构受迫振动响应
影响较大，但总体趋势保持一致，“ＣＦ”相较于其
他三种边界条件在２５Ｈｚ和６６Ｈｚ引起声振响应
峰值，这是由于“ＣＦ”边界相较于其他边界条件结
构在２５Ｈｚ和６７Ｈｚ处存在固有模态。此外，固
支边界条件相较于简支边界条件，约束了旋转弹

（ａ）振动加速度时域响应
（ａ）Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

（ｂ）振动加速度频域响应
（ｂ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

（ｃ）辐射噪声时域响应
（ｃ）Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆａｃｏｕｓｔｉｃｒａｄｉａｔｉｏｎ

（ｄ）辐射噪声频域响应
（ｄ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆａｃｏｕｓｔｉｃｒａｄｉａｔｉｏｎ

图８　不同边界条件下响应曲线
Ｆｉｇ．８　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

簧刚度，而其对结构固有频域影响较小，因此其余

三种边界条件下声振响应共振峰值频率相差

较小。
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３．２　厚长比结构参数的影响

为探究圆柱壳厚长比参数对振动声辐射特性

的影响，固定圆柱壳结构的长度、半径等结构参

数，调节圆柱壳厚度，激励载荷形式为图３（ａ）所
示的单个三角脉冲载荷，图９给出了不同厚长比
下圆柱壳振动声辐射频域响应曲线。

（ａ）振动加速度频域响应曲线
（ａ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

（ｂ）辐射噪声频域响应曲线
（ｂ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆａｃｏｕｓｔｉｃｒａｄｉａｔｉｏｎ

图９　不同厚度下振动声辐射特性曲线
Ｆｉｇ．９　Ｖｉｂｒｏａｃｏｕｓｔｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ

由图９可知，圆柱壳厚长比变化对振动声辐
射响应具有显著影响，固定圆柱壳的长度时，随着

圆柱壳厚度的增加，其振动声辐射的响应逐渐降

低，原因主要是圆柱壳结构刚度随厚度的增加而

增大。此外，当厚长比大于０００３时，随着厚度的
增加，圆柱壳振动加速度级和声压级下降的趋势

变缓，主要原因是此时结构厚度的增加对刚度增

益降低。

３．３　激励载荷形式的影响

为探究圆柱壳不同激励载荷下受迫振动声辐

射特性的影响，选取如图３所示的脉宽为０．０２ｓ、
幅值为１Ｎ的单个三角脉冲和周期三角脉冲，时
长均为１ｓ，图１０给出了两种激励载荷形式下振
动声辐射特性曲线。

（ａ）振动加速度频域响应曲线
（ａ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

（ｂ）辐射噪声频域响应曲线
（ｂ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆａｃｏｕｓｔｉｃｒａｄｉａｔｉｏｎ

图１０　不同激励载荷形式下振动声辐射特性曲线
Ｆｉｇ．１０　Ｖｉｂｒｏａｃｏｕｓｔｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｌｏａｄｓ

由图１０分析可知，除了结构的固有模态，激
励载荷形式对结构振动声辐射的影响也较为显

著，周期性三角脉冲载荷相较于单个三角脉冲载

荷在５０Ｈｚ、１５０Ｈｚ、２５０Ｈｚ等倍频处引起振动响
应和辐射噪声峰值，主要是由于周期性三角脉冲

载荷在此频率下存在激励峰值及其倍频成分。为

体现辐射噪声传递情况及特征频率下圆柱壳声压

分布情况，在时间为０１ｓ、０１５ｓ处及５０Ｈｚ和
８２Ｈｚ频率处，给出了周期三角波载荷作用下，周
向距离为２ｍ、４ｍ、８ｍ处的辐射噪声指向性图，
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如图１１所示。
由图１１可以分析出，无论在时域还是频域角

度，圆柱壳振动声辐射均以０°（力的激发方向）到
１８０°之间的连接线对称分布。此外，圆柱壳结构

（ａ）０．１ｓ噪声时域指向性图
（ａ）Ａｃｏｕｓｔｉｃｒａｄｉａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｖｉｔｙｐａｔｔｅｒｎｓｉｎ

ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎａｔ０．１ｓ

（ｂ）０．１５ｓ噪声时域指向性图
（ｂ）Ａｃｏｕｓｔｉｃｒａｄｉａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｖｉｔｙｐａｔｔｅｒｎｓｉｎ

ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎａｔ０．１５ｓ

（ｃ）５０Ｈｚ噪声频域指向性图
（ｃ）Ａｃｏｕｓｔｉｃｒａｄｉａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｖｉｔｙｐａｔｔｅｒｎｓｉｎ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎａｔ５０Ｈｚ

（ｄ）８２Ｈｚ噪声频域指向性图
（ｄ）Ａｃｏｕｓｔｉｃｒａｄｉａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｖｉｔｙｐａｔｔｅｒｎｓｉｎ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎａｔ８２Ｈｚ

图１１　不同周向距离下的辐射指向性图
Ｆｉｇ．１１　Ａｃｏｕｓｔｉｃｒａｄｉａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｖｉｔｙｐａｔｔｅｒｎｓｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌｄｉｓｔａｎｃｅ

在８２Ｈｚ由固有频率引起的共振峰值，声压分布
是４个分瓣，对应于结构振型（２，１）分布。为了
探究激励载荷的随机性对圆柱壳声振响应的影

响，在激励点（０．２５Ｌ，０，Ｒ）施加随机激励载荷，
随机激励载荷曲线如图１２所示，图１３给出了随
机激励载作用下结构振动声辐射曲线。

由图１３可以分析出，随机激励载荷作用下结
构振动响应和辐射噪声在９２Ｈｚ和１４２Ｈｚ存在
峰值，其中９２Ｈｚ是由随机激励载荷在此频率峰
值引起，而１４２Ｈｚ则是由结构在１４１３Ｈｚ固有
频率下引起的强特征线谱。

４　结论

本研究建立了基于ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ振动声辐射时
域半解析方法，开展了不同边界条件下圆柱壳受

（ａ）随机激励载荷时域曲线
（ａ）Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｃｕｒｖｅｏｆｒａｎｄｏｍｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｌｏａｄ
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（ｂ）随机激励载荷频域曲线
（ｂ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｃｕｒｖｅｏｆｒａｎｄｏｍｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｌｏａｄ

图１２　随机激励载荷幅值曲线
Ｆｉｇ．１２　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｃｕｒｖｅｏｆｒａｎｄｏｍｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｌｏａｄ

（ａ）振动加速度频域响应曲线
（ａ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

（ｂ）辐射噪声频域响应曲线
（ｂ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆａｃｏｕｓｔｉｃｒａｄｉａｔｉｏｎ

图１３　随机激励载荷振动声辐射曲线
Ｆｉｇ．１３　Ｖｉｂｒｏａｃｏｕｓｔｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｃｕｒｖｅｓｏｆ

ｒａｎｄｏｍｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｌｏａｄ

迫振动特性分析研究，形成主要结论如下：

１）简支边界条件下，ＪａｃｏｂｉＲｉｔｚ时域半解析
方法与ＦＥＭＢＥＭ声振响应计算结果吻合较好，
具备计算效率快、精度高等特点，可用于圆柱壳结

构受迫振动声辐射特性分析。

２）不同边界条件对结构振动声辐射响应影
响较大，随着边界条件的刚度变弱，固有频率存在

左移现象。当其他参数一定时，圆柱壳振动声辐

射响应随着厚长比的增加总体呈下降趋势，当厚

长比达到０００３时，圆柱壳结构振动声辐射响应
降低的趋势变缓，说明此时厚度变化对结构刚度

矩阵增益降低。

３）圆柱壳在脉冲载荷和随机载荷激励下受
迫振动声辐射由结构固有频率和激励载荷峰值引

起特征线谱，在结构固有频率处，激励载荷偏小也

可能造成强特征线谱。
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