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改进的固定边界上方气泡射流方向判定准则


陈启航，张阿漫，李　帅
（哈尔滨工程大学 船舶工程学院，黑龙江 哈尔滨　１５０００１）

摘　要：前人应用开尔文冲量理论得到了判断固定边界上方气泡射流方向的 Ｂｌａｋｅ准则，但其预测精度
在特定参数范围内不足。为此，通过考虑气泡内压力变化并引入边界效应，提出了改进的气泡射流方向判断

准则，使用边界元方法模拟结果对其进行验证，比较了改进模型与传统Ｂｌａｋｅ准则的预测结果，并分析了无量
纲强度参数对改进模型预测结果的影响。研究表明，改进的模型比传统Ｂｌａｋｅ准则具有更高的预测精度。改
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进的理论模型能够为水下爆炸、海底资源勘探等领域提供理论参考。
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　　固定边界附近脉动的气泡在坍塌阶段常常会
形成破坏性强的高速水射流现象，会对水下局部

结构造成严重破坏［１－３］。因此，对气泡射流方向

进行精确预测具有重要的工程应用价值。在已有

文献中，许多学者采用电火花或激光实验手段和

数值方法［４－９］准确模拟了刚性壁面附近气泡的脉

动特性，精准预测了气泡的射流方向。理论研究

方面，前人基于势流理论，应用开尔文冲量［１０－１１］

描述自由液面、固定边界、惯性边界和不同密度流

体液面等边界条件下气泡的迁移方向和塌陷阶段

气泡射流的方向。与此同时，许多学者基于球形

气泡 假 设，应 用 ＲａｙｌｅｉｇｈＰｌｅｓｓｅｔ方 程，采 用
Ｂｊｅｒｋｎｅｓ效应和开尔文冲量理论来阐述气泡射流
的成因［１２－１４］，最终得到表征气泡形心迁移方向的

流场动量。近年来，许多学者也开展了很多开尔

文冲量理论应用研究［１５－１７］。其中，对于固定边界

上方的脉动气泡，Ｂｌａｋｅ等［１４］应用开尔文冲量理

论，考虑流体浮力的影响，获得了预测气泡射流方

向的Ｂｌａｋｅ准则（与无量纲浮力参数 δ和距离参
数γ有关，δγ＝０４４２）。Ｂｌａｋｅ准则属于 Ｂｅｓａｎｔ
Ｒａｙｌｅｉｇｈ问题［１８］，其假设气泡内部为真空，忽略

了边界效应，然而许多研究表明［４，１９］Ｂｌａｋｅ准则在
δγ＜０４４２时不能准确预测固定边界上方气泡的
射流方向。因此，开展固定边界上方气泡射流方

向判断准则的理论研究具有重要的学术意义。

首先应用开尔文冲量理论，采用气体绝热状

态方程近似模拟气泡内部压力的变化，应用

Ｚｈａｎｇ等［２０］建立的气泡统一方程，建立考虑边界
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效应的理论模型，从而获得改进的气泡射流方向

判断准则。然后，采用边界元方法模拟相同参数

工况下固定边界上方气泡的脉动，对判断准则的

理论模型进行有效性验证。最后，采用边界元方

法［１７，２１－２４］模拟不同参数工况下气泡的脉动，将

Ｂｌａｋｅ准则与改进的判断准则进行对比，系统开
展固定边界上方气泡射流方向判断准则的理论与

数值研究，探究改进的判断准则的优越性。

１　理论与数值模型

本文对无穷大固定边界上方气泡的脉动问题

进行理论与数值研究，示意图如图１所示。理论
模型建立球坐标系 Ｏ－Ｒθφ，数值模型引入柱坐
标系Ｏ－ｒθｚ，以球形气泡中心为坐标系原点 Ｏ，Ｒ
轴垂直于球面向外，ｒ轴水平向右，ｚ轴方向与重
力方向相反，φ为Ｒ轴与ｒ轴顺时针方向的夹角，
θ绕 ｚ轴逆时针方向旋转，气泡中心距固定边界
距离为ｈ。

图１　固定边界上方的气泡脉动示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅｂｕｂｂｌｅｐｕｌｓａｔｉｏｎ

ａｂｏｖｅａｒｉｇｉｄｂｏｕｎｄａｒｙ

１．１　理论模型

对于无黏无旋不可压缩流体中固定边界上方

的球形气泡，只考虑气泡径向速度，无其他分量。

考虑流体的浮力效应，应用开尔文冲量理

论［１０－１１，１４］，浮力和刚性边界施加在流体上的力Ｆｅ
只有ｚ方向的分量Ｆｚ（ｔ）：

Ｆｚ（ｔ）＝ρｇＶ－
ρｍ２（ｔ）
１６πｈ２

（１）

其中，ρ为流体密度，ｇ为重力加速度，Ｖ为气泡体
积，ｍ（ｔ）为点源时的源强。则气泡可等效为：

ｍ（ｔ）＝４πＲ２Ｒ
·

（２）

式中，Ｒ为气泡半径，Ｒ· 为气泡脉动速度。
选择气泡的最大半径Ｒｍ、流体密度 ρ及气泡

中心初始位置水平方向无穷远处的流场压力 ｐ∞
作为特征量，将所有变量进行无量纲化处理，并引

入以下无量纲参数：

δ＝
ρｇＲｍ
ｐ( )
∞

１／２

γ＝ｈＲｍ

ε＝
ｐ０
ｐ













∞

（３）

其中，δ为浮力参数、ε为气泡的强度参数、γ为距
离参数［４，１７］，ｐ０为气泡内部初始压力，如无特殊说
明，后续出现的物理量均为无量纲形式。在

式（２）基础上将相应的无量纲参数代入式（１），可
得式（１）的无量纲形式为：

Ｆｚ＝δ
２ ４
３πＲ

３－πＲ
４

γ２
Ｒ·２ （４）

同时，在气泡脉动一个周期ＴＲ的流体冲量Ｉｚ
为零：

Ｉｚ＝∫
ＴＲ

０
Ｆｚｄｔ＝０ （５）

其中，式（４）的气泡脉动速度可由描述气泡运动
的ＲａｙｌｅｉｇｈＰｌｅｓｓｅｔ方程获得：

ＲＲ¨＋３２Ｒ
·２＝ｐｂ－１ （６）

其中，Ｒ¨为气泡脉动的加速度，ｐｂ为气泡内部压
力。水下爆炸气泡内气体分为可冷凝的气体（如

水蒸气）和不可冷凝的气体，忽略可冷凝气体（饱

和蒸汽压）的影响，气泡内部不可冷凝气体压力

近似满足绝热状态方程，即：

ｐｂ＝ε
Ｒ０( )Ｒ

３λ

（７）

其中：Ｒ０为气泡初始半径；λ为绝热指数，理想气
体取１．４。同时，在球形气泡假设下，气泡的初始
半径、强度参数与绝热指数［２５］存在以下关系：

ε
λ－１

（Ｒ３λ０ －Ｒ
３
０）＝Ｒ

３
０－１ （８）

已知气泡脉动一个周期的初始半径为 Ｒ０，初
始脉动速度为０，将式（６）进行一次积分可得气泡
脉动速度为：

Ｒ·２＝２３
ε
λ－１

Ｒ３０
Ｒ３
－
Ｒ３λ０
Ｒ３( )λ ＋２３ Ｒ

３
０

Ｒ３( )－１ （９）

式（９）得到了自由场中气泡脉动速度 Ｒ·，将
其代入式（４）可得：

Ｆｚ＝δ
２ ４
３πＲ

３－２３π
Ｒ４

γ２
ε
λ－１

Ｒ３０
Ｒ３
－
Ｒ３λ０
Ｒ３( )λ ＋Ｒ

３
０

Ｒ３[ ]－１

（１０）
将式（５）和式（１０）联立，可得自由场中考虑

气泡内部压力变化的气泡射流方向判断准则：

δγ＝
∫
ＴＲ

０
Ｒ４ ε
λ－１

Ｒ３０
Ｒ３
－
Ｒ３λ０
Ｒ３( )λ ＋Ｒ

３
０

Ｒ３
－[ ]１ｄｔ

２∫
ＴＲ

０
Ｒ３ｄ

槡
ｔ

（１１）

·８４１·



　第４期 陈启航，等：改进的固定边界上方气泡射流方向判定准则

判断 准 则 式 （１１） 是 自 由 场 中 基 于
ＲａｙｌｅｉｇｈＰｌｅｓｓｅｔ方程得到的，其未考虑固定边界
对气泡脉动的影响。因此，在式（１１）的基础上引
入边界效应，将边界上方的气泡近似为两个关于

边界对称的同相脉动气泡，应用Ｚｈａｎｇ等［２０］的方

程，建立双气泡耦合数学模型。在无黏无旋不可

压缩流体的假设下，其中一个脉动气泡的半径为

Ｒｉ，考虑气泡间的耦合作用，气泡的运动控制方
程为：

ＲｉＲ
¨
ｉ＋
３
２Ｒ
·２
ｉ ＝ｐｉ－１－

Ｒ¨ｊＲ
２
ｊ＋２Ｒ

·２
ｊＲｊ

ｌ 　ｉ≠ｊ

（１２）
其中：ｐｉ为气泡ｉ内部压力，满足绝热状态方程；ｌ
为两个气泡中心间的距离，满足 ｌ＝２γ。式（１１）
和式（１２）构成了改进的气泡射流方向判断准则
的理论模型。

若气泡强度参数趋于无穷大，通过式（８）可
知，初始半径趋近于零，此时无法直接求得改进的

判断准则的理论值，但后续计算发现其趋近于

０４４２。若自由场中存在一个真空的气泡，即 ε＝
０，由式（８）可知初始半径Ｒ０ ＝１，式（１１）变为：

δγ＝ １
２
∫
ＴＲ／２

０
Ｒ４ １
Ｒ３
－( )１ｄｔ

∫
ＴＲ／２

０
Ｒ３ｄ

槡
ｔ

（１３）

其中，时间积分为：

∫
ＴＲ／２

０
ｄｔ＝∫

１

０

３Ｒ３

２×（１－Ｒ３槡 ）
ｄＲ （１４）

将时间积分式（１４）代入式（１３），并借助Ｂ函
数求解，可以得到Ｂｌａｋｅ准则［１４］：

δγ≈０．４４２ （１５）

１．２　数值模型

采用边界元方法［１７，２１－２４］对固定边界上方气

泡的脉动进行数值模拟，并对改进的判断准则的

理论模型进行验证。基于流体无黏无旋不可压缩

的假设，在流场中引入速度势 ，满足 Ｌａｐｌａｃｅ方
程和边界积分方程：

!

２＝０ （１６）

　λ（ｒ，ｔ）（ｒ，ｔ）＝
Ｓ

（ｑ，ｔ）
ｎ

Ｇ（ｒ，ｑ）[ －

（ｑ，ｔ）Ｇ（ｒ，ｑ） ]ｎ
ｄＳ （１７）

其中，λ为流场控制点 ｒ处观察流场的立体角，Ｓ
为气泡表面流场边界面，ｎ为流场边界上的法向
量大小，ｑ为边界上的积分点。对于近固定边界
气泡［２１］，满足壁面不可穿透条件的格林函数为：

Ｇ（ｒ，ｑ）＝ １
ｒ－ｑ＋

１
ｒ－ｑ′ （１８）

其中，ｑ′为 ｑ关于固定边界的镜像点。气泡表面
满足运动学和动力学边界条件：

ｄｒ
ｄｔ＝! （１９）

ｄ
ｄｔ＝

!２

２ ＋１－ε
Ｒ０( )Ｒ

３λ

－δ２ｚ （２０）

使用边界元方法进行数值计算时采用

式（１７）和有限差分法获得气泡表面速度，采用
式（７）对气泡内部压力进行更新，利用式（１９）更
新气泡边界节点位置，通过式（２０）更新气泡表面
速度势。同时，采用四阶龙格 －库塔法对计算时
间进行离散，为了使计算过程更稳定，必须严格控

制每一步的时间步长［２２－２３］，即：

　Δｔ＝ Δ

ｍａｘ１－ε
Ｒ０( )Ｒ

３λ

＋１２ ｕ
２－δ２ｚ

（２１）

式中，Δ为一个定值，在理论模型中ｕ为Ｒ
·
，在边

界元方法中ｕ为
!。

２　理论模型的有效性验证

本节选取距离参数 γ为１５，不同气泡强度
参数ε下的两种工况，利用 ＲａｙｌｅｉｇｈＰｌｅｓｓｅｔ方程
和边界元方法对采用 Ｚｈａｎｇ等［２０］的方程建立的

理论模型进行有效性验证。

首先选取理论模型式（１２）的距离参数 γ为
１５，气泡强度参数 ε分别为３０和１００两种工况
下进行迭代计算，并应用判断准则式（１１）可得两
种工况下浮力参数δ的数值解。采用轴对称边界
元方法在上述相同参数工况下进行固定边界上方

气泡脉动的数值计算。然后，采用 Ｒａｙｌｅｉｇｈ
Ｐｌｅｓｓｅｔ方程对强度参数分别为３０和１００的两种
工况进行计算。最后，将ＲａｙｌｅｉｇｈＰｌｅｓｓｅｔ方程、采
用Ｚｈａｎｇ等［２０］的方程建立的理论模型和边界元

方法的计算结果进行对比，图２为气泡强度参数
分别为１００和３０时三种模型计算结果对比曲线。
观察图２，ＲａｙｌｅｉｇｈＰｌｅｓｓｅｔ方程计算结果偏差很
大，考虑边界效应的理论模型和边界元的计算

结果是接近的。然而，球形气泡的假设会导致

理论模型与数值模型的计算结果存在误差。根

据线性气泡动力学理论，气泡的强度参数越小，

其固有频率越小，脉动的周期越长，气泡强度参

数为３０时气泡脉动周期显然更长，符合气泡的
演化规律。综上所述，相同参数工况下理论模

型与边界元计算结果趋势一致，验证了理论模

·９４１·
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型的有效性。

（ａ）ε＝１００

（ｂ）ε＝３０

图２　无量纲气泡半径时历计算结果对比曲线
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｂｕｂｂｌｅｒａｄｉｕｓ

图３　无量纲强度参数对改进的判断准则的影响
Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｓｔｒｅｎｇｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｏｎｔｈｅ

ｍｏｄｉｆｉｅｄｊｕｄｇｍｅｎｔｃｒｉｔｅｒｉｏｎ

３　结果分析

距离参数γ为１５，改变气泡的强度参数 ε，
应用改进的判断准则进行计算，并研究强度参数

对改进的判断准则的影响，图３是气泡强度参数
对改进的判断准则的影响规律。观察图３，判断
准则与Ｂｌａｋｅ准则存在明显差异，当气泡的强度
参数ε大于１时，气泡先膨胀后坍塌循环脉动，若
强度参数ε趋于无穷，判断准则趋近于０．４４２；当
气泡的强度参数ε小于１时，气泡处于坍塌阶段，
若强度参数 ε等于０，判断准则退化为 Ｂｌａｋｅ准

则。然而，工程应用中不存在气泡的强度参数趋

于无穷大或等于０的实际问题，因此需要考虑气
泡内部压力的变化，引入边界效应，采用改进的判

断准则预测气泡射流方向。

选取气泡强度参数ε为１００和３０，距离参数
γ在［１０，２０］范围内变化，浮力参数 δ在［０，
０６］范围内变化的多种工况，采用边界元方法模
拟气泡的向上射流、向下射流、气泡撕裂和中性坍

塌等现象，并将 Ｂｌａｋｅ准则和改进的判断准则进
行对比。图４是气泡强度参数为３０，距离参数为
１５时不同浮力参数下边界元的计算结果，图中
黑色实线代表固定边界。图５（ａ）是气泡强度参
数为１００时不同无量纲距离参数和浮力参数的计
算结果，图５（ｂ）是气泡强度参数为３０时不同无
量纲距离参数和浮力参数的计算结果。观察图４
和图５，δ与γ的乘积处于改进的判断准则下方时，

（ａ）δ＝０．１０　　　　　　　（ｂ）δ＝０．２０

（ｃ）δ＝０．２１　　　　　　　（ｄ）δ＝０．２４

（ｅ）δ＝０．２６　　　　　　　（ｆ）δ＝０．４０

图４　不同无量纲浮力参数下边界元的计算结果
Ｆｉｇ．４　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｂｕｏｙａｎｃｙｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

·０５１·
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气泡存在向上射流、向下射流、撕裂和中性坍塌等

现象，两个准则都不能准确预测；δγ在判断准则
的上方时，气泡会向上射流，相比于 Ｂｌａｋｅ准则，
改进的判断准则对气泡向上射流现象预测更准

确。进一步观察图 ５，气泡的强度参数 ε为 ３０
时，判断准则预测气泡向上射流现象的准确度会

提高。综上可见，改进的判断准则比 Ｂｌａｋｅ准则
预测气泡向上射流现象的精度高；气泡强度参数

较小时，判断准则预测结果的准确性会进一步

提升。

（ａ）ε＝１００

（ｂ）ε＝３０

图５　不同无量纲距离参数和浮力参数下
理论模型和边界元的计算结果

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｍｏｄｅｌａｎｄｂｏｕｎｄａｒｙ
ｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｄｉｓｔａｎｃｅ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｂｕｏｙａｎｃｙｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

４　结论

本文采用理论和边界元数值方法研究了固定

边界上方气泡射流方向的判断准则。首先应用开

尔文冲量理论，使用绝热状态方程近似模拟气泡

内部气体压力变化。通过双气泡耦合模型引入边

界效应，获得了改进的气泡射流方向判断准则。

当气泡的无量纲强度参数等于零或者无穷大时，

不考虑边界效应时，改进的判断准则可退化为经

典 Ｂｌａｋｅ准则。接着，采用边界元方法模拟不同
参数工况下固定边界上方气泡的射流、撕裂和中

性坍塌等动力学行为。将改进的判断准则与

Ｂｌａｋｅ准则进行对比，以探究改进的判断准则的
优越性。研究表明，改进的判断准则比 Ｂｌａｋｅ准
则在预测气泡向上射流现象时具有更高的精度；

对于强度参数较小的气泡，改进的判断准则的预

测结果的准确性将得到提升。文中的方法同样可

以应用于求解自由液面边界、水油界面边界附近

的气泡动力学问题。
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