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迎风格式在接触间断的数值耗散及其诱导误差

韩　芳，魏雁昕，刘　君!

（大连理工大学 航空航天学院，辽宁 大连　１１６０２４）

摘　要：在不同流场参数条件下对三种迎风格式在接触间断中的数值耗散问题进行了数值实验，并对数
值耗散产生的机理进行了分析。数值计算结果和理论分析表明，矢通量分裂格式计算接触间断问题时，若流

场静止或流场内存在亚声速区域，密度耗散的产生会诱导出以特征速度运动的数值扰动误差，该误差对数值

耗散的大小无影响，但会影响流场的速度及压力参数分布，从而改变流场的结构。在二维问题中，诱导误差

相互干扰会产生大量的复杂小尺度结构，给流场结构分析带来困难。同时，在密度参数线性分布的流场中，

若空间离散格式重构的对象为对流通量，使用矢通量分裂格式计算流场会产生数值误差，使计算精度难以到

达二阶。
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　 　 在 计 算 流 体 力 学 （ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｆｌｕｉｄ
ｄｙｎａｍｉｃｓ，ＣＦＤ）中，数值耗散主要来自空间离散
格式离散对流项和时间离散格式离散时间项所产

生的截断误差，其大小与格式的计算精度及稳定

性息息相关。因此，ＣＦＤ研究者们常常采用降低
数值耗散的方法来构造更高精度的计算格

式［１－３］。空间离散格式包含差分格式及对流通量

导数的求解两部分，本文主要讨论对流通量导数

计算方法的数值耗散特性，而迎风格式作为目前

ＣＦＤ求解对流通量的主流格式［４］，成为本文的研

究对象。

迎风格式主要分为三类：矢通量分裂（ｆｌｕｘ
ｖｅｃｔｏｒｓｐｌｉｔｔｉｎｇ，ＦＶＳ）格式、通量差分分裂（ｆｌｕｘ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｐｌｉｔｔｉｎｇ，ＦＤＳ）格式以及混合格式。现
今ＣＦＤ对迎风格式耗散性的主要观点［５］为：以

ＳｔｅｇｅｒＷａｒｍｉｎｇ格式［６］、ＶａｎＬｅｅｒ格式［７］等为代

表的ＦＶＳ格式将对流通量分裂为正负两部分，在
其分裂过程中使用的简化策略诱导出过大的数值

耗散，降低了格式对线性波、非线性波等的模拟精

度；以Ｒｏｅ格式［８］、ＨＬＬＣ格式［９］为代表的ＦＤＳ格
式的基础是求解局部黎曼问题，其数值耗散较低，

这使得ＦＤＳ格式能够准确地捕捉到激波、接触间
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断等非线性波、线性波，但其在强激波处的计算稳

定性较差，例如 Ｒｏｅ格式的“红玉”现象问题；混
合格式作为以上两种格式的结合，既具备了 ＦＶＳ
格式在非线性波捕捉上的鲁棒性，也具备了 ＦＤＳ
格式在线性波捕捉上的高分辨率，其耗散较低且

稳定性优于 ＦＤＳ格式，例如 ＡＵＳＭ＋格式［１０］、

ＬＤＦＳＳ格式［１１］等。

迎风格式的数值耗散大小可表现为其对间断

的捕捉能力大小。一般认为，在相同的计算条件

下，捕捉到间断过渡区越窄，则格式的数值耗散越

低，捕捉间断的能力越强，例如，Ｓｏｄ［１２］、Ｌａｘ［１３］、
ＳｈｕＯｓｈｅｒ［１４］等问题。对存在间断相互干扰的问
题，则以捕捉流场小尺度结构的能力来衡量格

式的数值耗散大小，在相同的计算条件下，捕捉

到的小尺度结构越多、越清晰，则表明格式的数

值耗散越小，例如 ２ＤＲｉｅｍａｎｎ问题［１５］等。不

论是对间断的捕捉，还是对流场小尺度结构的

捕捉，以上问题对迎风格式数值耗散的研究都

集中于间断本身或间断附近，对在数值耗散作

用下产生的激波间断或接触间断等对下游流场

影响的研究很少。文献［１６－１８］在计算运动激
波问题时发现，捕捉法计算运动激波会产生非

物理波动，这一波动会向流场下游进行传播，进

而污染激波下游区域，改变激波下游流场的结

构分布，这一现象在以上三种迎风格式中都存

在，但文章并未对非物理波动的产生机理进行

分析。文献［１９－２０］采用以上三种迎风格式对
马赫数为 ３的运动正激波进行了模拟，计算结
果表明无论采用哪种格式，在激波由初始间断

形成数值过渡区的过程中，在激波下游都会产

生一个等熵波和一个非等熵波。这两个波在不

同格式下大小不同，但始终存在，影响着激波下

游流场结构分布。文献［２１－２２］在研究使用加
权本质无振荡（ｗｅｉｇｈｔｅｄｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙｎｏｎｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ，
ＷＥＮＯ）格式计算含接触间断的可压缩流时发现，
ＦＶＳ格式特征值逐点分裂的不兼容性以及质量方
程、动量方程、能量方程中各分量非线性离散的不

一致性会导致流场中出现非物理振荡，推荐使用

全局ＬａｘＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓ（ＬＦ）分裂格式，并在 ＷＥＮＯ
格式实现过程中使用一组共同的权值来消除非物

理振荡。

为了进一步分析不同迎风格式数值耗散的产

生机理，同时认清上文所提到的非物理波动是否

与格式的数值耗散有关，采用具有单一流场结构

的接触间断作为数值模拟对象开展研究。综合不

同迎风格式的数值耗散及其非物理波动在接触间

断问题中的表现，可以为不同的流场问题选择更

加合适的计算格式。

１　控制方程与数值方法

二维笛卡尔坐标系（ｘ，ｙ，ｔ）下无量纲化的守
恒型Ｅｕｌｅｒ方程为：

Ｕ
ｔ
＋Ｆ
ｘ
＋Ｇ
ｙ
＝０ （１）

式中，Ｕ为守恒变量，Ｆ、Ｇ分别为 ｘ、ｙ方向的对
流通量，其表达式为：

Ｕ＝（ρ，ρｕ，ρｖ，ρｅ）Ｔ

Ｆ＝（ρｕ，ρｕ２＋ｐ，ρｕｖ，（ρｅ＋ｐ）ｕ）Ｔ

Ｇ＝（ρｖ，ρｕｖ，ρｖ２＋ｐ，（ρｅ＋ｐ）ｖ）
{ Ｔ

（２）

其中，ρ为密度，ｕ、ｖ分别为ｘ、ｙ方向的速度，ｐ为
压力，ｅ为气体总比内能，其计算式为：

ｅ＝ ｐ
（γ－１）ρ

＋ｕ
２＋ｖ２
２ （３）

式中，γ为比热比，本文使用量热完全气体模型，
γ＝１４。

采用有限差分法进行数值求解，其中时间离

散采用一阶显式格式，因此方程（１）的离散形式
可写成：

Ｕｎ＋１ｉ，ｊ ＝Ｕ
ｎ
ｉ，ｊ－Δｔ

Ｆｎｉ＋１／２，ｊ－Ｆ
ｎ
ｉ－１／２，ｊ

Δｘ
＋
Ｇｎｉ，ｊ＋１／２－Ｇ

ｎ
ｉ，ｊ－１／２

Δ( )ｙ
（４）

式中，Ｆｎｉ±１／２，ｊ、Ｇ
ｎ
ｉ，ｊ±１／２为半节点处通量，ｉ、ｊ为网格

节点在 ｘ、ｙ方向的标号，ｎ、ｎ＋１分别代表 ｎ时
刻、ｎ＋１时刻，Δｘ、Δｙ为ｘ、ｙ方向的网格尺度。

以上公式及变量皆为无量纲化的，下文数值

实验中的所有变量和数据也是无量纲化的。

文中以迎风格式作为研究对象，分别选用

ＶａｎＬｅｅｒ、Ｒｏｅ、ＡＵＳＭ＋格式作为三种迎风格式的
代表进行数值计算。

２　接触间断问题

２．１　一维接触间断问题

使用二维均匀正交网格计算一维流场，计算

区域设定为［０，１０］×［０，１］，网格量为２００×２０。
无量纲化的初始条件为：

（ρ，ｕ，ｖ，ｐ）＝
（ρ１，ｕ，０，１／１．４），０≤ｘ≤ｘｄ
（１，ｕ，０，１／１．４），ｘｄ＜ｘ≤{ １０

（５）
其中，ｘｄ为间断的初始位置。将ｘｄ左侧的区域记
为１区，将ｘｄ右侧的区域记为２区，因此 ρ１为间
断左侧的初始密度参数。

对一维接触间断问题，由之后的计算结果

·２５·
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可以看出，在初始间断形成数值过渡层的过程

中出现了非物理波动，其传播速度为特征速度，

为避免扰动传出边界，设置间断的初始位置 ｘｄ
满足式（６）：

［ｘｄ－（ｕ－ｃ１）ｔｓｔｏｐ］≥１

［ｘｄ＋（ｕ＋１）ｔｓｔｏｐ］≤{ ９
（６）

其中，ｃ１为１区的声速，ｔｓｔｏｐ为计算终止时刻。根
据初始间断左右流场马赫数的不同，即流场初始

条件的不同，设置以下五个算例，其具体参数如

表１所示。

表１　不同马赫数条件下的接触间断初始条件
Ｔａｂ．１　Ｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｃｏｎｔａｃｔｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔＭａｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

初始

条件

１区初
始流场

密度

ｘ方向
速度

初始

间断

位置

１区初
始流场

马赫数

２区初
始流场

马赫数

１ ４．０ ０ ３．５ ０ ０

２ ４．０ ２．０ ２．０ ４．００ ２．０

３ ４．０ ０．８ ２．０ １．６０ ０．８

４ ０．１ ２．０ ３．５ ０．６４ ２．０

５ ４．０ ０．４ ３．５ ０．８０ ０．４

为计算方便，本节统一取计算终止时刻ｔｓｔｏｐ＝
２．０，根据给定的ＣＦＬ（ＣｏｕｒａｎｔＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓＬｅｗｙ）数
确定时间步长，此处 ＣＦＬ＝０５。此外，分别选取
ＣＦＬ∈｛００１、００５、０１、０５｝对初始条件５的流
场进行计算，可知在允许范围内，时间步长的大小

对计算结果影响很小，可忽略不计。

为了消除差分格式及限制器等因素的影响，

选择一阶迎风格式进行数值计算，图１～５分别给
出了五种初始条件下的流场参数分布曲线，包括

密度ρ、速度ｕ及压力ｐ分布曲线。

（ａ）密度参数分布曲线
（ａ）Ｄｅｎｓｉｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

（ｂ）速度参数分布曲线
（ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

（ｃ）压力参数分布曲线
（ｃ）Ｐｒｅｓｓｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

图１　ｔ＝２．０时的流场参数分布曲线（初始条件１）
Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｆｌｏｗｆｉｅｌｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｔ

ｔ＝２．０（ｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ１）

（ａ）密度参数分布曲线
（ａ）Ｄｅｎｓｉｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

（ｂ）速度参数分布曲线
（ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

·３５·
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（ｃ）压力参数分布曲线
（ｃ）Ｐｒｅｓｓｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

图２　ｔ＝２．０时的流场参数分布曲线（初始条件２）
Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｆｌｏｗｆｉｅｌｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｔ

ｔ＝２．０（ｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ２）

　　从图１可以看出，在静止流场中，Ｒｏｅ格式及
ＡＵＳＭ＋格式可以完整地保持接触间断不变，其
密度、速度及压力参数分布曲线皆保持初始状态。

而ＶａｎＬｅｅｒ格式计算的流场参数分布曲线不仅
有密度耗散，速度及压力曲线也有波动。

从图２中可以看出，在流场为全场超声速条
件时，三种格式对接触间断的数值模拟结果相同，

都是仅有密度的耗散，速度及压力参数无变化。

从图３～５可以看出，在流场中存在亚声速区
域时，Ｒｏｅ格式及 ＡＵＳＭ＋格式捕捉的接触间断
仅有密度的变化，速度及压力参数无变化。Ｖａｎ
Ｌｅｅｒ格式捕捉的接触间断存在速度及压力参数
的变化，其波动曲线与在静止流场中的结果相似，

不仅在间断处有波动，在间断两侧也产生了两个

非物理波动。但是，尽管 ＶａｎＬｅｅｒ格式计算的接
触间断有速度及压力的变化，其密度变化曲线与

Ｒｏｅ格式及 ＡＵＳＭ＋格式的计算结果曲线几乎
重合。

根据以上算例的计算结果，对一维接触间断，

Ｒｏｅ格式及 ＡＵＳＭ＋格式在静止流场中没有耗
散，在非静止流场中有密度耗散；ＶａｎＬｅｅｒ格式则
在所有流场中都有密度的耗散。图６给出了不同
时刻静止流场（初始条件１）中非物理波动的位置
变化曲线，从图中可以看出，在上文中出现的非物

理波动分别以特征速度 ｕ－ｃ１和 ｕ＋ｃ２逐步远离
间断。将间断左侧波记为“波１”，间断右侧波记
为“波２”，则图中ｖ１、ｖ２分别代表两个波动的传播
速度，ｃ１、ｃ２分别为当地点声速。

图７给出了使用初始条件１计算的接触间断
流场压力波动幅值随时间变化曲线，从图中可以

看出，随着时间步的推进，诱导误差在远离接触间

断的同时，其幅值大小也会逐渐降低，但不会消

失。结合图６和图７可以看出，对定常问题，在计
算时间足够长的情况下，误差会运动出有限的计

算区域，流场结构会恢复原本的状态。但对非定

常问题，波动对流场的影响无法消除，在参考文

献［１６－１８］的算例中可以看到波动对间断下游
流场参数的污染。

此外，这逐步远离间断的非物理波动不应

归于 ＶａｎＬｅｅｒ格式的数值耗散，而是一种数值
误差，因为数值耗散的作用是“抹平”间断，而这

两个非物理波动对密度曲线的过渡区并无

影响。

（ａ）密度参数分布曲线
（ａ）Ｄｅｎｓｉｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

（ｂ）速度参数分布曲线
（ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

（ｃ）压力参数分布曲线
（ｃ）Ｐｒｅｓｓｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

图３　ｔ＝２．０时的流场参数分布曲线（初始条件３）
Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｆｌｏｗｆｉｅｌｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｔ

ｔ＝２．０（ｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ３）

·４５·
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（ａ）密度参数分布曲线
（ａ）Ｄｅｎｓｉｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

（ｂ）速度参数分布曲线
（ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

（ｃ）压力参数分布曲线
（ｃ）Ｐｒｅｓｓｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

图４　ｔ＝２．０时的流场参数分布曲线（初始条件４）
Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｆｌｏｗｆｉｅｌｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｔ

ｔ＝２．０（ｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ４）

（ａ）密度参数分布曲线
（ａ）Ｄｅｎｓｉｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

（ｂ）速度参数分布曲线
（ｂ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

（ｃ）压力参数分布曲线
（ｃ）Ｐｒｅｓｓｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

图５　ｔ＝２．０时的流场参数分布曲线（初始条件５）
Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｆｌｏｗｆｉｅｌｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｔ

ｔ＝２．０（ｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ５）

图６　波动位置随时间变化曲线（初始条件１）
Ｆｉｇ．６　Ｃｕｒｖｅｏｆｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎｐｏｓｉｔｉｏｎｗｉｔｈｔｉｍｅ

（ｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ１）

综上所述，本文认为迎风格式的数值耗散受

流场参数影响较大，在不同马赫数条件下数值耗

散大小不同，不过文献［２３］的计算结果也显示，
在低马赫数（０１，００１，０００１）条件下，Ｒｏｅ格式
的耗散大小与马赫数无关，而 ＨＬＬ格式的数值耗
散随着马赫数的减小而变大。此外，ＶａｎＬｅｅｒ格
式捕捉接触间断时产生的非物理波动是一种数值

·５５·
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图７　波动幅值随时间变化曲线
Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｎｏｎｐｈｙｓｉｃａｌｗａｖｅｓ

误差，它们的存在影响了流场的速度及压力参数

分布，但对ＶａｎＬｅｅｒ格式在接触间断问题中的数
值耗散大小并无影响。

２．２　对数值计算结果的理论推导及机理分析

满足Ｅｕｌｅｒ方程的初始间断在计算过程中会
由数学间断变成数值过渡区，按照 ＣＦＤ理论，一
维有限差分格式的数值解在过渡区满足式（７）：

Ｕ
ｔ
＋Ｆ
ｘ
＝∑

∞

ｎ＝２
γｎ
ｎＵ
ｘｎ

（７）

因为一个网格节点无法存储两组数据，因此

初始间断必占据两个网格节点。假设初始间断的

中心在半节点ｉ＋１／２处（又称为界面），那么 ｉ点
的初始流场参数和ｉ－１点的相等。

对于 ＦＶＳ格式，一阶迎风格式离散 Ｅｕｌｅｒ方
程写成：

Ｕｎ＋１ｉ ＝Ｕｎｉ－
Δｔ
Δｘ
（Ｆ＋ｉ －Ｆ

＋
ｉ－１＋Ｆ

－
ｉ＋１－Ｆ

－
ｉ）

ｎ（８）

式中，上标“＋”和“－”分别代表通量为正、负数
值通量。

以ＶａｎＬｅｅｒ格式为例，在Ｍａ１＞１，Ｍａ２＞１的
超声速流动中，由于在超声速条件下负通量为０，
且ｉ点的初始流场参数和ｉ－１点的相等，有Ｕ１ｉ＝
Ｕ０ｉ，则密度参数 ρ

１
ｉ＝ρ

０
ｉ。此外，ｉ＋１点的流场参

数更新可写成以下形式：

Ｕ１ｉ＋１＝Ｕ
０
ｉ＋１－

Δｔ
Δｘ
（Ｆ＋ｉ＋３／２－Ｆ

＋
ｉ＋１／２）

０

＝Ｕ０ｉ＋１－
Δｔ
Δｘ
（Ｆ＋ｉ＋１－Ｆ

＋
ｉ）

０ （９）

展开有：

ρ
ρｕ
ρ









ｅ

１

ｉ＋１

＝
ρ
ρｕ
ρ









ｅ

０

ｉ＋１

－Δｔ
Δｘ

ρｕ
ρｕ２＋ｐ
ρｅ＋( )









ｐｕ

０

ｉ＋１






－

ρｕ
ρｕ２＋ｐ
（ρｅ＋ｐ）









ｕ

０



ｉ

（１０）

尽管守恒变量有变化 Ｕ１ｉ＋１≠Ｕ
０
ｉ＋１，但是把密

度ρ１ｉ＋１＝ρ
０
ｉ＋１－

Δｔ
Δｘ
（ρ０ｉ＋１－ρ

０
ｉ）ｕ

０
ｉ＋１代入Ｕ

１
ｉ＋１可以得

到ｐ１ｉ＋１＝ｐ
０
ｉ＋１和ｕ

１
ｉ＋１＝ｕ

０
ｉ＋１，符合双曲型方程扰动

不向上游传播的特性。

考虑Ｍａ１＝Ｍａ２＝０的静止流场，在间断两侧
有Ｆ－ｉ＋１≠Ｆ

－
ｉ，因此计算一个时间步后守恒变量满

足不等式Ｕ１ｉ≠Ｕ
０
ｉ。由于在通量分裂表达式中声

速和压力、密度之间是非线性的，把 ρ１ｉ≠ρ
０
ｉ代入

Ｕ１ｉ得到 ｕ
１
ｉ≠ｕ

０
ｉ、ｐ

１
ｉ≠ｐ

０
ｉ，同样在 ｉ＋１点上也有

ｕ１ｉ＋１≠ｕ
０
ｉ＋１、ｐ

１
ｉ＋１≠ｐ

０
ｉ＋１。基于以上原因，ＶａｎＬｅｅｒ

格式数值模拟静止流场中的接触间断时出现了向

两侧传播的速度波和压力波。这种现象在间断一

侧或两侧皆为亚声速时也存在。

对于ＦＤＳ格式，离散Ｅｕｌｅｒ方程后得到：

Ｕｎ＋１ｉ ＝Ｕｎｉ－
Δｔ
Δｘ
（Ｆｎｉ＋１／２－Ｆ

ｎ
ｉ－１／２） （１１）

以Ｒｏｅ格式为例，采用存储在网格节点上的
流动参数重构界面通量，一阶精度的界面通量为：

Ｆｉ＋１／２＝
１
２［（Ｆｉ＋１＋Ｆｉ）－Ａ

（Ｕｉ＋１－Ｕｉ）］

Ｆｉ－１／２＝
１
２（Ｆｉ＋Ｆｉ－１）＝Ｆ

{
ｉ

（１２）
其中，广义系数矩阵 Ａ是根据 Ｒｏｅ平均公式计
算界面处左右变量以后得到。接触间断两侧参数

满足条件：ｕｉ＋１＝ｕｉ＝ｕ，ｐｉ＋１＝ｐｉ＝ｐ，可知界面
密度变化量对动量方程和能量方程没有影响：

ΔＦ ＝Ａ（Ｕｉ＋１－Ｕｉ）＝（－（Δρ）ｕ，０，０）
Ｔ

Δρ＝ρｉ＋１－ρ{
ｉ

（１３）
计算一个时间步后的流场参数为：

ρ
ρｕ
ρ









ｅ

１

ｉ

＝
ρ
ρｕ
ρ









ｅ

０

ｉ

－ｕ
０Δｔ
Δｘ

１
ｕ
０．５









ｕ

０

Δρ （１４）

由式（１４）可以看出，对于ｕ０＝０的静止流场，
一个时间步后流场参数不会发生变化。对于

ｕ０≠０的流动，由于初始间断两侧密度不相等，即
Δρ≠０，因此在时间推进过程中密度发生变化ρ１ｉ≠
ρ０ｉ，但是把更新后的密度代入动量方程和能量方
程以后可以推出 ｕ１ｉ＝ｕ

０
ｉ、ｐ

１
ｉ＝ｐ

０
ｉ，很好地解释了

２１节中 Ｒｏｅ格式模拟接触间断所表现出的
特性。

·６５·
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对于混合格式 ＡＵＳＭ＋，其界面通量可以
写为：

Ｆｉ＋１／２＝ｃｉ＋１／２Ｍａｉ＋１／２Φｉ＋１／２＋ｐｉ＋１／２ （１５）

式中：ｐ＝（０，ｐ，０）Ｔ；ｃ为声速，ｃ＝ γｐ槡ρ
通过声速

方程计算。

考察ｉ＋１点流场参数更新，当流场为静止流
场时，半点马赫数 Ｍａｉ＋１／２＝０，且全场压力相等，
因此有：

　Ｕ１ｉ＋１＝Ｕ
０
ｉ＋１－

Δｔ
Δｘ
（Ｆ０ｉ＋３／２－Ｆ

０
ｉ＋１／２）

＝Ｕ０ｉ＋１－０＝Ｕ
０
ｉ＋１ （１６）

因此，在静止流场中，使用ＡＵＳＭ＋格式计算
接触间断可保持流场参数不变。

当流场参数为非静止流场时，ｉ＋１点密度参
数有更新，但将更新的密度参数 ρ１ｉ＋１代入 Ｕ

１
ｉ＋１可

以得到ｐ１ｉ＋１＝ｐ
０
ｉ＋１和ｕ

１
ｉ＋１＝ｕ

０
ｉ＋１。以超声速流场为

例进行说明。当流场为超声速时，一个时间步后

ｉ＋１点的流场参数为：
ρ
ρｕ
ρ









ｅ

１

ｉ＋１

＝
ρ
ρｕ
ρ









ｅ

０

ｉ＋１

－Δｔ
Δｘ
ｃ０ｉ＋１Ｍａ

０
ｉ＋１

ρ
ρｕ
ρｅ＋









ｐ

０

ｉ＋１






＋

０
ｐ









０

０
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ｉ

（１７）

式中，密度ρ１ｉ＋１＝ρ
０
ｉ＋１－

Δｔ
Δｘ
（ρ０ｉ＋１－ρ

０
ｉ）ｕ

０
ｉ＋１，将其代

入动量方程可得：

ｕ１ｉ＋１＝

（ρｕ）０ｉ＋１－
Δｔ
Δｘ
［ｕ０ｉ＋１（ρｕ）

０
ｉ＋１＋ｐ

０
ｉ＋１－ｕ

０
ｉ（ρｕ）

０
ｉ－ｐ

０
ｉ］

ρ０ｉ＋１－
Δｔ
Δｘ
（ρ０ｉ＋１－ρ

０
ｉ）ｕ

０
ｉ＋１

（１８）
由于ｐ０ｉ＋１＝ｐ

０
ｉ、ｕ

０
ｉ＋１＝ｕ

０
ｉ，因此有：

ｕ１ｉ＋１＝
ｕ０ｉ＋１ρ

０
ｉ＋１－ｕ

０
ｉ＋１
Δｔ
Δｘ
［（ρ０ｉ＋１－ρ

０
ｉ）ｕ

０
ｉ＋１］

ρ０ｉ＋１－
Δｔ
Δｘ
（ρ０ｉ＋１－ρ

０
ｉ）ｕ

０
ｉ＋１

＝ｕ０ｉ＋１

（１９）
同理将 ρ１ｉ＋１、ｕ

１
ｉ＋１代入能量方程可得 ｐ

１
ｉ＋１＝

ｐ０ｉ＋１，符合２．１节的数值计算结果。
综上所述，ＶａｎＬｅｅｒ格式以局部马赫数为依

据将对流通量分为正负两部分，在全场超声速条

件下，只有正通量参与流场参数更新，对接触间断

问题，虽然间断两侧密度不等致使密度参数随时

间推进发生变化，产生了密度数值耗散，但更新后

的密度参数对速度及压力参数无影响；在静止流

场或流场中存在亚声速区域时，由于在通量分裂

表达式中声速和压力、密度之间是非线性的，将更

新后的密度参数代入动量方程及能量方程，流场

的速度及压力参数发生改变，从而产生了速度波

动及压力波动。

Ｒｏｅ格式计算接触间断时以密度波推动流场
参数更新，同时受流场速度影响，ＡＵＳＭ＋格式计
算接触间断时同样以密度波推动流场参数更新，

同时受界面马赫数（半点马赫数）影响，因此在静

止流场中使用 Ｒｏｅ格式及 ＡＵＳＭ＋格式时，流场
参数无更新，自然无数值耗散产生；在非静止流场

中使用以上两种格式时，质量方程参数更新，导致

密度参数发生变换，产生密度数值耗散，但将更新

后的密度参数代入动量方程及能量方程，速度及

压力参数无变化。

同时，由以上公式推导可以看出，当初始间断

的中心位于半节点 ｉ＋１／２处且全场为超声速条
件时，点ｉ位于间断的上游区域，根据双曲型方程
扰动不向上游传播的特性，点 ｉ处流场参数不应
随时间发生变化，因此一个时间步后，ＶａｎＬｅｅｒ格
式及ＡＵＳＭ＋格式计算的接触间断流场，皆为点
ｉ＋１处的密度参数发生变化，点 ｉ处流场参数无
变化；而Ｒｏｅ格式计算的接触间断流场，点 ｉ处的
密度参数发生变化，这显然不符合双曲型方程扰

动不向上游传播的特性，这或许与“红玉”现象出

现的原因有关，有待进一步验证。

２．３　二维接触间断问题

上文给出了三种不同类型的迎风格式在一维

接触间断中的数值计算结果，并通过公式推导对

不同计算结果出现的原因进行了分析。为了加深

对不同迎风格式下接触间断的认识，给出以下二

维算例。

在二维问题中，将初始接触间断放置于 ｘ方
向为超声速的均匀流场中，设置计算区域为

０，[ ]２ × －２，[ ]２，网格量为２００×４００。将间断放
置于ｙ＝０处，初始流动参数为：

　（ρ，ｕ，ｖ，ｐ）＝
（ρ１，ｕ，ｖ，ｐ），０≤ｙ≤２

（ρ２，ｕ，ｖ，ｐ），－２≤ｙ{ ＜０
（２０）

其中，ρ１＝４，ρ２＝１，ｕ＝２，ｖ＝０，ｐ＝１／１４。左右边
界给定超声速出入口边界条件，上下边界为一阶

外推。

在本节中，首先使用一阶迎风格式进行计算，

同样选用 ＶａｎＬｅｅｒ、Ｒｏｅ、ＡＵＳＭ＋三种迎风格式，
时间步长按ＣＦＬ＝０５计算，计算终止时刻 ｔｓｔｏｐ＝

·７５·
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１５。计算结果表明，当使用Ｒｏｅ格式或 ＡＵＳＭ＋
格式时，流场参数都能保持初始值不变，因此本节

只给出了使用 ＶａｎＬｅｅｒ格式的计算结果。图 ８
是空间离散采用五阶 ＷＥＮＯＺ格式［２４］的计算结

果，此时时间离散采用具有总变差减小（ｔｏｔａｌ
ｖａｒｉａｔｉｏｎｄｉｍｉｎｉｓｈｉｎｇ，ＴＶＤ）性质的三阶 Ｒｕｎｇｅ
Ｋｕｔｔａ格式［２５］。图８给出了单接触间断下计算终
止时流场的相对压力误差（δｐ＝１４Δｐ）分布云图
及涡量（ｗｚ＝ｖ／ｘ－ｕ／ｙ）分布云图。因为初始
流场速度为常数，涡量为０，因此图８给出的涡量
分布云图也代表了流场的误差分布。从图中可以

看出，在计算过程中 ＶａｎＬｅｅｒ迎风格式不能完好
地保持间断，在间断两侧会有误差产生，误差分别

以当地声速沿 ｙ方向向两侧进行传播，在 ｘ方向
超声速气流的作用下形成以特征线为边界的误差

分布范围。

（ａ）压力误差分布云图
（ａ）Ｃｌｏｕｄｍａｐｏｆｐｒｅｓｓｕｒｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

（ｂ）涡量分布云图
（ｂ）Ｃｌｏｕｄｍａｐｏｆｖｏｒｔｉｃｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图８　ｔ＝１．５时的流场参数分布云图（单接触间断）
Ｆｉｇ．８　Ｃｌｏｕｄｍａｐｏｆｆｌｏｗｆｉｅｌｄｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｔ

ｔ＝１．５（ｓｉｎｇｌｅｃｏｎｔａｃｔｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ）

为进一步研究二维接触间断对流场结构的影

响，设计了同时存在两个间断的流场算例。初始

流场参数设置为：

（ρ，ｕ，ｖ，ｐ）＝
（ρ１，ｕ，ｖ，ｐ），－０．１≤ｙ≤０．１

（ρ２，ｕ，ｖ，ｐ），{ 其他

（２１）
其中，ρ１＝４．０，ρ２＝１．０，ｕ＝２．０，ｖ＝０，ｐ＝１／１４。

图９给出了双接触间断下，在计算时间 ｔ＝
１５时的流场压力误差分布云图及涡量分布云
图。从图中可以看出两个间断所产生的误差在相

互干扰过程中会改变每个间断的误差分布范围，

且会产生复杂的小尺度结构。

（ａ）压力误差分布云图
（ａ）Ｃｌｏｕｄｍａｐｏｆｐｒｅｓｓｕｒｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

（ｂ）涡量分布云图
（ｂ）Ｃｌｏｕｄｍａｐｏｆｖｏｒｔｉｃｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图９　ｔ＝１．５时的流场参数分布云图（双接触间断）
Ｆｉｇ．９　Ｃｌｏｕｄｍａｐｏｆｆｌｏｗｆｉｅｌｄｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｔ

ｔ＝１．５（ｄｏｕｂｌｅｃｏｎｔａｃｔｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ）

以上算例可以看成是ｙ方向的一维静止接触
间断与ｘ方向超声速自由流的组合问题，因为 ｙ
方向速度为０，此时Ｒｏｅ格式和ＡＵＳＭ＋格式对接
触间断数值耗散为０，表现为流场参数保持初始
值不变。而 ＶａｎＬｅｅｒ格式在对接触间断有密度
数值耗散的同时，其在间断从初始数学上的间断

变成有厚度的数值剪切层时诱导出的数值误差相

互干扰，会生成复杂的非物理小尺度结构，从而影

响流场的结构分布。

·８５·
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３　线性分布流场

第２节给出了使用不同迎风格式数值模拟接
触间断问题所得到的计算结果，并通过公式推导

对不同结果出现的原因进行了理论分析。本节继

续给了以上三种迎风格式在流场参数线性分布的

流场中的计算结果。

设置无量纲计算区域为［０，１］×［０，１］，网格
量为１００×１００。给定流场密度参数为线性分布，
初始参数为：

（ρ，ｕ，ｖ，ｐ）＝（１＋ｙ，０，０，１／１．４） （２２）
边界给初始值，即理论值。计算终止时刻

ｔｓｔｏｐ＝２．０，时间步长按 ＣＦＬ＝０．５（通量无分裂时
ＣＦＬ＝０．１）计算。

首先使用一阶迎风格式进行计算，图 １０、
图１１在给出 ＶａｎＬｅｅｒ、Ｒｏｅ、ＡＵＳＭ＋三种迎风格
式计算结果的同时，给出了对流通量无分裂时的

计算结果。计算结果表明，在密度成线性分布的

静止流场中，Ｒｏｅ、ＡＵＳＭ＋格式及通量无分裂计
算方法都能保持流场不变，而 ＶａｎＬｅｅｒ格式的计
算结果有较大误差产生，且该误差随计算时间增

加而逐渐增大。

（ａ）ＶａｎＬｅｅｒ

（ｂ）Ｒｏｅ

（ｃ）ＡＵＳＭ＋

（ｄ）通量无分裂
　（ｄ）Ｆｌｕｘｎｏｎｓｐｌｉｔｔｉｎｇ

图１０　不同迎风格式下的密度绝对误差云图
Ｆｉｇ．１０　Ｄｅｎｓｉｔｙａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｃｌｏｕｄｍａｐｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｕｐｗｉｎｄｓｃｈｅｍｅｓ

图１１　中心点处密度绝对误差随时间变化曲线
Ｆｉｇ．１１　Ｔｉｍｅｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｄｅｎｓｉｔｙａｂｓｏｌｕｔｅ

ｅｒｒｏｒａｔｃｅｎｔｒａｌｐｏｉｎｔ

考虑到所用空间离散格式为一阶迎风格式，

而此时流场为二阶精度流场，使用一阶格式计算

二阶流场可能会产生误差，因此进一步使用二阶

·９５·
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迎风 ＭＵＳＣＬ格式、五阶 ＷＣＮＳ格式［２６］和五阶

ＷＥＮＯ格式［２７］对流场进行了数值模拟，计算结果

如图１２所示。

（ａ）二阶迎风ＭＵＳＣＬ格式
（ａ）２ｎｄｏｒｄｅｒｕｐｗｉｎｄＭＵＳＣＬｓｃｈｅｍｅ

（ｂ）五阶ＷＣＮＳ格式
（ｂ）５ｔｈｏｒｄｅｒＷＣＮＳｓｃｈｅｍｅ

（ｃ）五阶ＷＥＮＯ格式
（ｃ）５ｔｈｏｒｄｅｒＷＥＮＯｓｃｈｅｍｅ

图１２　ＶａｎＬｅｅｒ格式计算的密度绝对误差云图
Ｆｉｇ．１２　ＤｅｎｓｉｔｙａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｃｌｏｕｄｓｏｆＶａｎＬｅｅｒｓｃｈｅｍｅ

从图１２（ａ）的计算结果可以看出，此时 Ｖａｎ
Ｌｅｅｒ格式也能保持流场不变。以二阶迎风

ＭＵＳＣＬ格式为例，ＭＵＳＣＬ格式的重构对象是原
始变量，这样对ｙ方向密度线性分布的流场，界面
ｊ＋１／２处重构得到的左右原始变量相同，即
ｑＬｊ＋１／２＝ｑ

Ｒ
ｊ＋１／２，其中ｑ＝（ρ，ｕ，ｖ，ｐ）

Ｔ，上标 Ｌ、Ｒ分
别代表半节点的左侧及右侧。在速度为０的条件
下，界面处的正负通量数值相等，符号相反，因此

界面处对流通量为０，即 Ｆｊ＋１／２＝Ｆ
＋
ｊ＋１／２＋Ｆ

－
ｊ＋１／２＝

Ｆ（ｑＬｊ＋１／２）＋Ｆ（ｑ
Ｒ
ｊ＋１／２）＝０，流场参数随时间推进

无更新。五阶 ＷＣＮＳ格式与 ＭＵＳＣＬ格式类似，
重构对象为原始变量，在本算例中，原始变量的一

阶导数为 １，二阶导数为 ０，此时由 ｑＬｊ＋１／２＝ｑｊ＋
ｆＬ／２＋ｓＬ／８、ｑ

Ｒ
ｊ＋１／２ ＝ｑｊ＋１ －ｆ′Ｒ／２＋ｓ′Ｒ／８可得

ｑＬｊ＋１／２＝ｑ
Ｒ
ｊ＋１／２，其中 ｆＬ、ｆ′Ｒ为不同子模板上原始变

量一阶导数的加权值，ｓＬ、ｓ′Ｒ为不同子模板上原始
变量二阶导数的加权值。其与二阶迎风 ＭＵＳＣＬ
格式相同，此时界面处通量为 Ｆｊ＋１／２＝Ｆ

＋
ｊ＋１／２＋

Ｆ－ｊ＋１／２＝Ｆ（ｑ
Ｌ
ｊ＋１／２）＋Ｆ（ｑ

Ｒ
ｊ＋１／２）＝０，流场参数无

更新。

从图１２（ｃ）的计算结果可以看出，尽管采用
了五阶ＷＥＮＯ格式，流场仍产生了数值误差，这
是因为文中所用五阶 ＷＥＮＯ格式空间重构的对
象为对流通量。若流场为超声速流场，则每一节

点上流场负通量为０，正通量的一阶导数为常数，
可保证Ｆｊ＋１／２－Ｆｊ－１／２＝Ｆ

＋
ｊ＋１／２－Ｆ

＋
ｊ－１／２＝０，此时使

用五阶ＷＥＮＯ格式与ＶａｎＬｅｅｒ格式计算密度沿ｙ
方向为线性分布的流场，流场无误差产生。若流

场为亚声速流场或静止流场，在 ＶａｎＬｅｅｒ表达式
中声速和压力、密度之间是非线性的，此时流场正

负通量的一阶导数为密度的函数。以通量的第一

项元素为例，此时 Ｆ＋ｊ（１）＝
γ槡 ｐ
４ 槡ρ＝

槡γ
４ １＋槡 ｙ，

（Ｆ＋ｊ）′（１）＝ 槡γ
８ １＋槡 ｙ

，无法保证 Ｆｊ＋１／２＝Ｆｊ－１／２，

流场参数有更新。

从以上计算结果可以看出，Ｒｏｅ格式和
ＡＵＳＭ＋格式能够保持初始流场参数的线性分布
不变，而ＶａｎＬｅｅｒ格式在空间重构对象为原始变
量时可以保持流场参数线性分布不变，在空间重

构对象为对流通量时则会有误差产生，破坏流场

的结构分布。

４　结论

对三种迎风格式在接触间断中的数值耗散问

题进行了数值实验，并通过公式推导对不同流场

参数下数值耗散产生的机理进行了分析。以 Ｒｏｅ

·０６·
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格式为代表的ＦＤＳ格式及以ＡＵＳＭ＋格式为代表
的混合格式，在接触间断问题中存在密度数值耗

散，其耗散受密度差推动产生，同时受流场速度

（马赫数）影响，但因为此时其质量方程和动量方

程、能量方程为解耦关系，所以更新后的密度参数

对速度及压力参数无影响。以 ＶａｎＬｅｅｒ格式为
代表的ＦＶＳ格式在计算接触间断问题时，不仅存
在密度数值耗散，在流场静止或流场内存在亚声

速区域条件下，密度耗散的产生还会诱导出速度

扰动误差及压力扰动误差，该扰动误差对格式的

数值耗散大小无影响，但对流场结构的影响无法

忽略。特别地，对ＬＦ分裂格式，局部ＬＦ分裂会
出现以上非物理振荡误差，全局 ＬＦ分裂则不会
产生非物理振荡现象。因此，文章中的 ＦＶＳ格式
不包括全局ＬＦ分裂格式。

ＦＶＳ格式在计算一维接触间断问题时产生的
诱导数值误差在二维接触间断问题中表现为复杂

小尺度结构，若二维接触间断存在于复杂结构流

场中，复杂小尺度结构的产生必会对流场结构分

析带来困难。此外在空间重构对象为对流通量

时，使用 ＦＶＳ格式计算密度线性分布的流场，会
破坏流场参数原有的梯度，产生较大的数值误差，

在高阶格式条件下，误差大大减小，但并未消除，

使得流场的计算精度难以达到二阶。在空间重构

对象为原始变量时，使用 ＦＶＳ格式可以很好地保
持流场梯度。
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Ｋｕｔｔａｓｃｈｅｍｅｓ［Ｊ］．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，１９９８，

６７（２２１）：７３－８５．

［２６］　ＤＥＮＧＸＧ，ＺＨＡＮＧＨＸ．Ｄｅｖｅｌｏｐｉｎｇｈｉｇｈｏｒｄｅｒｗｅｉｇｈｔｅｄ

ｃｏｍｐａｃｔｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｃｈｅｍｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ

Ｐｈｙｓｉｃｓ，２０００，１６５（１）：２２－４４．

［２７］　ＪＩＡＮＧＧＳ，ＳＨＵＣＷ．Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｗｅｉｇｈｔｅｄ

ＥＮＯｓｃｈｅｍｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，１９９６，

１２６（１）：２０２－２２８．

（编辑：王颖娟，罗茹馨）
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