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采用重组模板的权重优化 ＷＥＮＯＺ格式
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摘　要：针对精确模拟含激波等复杂流动结构的流场对高精度格式的低耗散低色散要求，基于５阶有限
差分ＷＥＮＯＺ格式，提出一种模板重组技术。在计算 ＷＥＮＯ非线性权时，引入一个由３点模板重新组合的
４点模板，优化原格式中各模板的权重分配，进而提出了两种改进 ＷＥＮＯＺ格式。采用近似色散关系分析方
法对改进前后格式色散与耗散特性进行了对比与分析。分析表明：两种改进格式耗散有不同程度的降低。数值
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实验表明：改进格式具有更优越的激波捕捉性能，对小尺度流场结构具有更高的分辨率。
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　　随着电子计算机技术的飞速发展，计算流体
动力学在流体力学领域的理论研究与工程应用中

起到越来越大的作用。作为计算流体动力学的基

础之一，离散格式的性能对流场数值模拟具有重

要影响。特别地，加权本质无振荡（ｗｅｉｇｈｔｅｄ
ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙｎｏｎｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ，ＷＥＮＯ）格式的提出极大
地推进了含激波等复杂流动结构的流场的精确数

值模拟。

Ｌｉｕ等［１］在 本质无振荡 （ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙｎｏｎ
ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ，ＥＮＯ）［２－３］格式的基础上创造性地提
出了ＷＥＮＯ格式，采用子模板上的低阶格式的非
线性凸组合使得格式兼具高精度与本质无振荡特

性，并设计了有限体积形式的 ３阶、４阶精度

ＷＥＮＯ格式。Ｊｉａｎｇ等［４］对 ＷＥＮＯ格式进行理论
分析，将ＷＥＮＯ格式拓展至有限差分形式，系统
地设计了任意阶有限差分形式格式的光滑因子与

非线性权计算方法，他们提出的 ５阶ＷＥＮＯ格式
成为最经典的 ＷＥＮＯ 格式之一，一般记为
ＷＥＮＯＪＳ格式。

尽管ＷＥＮＯＪＳ格式具有优越的激波捕捉性
能，但仍存在耗散过大，极值点处精度降阶等不

足。围绕ＷＥＮＯＪＳ格式，学者们开展了大量的性
能优化研究。在非线性权计算方面，Ｈｅｎｒｉｃｋ等［５］

指出５阶ＷＥＮＯＪＳ格式在求解双曲守恒律时并
未完全满足 ５阶精度，在极值点附近发生降阶。
为此，他们在非线性权的计算中引入了一个非线
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性权映射函数，设计了一种完全满足 ５阶精度的
改进 ＷＥＮＯ格式，记为 ＷＥＮＯＭ 格式。根据
ＷＥＮＯＭ格式的思想，多种新型映射函数被提出
并应用于 ＷＥＮＯ格式的优化［６－８］。Ｂｏｒｇｅｓ等［９］

从增大间断子模板的权重分配的角度开展研究，

指出增大非线性加权时间断子模板的权重，可降

低格式耗散，优化格式性能；在这一理论上，他们

设计了一个高阶光滑因子，构造了新的非线性权，

提出了耗散更低、分辨率更高的 ５阶 ＷＥＮＯＺ
格式。

在ＷＥＮＯＺ格式的基础上，Ｌｉｕ等［１０］改进了

５阶ＷＥＮＯＺ格式的高阶光滑因子及其在非线性
权中的应用，使得格式既满足５阶精度充分条件，
又具有较低耗散。Ｃａｓｔｒｏ等［１１］给出了高阶光滑

因子的通用公式，将 ＷＥＮＯＺ格式拓展至任意奇
数阶。Ａｃｋｅｒ等［１２］在 ＷＥＮＯＺ格式的非线性权
公式中增加了光滑因子比值相关项，提出 ＷＥＮＯ
Ｚ＋格式，进一步提高了格式中间断子模板的权
重，改善了格式对高频波的分辨率，并指出在通常

的应用中，间断子模板上的权重对 ＷＥＮＯ格式实
际计算性能的影响起主要因素。文献［１３－１６］
均引入光滑因子比值优化了格式权重，文

献［１７－２０］对光滑因子进行了重新设计与构造。
徐维铮等［２１］则对３阶 ＷＥＮＯＺ格式的光滑因子
进行了多种设计与系统研究，研究表明格式在连

续解非极值点处的理论精度对实际计算性能起决

定性的作用，极值点处的精度影响则较小。上述

研究表明改进非线性权计算方法可有效实现

ＷＥＮＯＺ格式耗散降低，性能提升。
与上述仅改进非线性权计算方法的研究不

同，模板优化是 ＷＥＮＯ格式改进的另一重要方
法。Ｍａｒｔíｎ等［２２］和 ＨＵ等［２３］通过在 ＷＥＮＯ构造
模板中引入下迎风模板，优化权重，分别提出了

ＷＥＮＯＳＹＭＢＯ和 ＷＥＮＯＣＵ６格式；Ｚｈｕ等［２４］则

创造性地设计了由一个５点模板和两个２点模板
加权得到的５阶有限差分 ＷＥＮＯ格式，该格式对
线性权的选择更为灵活，实现更为简单。这些研

究在优化模板的基础上，对非线性权计算方法，包

括线性权的选取、光滑因子的计算等，进行了一定

改进，最终实现了格式性能的提升。

尽管上述研究已经实现了 ＷＥＮＯ格式性能
的大幅改善，模板优化方法也往往伴随着非线性

权计算方法的重新设计，但鲜有研究对非线性权

计算方法改进与模板优化之间的关系进行研究，

鲜有研究提出可以转化为改进非线性权计算方法

的模板优化方法。

本文以５阶ＷＥＮＯＺ格式为研究对象，借鉴
文献［２２－２４］的优化模板思路，在ＷＥＮＯＺ格式
构造中引入一个由３点模板重新组合形成的４点
模板，取其上重构格式为对应３点模板格式的线
性组合，通过这种模板重组方法实现了格式的非

线性权调节与性能提升；同时借助子模板的线性

组合特性将所提模板优化方法等效转化为格式的

改进非线性权计算方法；采用一系列基准问题对

改进格式性能提升进行数值验证。

１　ＷＥＮＯＺ格式

以一维双曲守恒律为研究对象

ｕ
ｔ
＋ｆ
ｘ
＝０　ｘ∈［ａ，ｂ］ （１）

式中，ｕ为守恒变量，ｆ＝ｆ（ｕ）为通量函数。将计
算区域［ａ，ｂ］划分为 Ｎ个等间距网格，各网格单
元长度为 Δｘ＝ｘｉ＋１／２ －ｘｉ－１／２，且 ａ＝ｘ１／２，ｂ＝

ｘＮ＋１／２，网格中心ｘｉ＝
１
２（ｘｉ＋１／２＋ｘｉ－１／２），网格单元

Ｉｉ＝［ｘｉ－１／２，ｘｉ＋１／２］。在上述网格上进行空间离
散，可得式（１）的半离散形式

ｄｕｉ
ｄｔ＝－

ｈ（ｘｉ＋１／２）－ｈ（ｘｉ－１／２）
Δｘ

（２）

式中，ｈ（ｘ）为数值通量函数，其隐式定义为

ｆ（ｘ）＝ １
Δｘ∫

ｘ＋Δｘ／２

ｘ－Δｘ／２
ｈ（ξ）ｄξ （３）

根据式（３），则可在给定模板 Ｓｉ＝｛Ｉｉ－ｒ，
Ｉｉ－ｒ＋１，…，Ｉｉ，…，Ｉｉ＋ｓ｝上得到 ｈ（ｘ）的唯一的 ｒ＋ｓ

次多项式逼近函数ｆ＾（ｘ），该函数满足

ｆ＾（ｘ）＝ｈ（ｘ）＋Ｏ（Δｘｒ＋ｓ＋１） （４）

记ｆ＾（ｘ）在ｘｉ＋１／２处的值为 ｆ
＾
ｉ＋１／２，则 ｆ

＾
ｉ＋１／２即为

数值通量对应的线性格式。

５阶 ＷＥＮＯＪＳ格式或 ＷＥＮＯＺ格式的重构
模板如图１所示。

图１　５阶ＷＥＮＯＪＳ／ＷＥＮＯＺ格式重构模板
Ｆｉｇ．１　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｔｅｎｃｉｌｓｏｆｆｉｆｔｈｏｒｄｅｒ

ＷＥＮＯＪＳ／ＷＥＮＯＺ
Ｓ（５）＝｛Ｉｉ－２，Ｉｉ－１，Ｉｉ，Ｉｉ＋１，Ｉｉ＋２｝为构造大模板，

可划分为 ３个互有重叠的 ３点子模板，即 Ｓ０＝

·８８１·
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｛Ｉｉ－２，Ｉｉ－１，Ｉｉ｝、Ｓ１＝｛Ｉｉ－１，Ｉｉ，Ｉｉ＋１｝和 Ｓ２＝｛Ｉｉ，Ｉｉ＋１，
Ｉｉ＋２｝。在各子模板上计算数值通量对应的线性
格式，可得

ｆ０^ｉ＋１／２＝
１
６（２ｆｉ－２－７ｆｉ－１＋１１ｆｉ）

ｆ１^ｉ＋１／２＝
１
６（－ｆｉ－１＋５ｆｉ＋２ｆｉ＋１）

ｆ２^ｉ＋１／２＝
１
６（２ｆｉ＋５ｆｉ＋１－ｆｉ＋２











 ）

（５）

而大模板上数值通量对应的５阶线性格式为

ｆｌ^ｉｎｅａｒｉ＋１／２ ＝
１
６０（２ｆｉ－２－１３ｆｉ－１＋４７ｆｉ＋２７ｆｉ＋１－３ｆｉ＋２）

＝∑
２

ｍ＝０
ｄｍｆ

ｍ^
ｉ＋１／２ （６）

式中：ｄｍ为线性权重，ｄ０＝０１，ｄ１＝０６，ｄ２＝０３；
ｍ＝０，１，２。引入与其相对应的非线性权 ωｍ，则
可得ＷＥＮＯ格式的一般形式

ｆ＾ｉ＋１／２ ＝∑
２

ｍ＝０
ωｍｆ

ｍ^
ｉ＋１／２　ｍ＝０，１，２ （７）

５阶ＷＥＮＯＪＳ格式的非线性权计算公式为

ωｍ ＝
αｍ

∑
２

ｌ＝０
αｌ

αｍ ＝
ｄｍ

（βｍ ＋ε）













２

（８）

式中，βｍ为光滑因子，表征相应模板上变量的光
滑程度，ε为一正数小量，防止分母为 ０。文
献［４］给出的ｋ阶 ＷＥＮＯ格式的光滑因子 βｍ通
用计算公式为

βｍ ＝∑
ｋ－１

ｌ＝１
Δｘ２ｌ－１ｉ ∫

ｘｉ＋１／２

ｘｉ－１／２

ｄｌ

ｄｘｌ
ｆｍ^ｉ（ｘ( )）２

ｄｘ （９）

对于５阶ＷＥＮＯＪＳ格式各光滑因子为

β０＝
１３
１２（ｆｉ－２－２ｆｉ－１＋ｆｉ）

２＋１４（ｆｉ－２－４ｆｉ－１＋３ｆｉ）
２

β１＝
１３
１２（ｆｉ－１－２ｆｉ＋ｆｉ＋１）

２＋１４（ｆｉ－１－ｆｉ＋１）
２

β２＝
１３
１２（ｆｉ－２ｆｉ＋１＋ｆｉ＋２）

２＋１４（３ｆｉ－４ｆｉ＋１＋ｆｉ＋２）











 ２

（１０）
而ε则取经验值１０－６。
５阶ＷＥＮＯＺ格式的非线性权计算公式为

ωＺｍ ＝
αＺｍ

∑
２

ｌ＝０
αＺｌ

αＺｍ ＝ｄｍ １＋
τ５

βｍ ＋ε
( )Ｚ[ ]













ｐ

（１１）

式中：βｍ为式（１０）所示的 ＷＥＮＯＪＳ光滑因子；
τ５＝ β０－β２ 为高阶光滑因子；ｐ为度量光滑因子

对非线性权的影响的指数，一般取１；εＺ为一正数
小量，防止分母为０。参考文献［９］，本文εＺ取一
极小量１０－４０使其仅起到防止分母为 ０的作用。
较之ＷＥＮＯＪＳ格式，ＷＥＮＯＺ格式增大了间断模
板的非线性权，降低了格式耗散，提高了格式分

辨率。

２　重组模板ＷＥＮＯＺ格式

２．１　模板重组

图１中ＷＥＮＯＺ格式计算 ｘｉ＋１／２处的值时所

用整体模板是上迎风的，为了降低格式耗散，应使

得模板更接近中心模板，因而本文在 ＷＥＮＯ格式
的构造中引入中心模板 Ｓ３＝｛Ｉｉ－１，Ｉｉ，Ｉｉ＋１，Ｉｉ＋２｝，
如图２所示。则改进格式含有４个子模板，记改
进格式为 ＷＥＮＯＺＦ，Ｆ为单纯记号，则新模板组
合下，对应加权公式为

ｆＺ^Ｆｉ＋１／２ ＝∑
３

ｍ＝０
ωＺＦｍｆ

ｍ^
ｉ＋１／２　ｍ＝０，１，２，３ （１２）

图２　５阶ＷＥＮＯＺＦ格式重构模板
Ｆｉｇ．２　ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｔｅｎｃｉｌｓｏｆｆｉｆｔｈｏｒｄｅｒＷＥＮＯＺＦ

２．２　线性权ｄＺＦｍ 与子模板Ｓ３参数计算

由图２可知子模板Ｓ３为Ｓ１、Ｓ２的组合，假设Ｓ３
上线性格式为 Ｓ１、Ｓ２对应线性格式的线性组
合，即

ｆ３^ｉ＋１／２ ＝αｆ
１^
ｉ＋１／２＋（１－α）ｆ

２^
ｉ＋１／２　０≤α≤１

（１３）
由ＷＥＮＯＺ格式的非线性权计算式（１１）易

知，ＷＥＮＯＺ格式中Ｓ０、Ｓ１、Ｓ２三个子模板上非线
性权的差异受各模板线性权和光滑因子两个因素

影响。假设在 ＷＥＮＯＺＦ格式中子模板 Ｓ０、Ｓ１、Ｓ２
上线性权完全相同，即ｄＺＦ０ ＝ｄ

ＺＦ
１ ＝ｄ

ＺＦ
２，这使得其

非线性权完全表示原格式中模板光滑因子的差异

对非线性权的影响；而４点子模板Ｓ３的非线性权
则主要表示原格式中子模板上线性权的不同对非

线性权的影响。此外，为了计算稳定，改进格式应

为各子模板对应格式的凸组合，即各线性权应为

·９８１·
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非负数。综上根据改进前后子模板的线性权对应

关系，易得

ｄＺＦ０ ＝ｄ
ＺＦ
１ ＝ｄ

ＺＦ
２ ＝０．１

ｄＺＦ３ ＝０．
{ ７

（１４）

同时有

ｆ３^ｉ＋１／２ ＝
５
７ｆ

１^
ｉ＋１／２＋

２
７ｆ

２^
ｉ＋１／２

＝１４２（－５ｆｉ＋２９ｆｉ＋１＋２０ｆｉ＋１－２ｆｉ＋２） （１５）

由数值通量线性格式精度式（４）得

　ｆｍ^ｉ＋１／２ ＝ｈｉ＋１／２＋Ｏ（Δｘ
３）　ｍ＝０，１，２ （１６）

将式（１６）代入ｆ３^ｉ＋１／２的定义式，即式（１３）或
式（１５），可得

ｆ３^ｉ＋１／２ ＝ｈｉ＋１／２＋Ｏ（Δｘ
３） （１７）

即ｆ３^ｉ＋１／２为一个３阶格式。需说明的是，调整模板
Ｓ３上通量格式的线性组合式（１３）中的系数α，可
使得通量格式最高达到４阶，形成４阶中心格式。
为了一定程度上分离子模板上线性权和光滑因子

对非线性权的影响，基于 ＷＥＮＯＺＦ格式中子模
板Ｓ０、Ｓ１、Ｓ２上线性权ｄ

ＺＦ
０ ＝ｄ

ＺＦ
１ ＝ｄ

ＺＦ
２ 的假设，本文

取α＝５／７得到 ３阶精度通量格式，如式（１５）
所示。

在单元 Ｉｉ＝［ｘｉ－１／２，ｘｉ＋１／２］上采用与式（１５）
相同的线性组合，则有

ｆ３^（ｘ）＝５７ｆ
１^（ｘ）＋２７ｆ

２^（ｘ）

＝
－５ｆｉ－１＋１７６ｆｉ－ｆｉ＋１－２ｆｉ＋２

１６８ ＋

　
－５ｆｉ－１－６ｆｉ＋１３ｆｉ＋１－２ｆｉ＋２

１４Δｘ
ｘ＋

　
５ｆｉ－１－８ｆｉ＋ｆｉ＋１＋２ｆｉ＋２

１４Δｘ２
ｘ２ （１８）

将式（１８）代入光滑因子的定义式（９）可得
Ｓ３上光滑因子计算式为

β３ ＝
１３
３
５ｆｉ－１－８ｆｉ＋ｆｉ＋１＋２ｆｉ＋２( )１４

２

＋

－５ｆｉ－１－６ｆｉ＋１３ｆｉ＋１－２ｆｉ＋２( )１４

２

（１９）

２．３　非线性加权与简化

参考 ＷＥＮＯＺ格式的加权方法，仍将
ＷＥＮＯＺＦ格式的非线性权取为

ωＺＦｍ ＝
αＺＦｍ

∑
３

ｌ＝０
αＺＦｌ

αＺＦｍ ＝ｄ
ＺＦ
ｍ １＋

τ５
βｍ ＋ε

( )ＺＦ[ ]













ｐ

（２０）

其中：ｍ＝０，１，２，３；参考文献［９］，取 τ５ ＝

β０－β２ ，ｐ＝１，ε
ＺＦ＝１０－４０。

子模板线性格式计算式（５）和式（１５）、
ＷＥＮＯ加权计算式（１２）、子模板光滑因子计算
式（１０）和式（１９）和非线性权计算式（２０）组成５阶
ＷＥＮＯＺＦ格式的整个计算过程。显然，当式（１２）
中非线性权ωＺＦｍ 取为线性权ｄ

ＺＦ
ｍ 时，ＷＥＮＯＺＦ格式

变为５阶线性格式，具有５阶精度。
对比ＷＥＮＯＺＦ格式与ＷＥＮＯＺ格式计算过

程，前者引入更多计算环节，尤其是权重 β３的计
算。为了保证格式效率，下面对 ＷＥＮＯＺＦ格式

做一定的简化。因 ｆ３^ｉ＋１／２为 ｆ
１^
ｉ＋１／２、ｆ

２^
ｉ＋１／２的线性

组合，则ＷＥＮＯＺＦ经过化简仍可表示为３个子
模板Ｓ０、Ｓ１、Ｓ２上加权所得函数，化简过程省略，
ＷＥＮＯＺＦ格式等效计算公式为

αＺＦ１０ ＝ｄ０ １＋
τ５

β０＋ε
( )ＺＦ

αＺＦ１１ ＝ｄ１ １＋
１
６

τ５
β１＋ε

ＺＦ＋
５
６

τ５
β３＋ε

( )ＺＦ

αＺＦ１２ ＝ｄ２ １＋
１
３

τ５
β２＋ε

ＺＦ＋
２
３

τ５
β３＋ε

( )ＺＦ

ωＺＦ１ｍ ＝
αＺＦ１ｍ

∑
２

ｌ＝０
αＺＦ１ｌ

ｆＺ^Ｆ１ｉ＋１／２ ＝∑
２

ｍ＝０
ωＺＦ１ｍ ｆ

ｍ^
ｉ＋１／２　ｍ＝０，１，





















２

（２１）
式（２１）中，τ５、βｍ、ε

ＺＦ与 ＷＥＮＯＺＦ格式中
式（２０）中的定义及取值相同。对比式（２０）和
式（２１）可知，重组模板的模板优化方案最终等效
为非线性权计算方法的优化。为减少计算量，后

续数值实验中采用式（２１）进行ＷＥＮＯＺＦ格式的
计算。

接下来尝试对 β３进行简化计算，Ｓ１、Ｓ２上逼

近多项式函数ｆ１^（ｘ）、ｆ２^（ｘ）可表示为

ｆ１^（ｘ）＝ｂ１０＋ｂ１１ｘ＋ｂ１２ｘ
２

ｆ２^（ｘ）＝ｂ２０＋ｂ２１ｘ＋ｂ２２ｘ{ ２
（２２）

将其代入式（１８）得

ｆ３^（ｘ）＝ ５
７ｂ１０＋

２
７ｂ( )２０ ＋ ５

７ｂ１１＋
２
７ｂ( )２１ ｘ＋

５
７ｂ１２＋

２
７ｂ( )２２ ｘ２ （２３）

将式（２２）、式（２３）代入光滑因子的定义
式（９），可得

·０９１·
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β３ ＝
５
７ｂ１１＋

２
７ｂ( )２１ ２

Δｘ２＋１３３
５
７ｂ１２＋

２
７ｂ( )２２ ２

Δｘ４

＝５７ ｂ
２
１１Δｘ

２＋１３３ｂ
２
１２Δｘ( )４ －１０４９（ｂ１１－ｂ２１）２Δｘ２＋

　２７ ｂ
２
２１Δｘ

２＋１３３ｂ
２
２２Δｘ( )４ －１３０１４７（ｂ１２－ｂ２２）２Δｘ４

＝５７β１＋
２
７β２＋ｋ１ｆ

２Δｘ６＋ｋ２ｆ
２Δｘ６＋Ｏ（Δｘ７）

＝５７β１＋
２
７β２＋Ｏ（Δｘ

６） （２４）

因而，计算非线性权时可取

β３＝
５
７β１＋

２
７β２ （２５）

这样可以减少计算量。为便于表示，下文中

式（１９）和式（２５）计算 β３的改进格式分别记为
ＷＥＮＯＺＦ１、ＷＥＮＯＺＦ２。

２．４　近似色散关系分析

近 似 色 散 关 系 （ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ
ｒｅｌａｔｉｏｎ，ＡＤＲ）分析方法［２５］可有效分析非线性格

式的谱特性，即色散耗散特性，广泛应用于非线性

格式的设计与优化。采用该方法计算所得

ＷＥＮＯＺＦ１、ＷＥＮＯＺＦ２格式的色散耗散特性如
图３所示。图中 Φ（φ）为波数 φ对应的修正波
数，其实部和虚部分别反映格式的色散与耗散。

（ａ）色散
（ａ）Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ

比较图３中各格式色散与耗散特性：低频波
范围内，所有格式均有理想的色散耗散；中高频波

范围内，ＷＥＮＯＺＦ１与 ＷＥＮＯＺＦ２格式的色散与
耗散均小于 ＷＥＮＯＺ格式，而 ＷＥＮＯＪＳ格式的
色散和耗散则明显大于这三种格式，这表明采用

模板重组引入模板 Ｓ３改进 ＷＥＮＯ格式的方法可
以有效降低格式色散与耗散。对比 ＷＥＮＯＺＦ１

（ｂ）耗散
（ｂ）Ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ

图３　各格式ＡＤＲ分析色散耗散特性
Ｆｉｇ．３　ＡＤＲｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎａｎｄｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｃｈｅｍｅｓ

与 ＷＥＮＯＺＦ２格式的色散与耗散特性，ＷＥＮＯ
ＺＦ２格式除对部分中频波的色散略小于 ＷＥＮＯ
ＺＦ１格式外，其他情况下对中高频波的色散和耗
散均大于ＷＥＮＯＺＦ１格式。

３　数值实验

本节采用 ５阶 ＷＥＮＯＪＳ、ＷＥＮＯＺ、ＷＥＮＯ
ＺＦ１和ＷＥＮＯＺＦ２格式对一系列经典的数值算例
进行模拟，以验证格式的精度及其色散耗散特性、

分辨率等方面的性能。需说明的是，算例中变量

如无特别说明，均为无量纲量；各算例的时间离散

均采用３阶ＴＶＤＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格式计算。

３．１　线性对流方程

对线性对流方程

ｕ
ｔ
＋ｕ
ｘ
＝０　－１＜ｘ≤１ （２６）

取初始条件ｕ（ｘ，０）＝ｓｉｎ（πｘ），在网格数为２０至
３２０的均匀网格上进行计算，结束时间取 ｔ＝２，计
算所得Ｌ１、Ｌ∞误差与精度如表１所示。

由表１中数据可得，四种 ＷＥＮＯ格式均可达
到设计的 ５阶精度；相同网格数下，ＷＥＮＯＺ、
ＷＥＮＯＺＦ１、ＷＥＮＯＺＦ２三种格式误差较为接近，
较ＷＥＮＯＪＳ格式小一个数量级。比较ＷＥＮＯＺ、
ＷＥＮＯＺＦ１、ＷＥＮＯＺＦ２三种格式误差，对于 Ｌ∞
误差，相同网格下，ＷＥＮＯＺＦ１格式与ＷＥＮＯＺＦ２
格式误差相当，均小于ＷＥＮＯＺ格式。对于Ｌ１误
差，相同粗网格下，ＷＥＮＯＺＦ１格式与ＷＥＮＯＺＦ２
格式误差相当，均小于 ＷＥＮＯＺ格式；相同细网

·１９１·
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表１　ｔ＝２时线性对流方程各ＷＥＮＯ格式的误差与精度
Ｔａｂ．１　ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＷＥＮＯｓｃｈｅｍｅｅｒｒｏｒａｎｄｏｒｄｅｒｏｆｔｈｅ

ｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｐｏｒｔｅｑｕａｔｉｏｎａｔｔ＝２

格式
网格

数

Ｌ１ Ｌ∞

误差 精度 误差 精度

ＷＥＮＯ

ＪＳ

２０ １．４３４７×１０－３ ２．５８０６×１０－３

４０ ４．３９２８×１０－５ ５．０３ ８．９８４５×１０－５ ４．８４

８０ １．３８０３×１０－６ ４．９９ ２．７８８６×１０－６ ５．０１

１６０ ４．３３１５×１０－８ ４．９９ ８．６２５１×１０－８ ５．０１

３２０ １．３５７９×１０－９ ５．００ ２．５６３２×１０－９ ５．０７

ＷＥＮＯＺ

２０ ２．０７１２×１０－４ ３．４３９２×１０－４

４０ ６．２５４２×１０－６ ５．０５ １．０２３６×１０－５ ５．０７

８０ １．９７０７×１０－７ ４．９９ ３．１４６１×１０－７ ５．０２

１６０ ６．１９２３×１０－９ ４．９９ ９．７９９０×１０－９ ５．００

３２０ １．９７３２×１０－１０ ４．９７ ３．１０８８×１０－１０ ４．９８

ＷＥＮＯ

ＺＦ１

２０ ２．０１７０×１０－４ ３．２５９１×１０－４

４０ ６．２４４９×１０－６ ５．０１ １．００２９×１０－５ ５．０２

８０ １．９７０５×１０－７ ４．９９ ３．１３４３×１０－７ ５．００

１６０ ６．１９２３×１０－９ ４．９９ ９．７８９７×１０－９ ５．００

３２０ １．９７３２×１０－１０ ４．９７ ３．１０７９×１０－１０ ４．９８

ＷＥＮＯ

ＺＦ２

２０ ２．０１５９×１０－４ ３．２４７７×１０－４

４０ ６．２４４９×１０－６ ５．０１ １．００２６×１０－５ ５．０２

８０ １．９７０５×１０－７ ４．９９ ３．１３４２×１０－７ ５．００

１６０ ６．１９２３×１０－９ ４．９９ ９．７８９７×１０－９ ５．００

３２０ １．９７３２×１０－１０ ４．９７ ３．１０７９×１０－１０ ４．９８

格下，三种格式误差基本相同。综上，该算例中

ＷＥＮＯＺＦ１和 ＷＥＮＯＺＦ２格式可达到设计收敛
精度，且有较ＷＥＮＯＺ格式更高的分辨率。

３．２　一维欧拉方程

求解欧拉方程时，为了计算的稳定性，将方程

投影至特征空间，对特征变量进行求解，并采用

ＬａｘＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓ通量分裂方法对通量进行分裂，采
用Ｒｏｅ平均方法计算网格单元界面上的变量。

对一维欧拉方程

Ｕ
ｔ
＋Ｆ
ｘ
＝０ （２７）

进行计算，式（２７）中守恒变量 Ｕ＝［ρ，ρｕ，ρＥ］Ｔ，
通量Ｆ＝［ρｕ，ρｕ２＋ｐ，（ρＥ＋ｐ）ｕ］Ｔ。
３．２．１　Ｓｏｄ激波管

计算Ｓｏｄ激波管问题，其初始条件为

　（ρ，ｕ，ｐ）＝
（１．０，０，１．０） ０≤ｘ≤１
（０．１２５，０，０．１） １＜ｘ≤{ ２

（２８）

左右边界设置为零梯度边界条件，取２００个均匀
网格进行计算，模拟该问题至ｔ＝０４，计算结果密
度分布及激波与接触间断附近的密度分布放大图

如图４所示。

（ａ）密度分布
（ａ）Ｄｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

（ｂ）接触间断附近局部放大图
（ｂ）Ｌｏｃａｌｌｙｅｎｌａｒｇｅｄｐｌｏｔｎｅａｒｔｈｅｃｏｎｔａｃｔｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ

（ｃ）激波附近局部放大图
（ｃ）Ｌｏｃａｌｌｙｅｎｌａｒｇｅｄｐｌｏｔｎｅａｒｔｈｅｓｈｏｃｋ

图４　ｔ＝０．４时Ｓｏｄ激波管密度分布
Ｆｉｇ．４　ＤｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＳｏｄ

ｓｈｏｃｋｔｕｂｅａｔｔ＝０．４

·２９１·
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　　图４表明各格式均可无振荡计算得到激波与接
触间断。但比较图４（ｂ）和图４（ｃ）中各格式在接触
间断与激波附近的结果，ＷＥＮＯＺＦ１、ＷＥＮＯＺＦ２格
式结果接近，略优于 ＷＥＮＯＺ格式，而 ＷＥＮＯＪＳ
格式抹平较大。这表明，基于模板重组的 ＷＥＮＯ
ＺＦ１、ＷＥＮＯＺＦ２格式耗散低于ＷＥＮＯＺ格式。
３．２．２　激波－密度波相互作用问题

计算激波 －密度波相互作用问题，即 Ｓｈｕ
Ｏｓｈｅｒ问题，该问题的初始条件为

（ρ，ｕ，ｐ）＝

（３．８５７１４３，２．６２９３６９，１０．３３３３３３）
　－５≤ｘ＜－４
（１＋０．２ｓｉｎ（５ｘ），０，１．０）
　－４≤ｘ≤










５

（２９）
计算中左右边界设置为零梯度边界条件，取

２００个均匀网格进行计算，模拟该问题至 ｔ＝１８。
由于该问题无解析解，故将在网格数为２０００的
均匀网格上采用 ＷＥＮＯＪＳ格式计算所得结果作
为基准解。图５为网格数为２００时各格式计算结
果的密度分布。

图５中各格式对锯齿状的声波形成的一系列
小激波及ｘ＝２４附近的激波都有较好的捕捉效
果，但对高频振荡的折射熵波计算效果较差。对

比激波附近放大图，就所得激波陡峭程度而言，

ＷＥＮＯＺＦ１、ＷＥＮＯＺＦ２格式结果接近，优于
ＷＥＮＯＺ格式，且优于ＷＥＮＯＪＳ格式。对比折射
熵波附近放大图，在对幅值的计算上，ＷＥＮＯＺＦ２
结果接近甚至优于 ＷＥＮＯＺＦ１格式，两者均优于
ＷＥＮＯＺ格式，ＷＥＮＯＪＳ格式则最差。可见，改
进格式的色散耗散特性得到了优化。

（ａ）密度分布
（ａ）Ｄｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

（ｂ）图（ａ）局部放大图
（ｂ）Ｌｏｃａｌｌｙｅｎｌａｒｇｅｄｐｌｏｔｏｆｇｒａｐｈ（ａ）

图５　ｔ＝１．８时激波－密度波相互作用密度分布
Ｆｉｇ．５　Ｄｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｈｏｃｋｄｅｎｓｉｔｙ

ｗａｖｅｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍａｔｔ＝１．８

３．３　二维欧拉方程

对二维欧拉方程

Ｕ
ｔ
＋Ｆ
ｘ
＋Ｇ
ｙ
＝０ （３０）

做计算，式（３０）中守恒变量 Ｕ＝［ρ，ρｕ，ρｖ，ρＥ］Ｔ，
各方向通量 Ｆ＝［ρｕ，ρｕ２＋ｐ，ρｕｖ，（ρＥ＋ｐ）ｕ］Ｔ，
Ｇ＝［ρｖ，ρｕｖ，ρｖ２＋ｐ，（ρＥ＋ｐ）ｖ］Ｔ。特征投影、
ＬａｘＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓ通量分裂等处理方法与求解一维欧
拉方程相同。

３．３．１　二维黎曼问题
该问题中取计算区域为［０，１］×［０，１］，初

场为

（ρ，ｕ，ｖ，ｐ）＝

（１．５，０，０，１．５）
　０．８≤ｘ≤１，０．８≤ｙ≤１
（０．５３２３，１．２０６，０，０．３）
　０≤ｘ＜０．８，０．８≤ｙ≤１
（０．１３８，１．２０６，１．２０６，０．０２９）
　０≤ｘ＜０．８，０≤ｙ＜０．８
（０．５３２３，０，１．２０６，０．３）
　０．８≤ｘ≤１，０≤ｙ＜０．

















８
（３１）

计算区域划分为４００×４００的均匀网格，各边
界均采用零梯度边界条件，计算至 ｔ＝０８。计算
结果中含一道射流和四道激波等复杂结构，可以

有效校验数值格式的色散耗散特性和激波捕捉特

性。各格式计算结果密度分布如图６所示，图中
展示０１４到 １７０均匀分布的４０条密度等值线。

·３９１·
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由图６可得，四种ＷＥＮＯ格式计算结果均可
正确反映流场分布，实现对激波的有效捕捉。但

对比滑移线附近的流场，在对复杂离散涡的计算

上，ＷＥＮＯＺＦ１和 ＷＥＮＯＺＦ２格式计算得到了更
多细节结构，ＷＥＮＯＺ格式次之，ＷＥＮＯＪＳ更次
之。这表明，四种格式中，ＷＥＮＯＺＦ１与 ＷＥＮＯ
ＺＦ２格式耗散最小，ＷＥＮＯＺ格式次之，ＷＥＮＯＪＳ
格式耗散最大。

（ａ）ＷＥＮＯＪＳ

（ｂ）ＷＥＮＯＺ

（ｃ）ＷＥＮＯＺＦ１

（ｄ）ＷＥＮＯＺＦ２

图６　ｔ＝０．８时二维黎曼问题密度分布
Ｆｉｇ．６　Ｄｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆ２ＤＲｉｅｍａｎｎ

ｐｒｏｂｌｅｍａｔｔ＝０．８

３．３．２　激波－涡相互作用
激波－涡相互作用问题描述二维空间下运动

的涡穿过静止的马赫数为１１的激波时，二者相
互作用的问题。计算区域为［０，２］×［０，１］。初
始条件为：在ｘ＝０．５处给定一道垂直于ｘ轴的静
止的激波，激波左侧物理量为

（ρ，ｕ，ｖ，ｐ）＝（１．０，１．１槡γ，０，１．０） （３２）
激波右侧物理量由 ＲａｎｋｉｎｅＨｕｇｏｎｉｏｔ条件计

算得出。同时，激波左侧叠加一个以（０２５，０５）
为中心的涡，即在激波左侧速度、温度和熵给定值

上施加涡对应的脉动量，各脉动量为

珘ｕ＝εｃτｅα
（１－τ２）ｓｉｎθ

珓ｖ＝－εｃτｅα
（１－τ２）ｃｏｓθ

珘Ｔ＝－
（γ－１）ε２ｃｅ

２α（１－τ２）

４αγ
珘Ｓ












＝０

（３３）

其中，τ＝ｒ／ｒｃ，ｒ＝ （ｘ－ｘｃ）
２＋（ｙ－ｙｃ）槡

２，εｃ＝
０３，α＝０２０４，ｒｃ＝００５，ｘｃ＝０２５，ｙｃ＝０５。上
下边界取反射边界条件，左右边界取零梯度边界

条件。取２５０×１００的均匀网格计算该问题，结束
时间 ｔ＝０６。同时取 １０００×４００均匀网格上
ＷＥＮＯＪＳ的计算结果为基准解。因各格式计算
结果流场分布接近，图 ７仅给出 ＷＥＮＯＺＦ１、
ＷＥＮＯＺＦ２对应结果压力分布（图中显示从１１９
到 １３７均匀分布的９０条压力等值线）。图８给
出通过涡核的直线 ｙ＝０５上的压力分布。图９
为图８压力分布局部放大图。

·４９１·
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（ａ）ＷＥＮＯＺＦ１

（ｂ）ＷＥＮＯＺＦ２

图７　ｔ＝０．６时激波－涡相互作用压力分布
Ｆｉｇ．７　Ｐｒｅｓｓｕｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｈｏｃｋｖｏｒｔｅｘ

ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍａｔｔ＝０．６

图８　ｔ＝０６时激波－涡相互作用ｙ＝０．５压力分布
Ｆｉｇ．８　Ｐｒｅｓｓｕｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｈｏｃｋｖｏｒｔｅｘｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ

ｐｒｏｂｌｅｍｏｎｃｅｎｔｒａｌｌｉｎｅｙ＝０．５ａｔｔ＝０．６

　　图 ７与图 ８中计算结果表明 ＷＥＮＯＺＦ１、
ＷＥＮＯＺＦ２格式均可较好地模拟这一问题，得到
基本的流场分布，得到正确的激波结构和涡核处

的低压区。比较图９中激波附近和涡核附近的压
力分布局部放大图，在对激波的捕捉和涡核压力

（ａ）激波附近压力分布
（ａ）Ｐｒｅｓｓｕｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｎｅａｒｔｈｅｓｈｏｃｋｗａｖｅ

（ｂ）涡核附近压力分布
（ｂ）Ｐｒｅｓｓｕｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｎｅａｒｔｈｅｖｏｒｔｅｘｃｏｒｅ

图９　图８局部放大图
Ｆｉｇ．９　ＬｏｃａｌｌｙｅｎｌａｒｇｅｄｐｌｏｔｏｆＦｉｇ．８

的计算上，ＷＥＮＯＺＦ１格式与 ＷＥＮＯＺＦ２格式计
算结果相当，优于 ＷＥＮＯＺ格式，ＷＥＮＯＪＳ格式
计算结果的偏差最大。综上，改进的 ＷＥＮＯＺＦ１
格式、ＷＥＮＯＺＦ２格式对激波的捕捉特性和小尺
度流场结构的分辨率均优于 ＷＥＮＯＺ格式与
ＷＥＮＯＪＳ格式。

表２给出采用不同 ＷＥＮＯ格式计算上述算
例中线性对流方程（初始分布为正弦波，网格数

为３２０）、二维黎曼问题、激波 －涡相互作用问题
的相对用时，其他算例由于耗时较短，难以精确统

计，未予列出。表２中分别以各算例对应 ＷＥＮＯ
Ｚ格式所用时间作为单位时间对其他格式所用时
间进行无量纲化，其中 ＷＥＮＯＺＦ格式表示采用
最初的４个子模板加权公式计算的 ＷＥＮＯＺＦ格
式（该格式与 ＷＥＮＯＺＦ１格式完全等价，计算结
果完全相同，故在各算例结果中没有列出）。由
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表中数据可得，最初的 ＷＥＮＯＺＦ格式较 ＷＥＮＯ
Ｚ格式用时长 ７％ ～１９％，ＷＥＮＯＺＦ１格式较
ＷＥＮＯＺ格式用时长 ４％ ～１６％，ＷＥＮＯＺＦ２格
式较 ＷＥＮＯＺ格式用时长 １％ ～４％。可见，
ＷＥＮＯＺＦ１格式的等效转化较 ＷＥＮＯＺＦ格式提
高了格式效率，ＷＥＮＯＺＦ２格式的β３计算简化则
进一步提高了格式效率。

表２　计算不同算例时各ＷＥＮＯ格式所用相对时间
Ｔａｂ．２　ＲｅｌａｔｉｖｅｔｉｍｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔＷＥＮＯｓｃｈｅｍｅｓｓｐｅｎｔｏｎ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃａｓｅｓ

格式 线性对流方程
二维黎

曼问题

激波－涡
相互作用

ＷＥＮＯＪＳ ０．９９ ０．９４ １．００

ＷＥＮＯＺ １．００ １．００ １．００

ＷＥＮＯＺＦ １．１９ １．１９ １．０７

ＷＥＮＯＺＦ１ １．１６ １．１１ １．０４

ＷＥＮＯＺＦ２ １．０４ １．０５ １．０１

４　结论

本文在５阶有限差分 ＷＥＮＯＺ格式的基础
上，提出一种模板重组技术：将原格式中的子模板

组合得到一中心子模板Ｓ３，Ｓ３上逼近函数取对应
原始子模板的线性组合；在包括Ｓ３的４个子模板
上采用ＷＥＮＯＺ格式加权方法得到ＷＥＮＯＺＦ格
式。通过数学运算将 ＷＥＮＯＺＦ格式转换为原始
子模板上的改进非线性权计算方法的ＷＥＮＯＺＦ１
格式。ＷＥＮＯＺＦ和 ＷＥＮＯＺＦ１格式的构建首次
实现了格式模板优化与非线性权改进二者的等价

转换。

为简化计算，提高格式效率，本文又将

ＷＥＮＯＺＦ１中Ｓ３上光滑因子 β３简化为原始子模
板光滑因子的线性组合，得到了计算更为简洁的

ＷＥＮＯＺＦ２格式。
ＡＤＲ分析表明，ＷＥＮＯＺＦ１格式和 ＷＥＮＯ

ＺＦ２格式色散耗散特性得到不同程度的优化。数
值实验表明，ＷＥＮＯＺＦ１格式和 ＷＥＮＯＺＦ２格式
可达到理想的设计精度；较 ＷＥＮＯＺ格式、
ＷＥＮＯＪＳ格式，具有更低的耗散，对激波有更优
的捕捉特性，对小尺度流场结构有更高的分辨率。

格式效率上，ＷＥＮＯＺＦ２格式效率高于 ＷＥＮＯ
ＺＦ１格式，又高于采用４个子模板加权公式计算
的最初ＷＥＮＯＺＦ格式。
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