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航天器轨道追逃态势分析的水平集方法

杨傅云翔，杨乐平，朱彦伟!，张乘铭
（国防科技大学 空天科学学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：航天器轨道追逃是当前航天动力学与控制领域的研究热点。针对轨道追逃定性问题开展研究，提
出了一种综合运用降维动力学模型和后向可达集的航天器近距离轨道追逃态势分析方法，以支撑任务可行性

分析；通过在视线旋转坐标系下推导博弈系统降维动力学模型，建立近距离追逃定性问题模型，减少了状态空间

维度；使用目标集的后向可达集描述捕获区并划分追逃状态空间，基于水平集方法建立可达集在降维动力学模

型中演化的动态ＨＪＩ（ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉＩｓａａｃｓ）偏微分方程，并设计ＷＥＮＯＴＶＤ求解器数值计算ＨＪＩ方程终值问
题粘性解，完成了追逃目标集的准确描述并避免了可能出现的终端奇异现象。通过不同推力构型的追逃场景数
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值仿真验证了方法的有效性，展现了一次计算批量化处理初始态势的功能。
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　　近年来，航天器接近与交会操作技术的发展
使得轨道追逃问题成为航天动力学与控制领域的

研究热点。该问题实质上是一个包含双边控制的

连续动态对抗问题，其中被称为追踪方（ｐｕｒｓｕｅｒ，
Ｐ）与逃逸方（ｅｖａｄｅｒ，Ｅ）的局中人具有相互冲突
的目标［１］。

整个博弈过程可以用零和微分对策问题进行

描述，并根据有无具体的支付泛函，可以进一步细

分为定量问题、定性问题两类。其中，定量问题关

注于最优化具体支付泛函，求解均衡点，规划局中

人最优轨迹；而定性问题只研究可行性，即判断某

种博弈结局能否实现。当前航天器轨道追逃的研

究成果主要集中于定量问题领域，形成了诸如配

点法、进化算法等一系列计算方法［１］，并借助近

期活跃的人工智能技术，产生了一批机器学习方

法［２］，为具体策略的设计提供了辅助。而作为策
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略设计的前提，需要判定当前博弈态势导向某种

特定结局是否可行，这便需要研究定性问题。

但相比于定量问题，定性问题的研究要缺乏

得多。求解定性微分对策问题的关键在于划分状

态空间为捕获区与逃逸区，这通常意味着需要构

造复杂界栅，轨道动力学模型的加入进一步增加

了计算难度。目前的研究成果基本都是针对简易

场景使用Ｉｓａａｃｓ建立的界栅理论［３］分析获得的：

Ａｎｄｅｒｓｏｎ等［４］对低轨航天器轨道追逃问题进行

了研究，通过将运动方程在圆参考轨道处线性化，

得到了平面追逃界栅的解析解；张秋华等［５－６］等

对近地共面轨道上的航天器追逃问题进行了分

析，研究了视线坐标系下局中人的最优控制策略

和界栅构造方法，以及径向连续可变小推力假设

下以轨道根数为状态变量的界栅解析表达；Ｈａｆｅｒ
等［７］通过转化定量问题数值求解三维界栅并明

确捕获区、逃逸区；祝海［８］基于 ＣＷ（Ｃｌｏｈｅｓｓｙ
Ｗｉｔｓｈｉｒｅ）方程进行分析，将航天器控制量近似为
剩余捕获时间的高阶多项式，从而得到界栅的近

似解析表达。这类分析方法统称 Ｉｓａａｃｓ方法，基
于状态回转的思想，以目标集边界的可用部分边

界作为初始曲线，积分倒退轨迹方程（ｒｅｔｒｏｇｒａｄｅ
ｐａｔｈｅｑｕａｔｉｏｎ，ＲＰＥ）求解界栅以划分状态空间为
捕获区与逃逸区，从而确定博弈的捕获（逃逸）

条件。

然而，随着追逃问题的复杂度不断提升，

Ｉｓａａｃｓ方法也越来越难以奏效，主要源于以下三
点：一是状态空间维度不断升高导致ＲＰＥ越来越
难以解析求解；二是计算过程中会出现终端协态

奇异现象；三是博弈结局分析时大量测试迭代会

带来计算负担。

由于定性微分对策等价于可达性问题［９］，这

为研 究 定 性 问 题 提 供 了 新 的 研 究 思 路。

Ｍｉｔｃｈｅｌｌ［１０］从可达分析的角度出发，使用水平集
方法（ｌｅｖｅｌｓｅｔｍｅｔｈｏｄ，ＬＳＭ），将定性微分对策重
构为求解动态哈密顿 －雅可比 －埃萨克斯
（ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉＩｓａａｃｓ，ＨＪＩ）偏微分方程（ｐａｒｔｉａｌ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎ，ＰＤＥ），成功处理一类飞行器
碰撞避免问题。目前 Ｖｅｎｉｇａｌｌａ等［１１－１２］尝试借鉴

该研究路线对航天器追逃态势进行分析，其针对

脉冲推进场景，以轨道根数为自变量，顺时间流向

计算个体航天器可达集，通过两方前向可达集的

交集分析当前态势并为最优轨迹规划提供依据。

但该方法存在以下两个问题：第一，多数情况下局

中人个体可达集交集并不能描述微分对策的目标

集，结论参考价值有限；第二，初值敏感，不同的初

始状态就需要重新计算，无法批量处理场景。

针对上述问题，本论文综合运用降维动力学

模型、可达分析理论和水平集方法，创造性提出了

一种高效的航天器轨道追逃态势分析框架。对追

逃场景而非个体航天器进行建模，基于目标集生

成计算结果；同时考虑到虽然场景初始状态易变，

但目标集由任务需求确定一般固定，故从目标集

出发逆时间流向分析问题，计算后向可达集

（ｂａｃｋｗａｒｄｓｒｅａｃｈａｂｌｅｓｅｔ，ＢＲＳ）来划分初始状态
空间，做到批量分析。

１　问题建模

在研究航天器近距离追逃问题时，通常会以

虚拟的参考航天器为原点建立主星轨道 ＬＶＬＨ
（ｌｏｃａｌｖｅｒｔｉｃａｌ，ｌｏｃａｌｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ）坐标系，使用 ＣＷ
方程描述轨道追逃的动力学特征。一方面线性特

性增加了求解方法的选择范围，但另一方面也导

致追逃变成一个至少６维的高维问题，增加了求
解的难度。为了降低问题的维度，引入视线旋转

坐标系。

１．１　视线运动方程

本小节将推导视线旋转坐标系下的视线运动

方程，为建立描述近距离追逃的降维动力学模型

提供基础。惯性空间中，从 Ｐ质心指向 Ｅ质心的
单位矢量称为视线ｅｒ。追踪航天器与目标航天器
在地心惯性（ｅａｒｔｈｃｅｎｔｒｉｃａｌｉｎｅｒｔｉａｌ，ＥＣＩ）坐标系
中的相对位置关系如图１所示。

图１　追逃双方相对位置关系
Ｆｉｇ．１　Ｒｅｌａｔｉｖｅｐｏｓｉｔｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ

ｐｕｒｓｕｅｒａｎｄｅｖａｄｅｒ

图１中：
ｒ＝ｒＥ－ｒＰ＝ｒｅｒ （１）

式中，ｒ为追逃航天器之间相对距离。

·１３·



国 防 科 技 大 学 学 报 第４６卷

航天器之间相对位置的变化会导致视线在惯

性空间中发生旋转，定义视线的瞬时旋转角速

度为：

ωｓ＝ωｓｅω （２）
式中，ωｓ为视线的瞬时转率。以追踪航天器质心
为原点，ｅｒ、ｅω以及 ｅθｅω×ｅｒ组成视线旋转坐
标系。

任意时刻，视线的瞬时转率 ωｓ与方向 ｅω都
可能发生变化。在定义ｅω的旋转角速度为

Ωｓ＝Ωｓｅｒ （３）
之后，可以获得（ｅｒ，ｅω，ｅθ）的运动方程如下：

ｄｅｒ
ｄｔ＝ωｓｅθ （４）

ｄｅθ
ｄｔ＝－ωｓｅｒ＋Ωｓｅω （５）

ｄｅω
ｄｔ＝－Ωｓｅθ （６）

１．２　降维动力学模型

将视线运动方程与航天器相对运动方程结合

起来，可以得到视线旋转坐标系下的航天器近距

离追逃动力学模型。

对式（１）求导：

ｒ＝ｒｅｒ＋ｒ
ｄｅｒ
ｄｔ＝ｖ＝ｖＥ－ｖＰ （７）

其中，ｖＰ、ｖＥ分别表示追逃两方的速度矢量，ｖ表
示双方的相对速度矢量。将式（４）代入式（７）
可得：

ｒｅｒ＋ｒωｓｅθ＝ｖ＝ｖＥ－ｖＰ （８）
对上式求导，并将式（４）与式（５）代入可得：
ａＥ－ａＰ＝（̈ｒ－ｒω

２
ｓ）ｅｒ＋（ｒωｓ＋２ｒωｓ）ｅθ＋ｒωｓΩｓｅω

（９）
其中，加速度 ａＥ、ａＰ分为引力项与推力项两部
分。考虑到近距离追逃情况下，相对距离 ｒ远小
于 ｒＥ 、ｒＰ ，故忽略引力差的影响，同时定义
ｖｒｒ，ｖθｒωｓ，可得：

ｕＥ－ｕＰ＝ ｖｒ－
ｖ２θ( )ｒｅｒ＋ ｖθ＋ｖｒｖθ( )ｒ ｅθ＋ｖθΩｓｅω

（１０）
其中，ｕＥ、ｕＰ表示局中人推力控制量。

观察式（１０）可知，ｅω轴向的加速度只改变
Ωｓ与ｖθ两个速度量，对相对距离ｒ没有影响。同
时考虑到追逃问题一般关注相对距离变化，目标

集约束只包含终端相对距离，故追逃问题的状态

空间维度可以减少至 ３维。降维动力学模型
如下：

ｒ＝ｖｒ

ｖｒ－
ｖ２θ
ｒ＝ｕ

ｒ
Ｅ－ｕ

ｒ
Ｐ

ｖθ＋
ｖｒｖθ
ｒ＝ｕ

θ
Ｅ－ｕθ











 Ｐ

（１１）

再引入ｒｒｅｆ、ｖｒｅｆ对上式进行去量纲化处理，记：

ｘｒ
ｒ
ｒｒｅｆ

ｘｖｒ
ｖｒ
ｖｒｅｆ

ｘｖθ
ｖθ
ｖｒｅｆ

ｔ^
ｖｒｅｆ
ｒｒｅｆ















 ｔ

（１２）

可以得到去量纲化的降维动力学模型，即：

ｄｘｒ
ｄ^ｔ＝ｘｖｒ

ｄｘｖｒ
ｄ^ｔ＝

ｘ２ｖθ
ｘｒ
＋
ｒｒｅｆ
ｖ２ｒｅｆ
（ｕｒＥ－ｕ

ｒ
Ｐ）

ｄｘｖθ
ｄ^ｔ＝－

ｘｖｒｘｖθ
ｘｒ
＋
ｒｒｅｆ
ｖ２ｒｅｆ
（ｕθＥ－ｕθＰ













 ）

（１３）

１．３　定性微分对策

描述航天器追逃的定性微分对策问题通常分

为动力学模型和目标集两部分。动力学模型一般

使用常微分方程描述如下：

ｄｘ
ｄｔ＝
ｘ＝ｆ（ｘ，ｕＥ，ｕＰ）

ｘ（ｔ０）＝ｘ
{

０

（１４）

其中，ｔ０≤０表示初始时刻，ｘ∈ＲＲ
ｎ表示状态量，

ｕＥ∈ＵＥＲＲ
ｎＥ是逃逸方控制量，ｕＰ∈ＵＰＲＲ

ｎＰ为追

踪方控制量。追逃动力学模型 ｆ：ＲＲｎ×ＵＥ×ＵＰ→
ＲＲｎ有界且Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续。

目标集Ｇ０ＲＲ
ｎ一般为闭集，并且可以表示成

一个有界且 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的函数 ｇ：ＲＲｎ→ＲＲ的零
水平子集，即：

Ｇ０＝｛ｘ（０）∈ＲＲ
ｎ ｇ（ｘ（０））≤０｝ （１５）

其中，ｘ（０）表示终端状态，追踪方通过选择 ｕＰ∈
ＵＰＲＲ

ｎＰ力图实现 ｇ（ｘ（０））≤０，从而达到捕获逃
逸方的目的。但是，逃逸方则选择ｕＥ∈ＵＥＲＲ

ｎＥ，

使得ｇ（ｘ（０））＞０，从而躲避追踪方的追捕。

２　求解方法

为了弥补传统方法中局中人个体可达集交

集并不能准确描述博弈目标集以及无法批量处

理场景的缺陷，本文从场景而非局中人出发，建

·２３·
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立以博弈目标集逆时间演化的 ＢＲＳ，通过初始
状态与可达集的关系进行博弈态势分析。该方

法主要分为问题重构、方程求解以及态势评估

三部分，整体流程如图２所示，其中箭头表示数
据流向，箭头上方标签表示数据名称，方框表示

执行操作。

图２　方法流程
Ｆｉｇ．２　Ｍｅｔｈｏｄｐｒｏｃｅｓｓ

２．１　问题重构

在明确局中人双方控制量的情况下，总存在

一条特定轨迹

ξｆ（ｓ；ｘ０，ｔ０，ｕＥ，ｕＰ）：［ｔ０，０］→ＲＲ
ｎ （１６）

作为式（１４）的解。ｓ∈［ｔ０，０］表示时间变量，分号
区分变量与参数，其余为表示轨迹特征的参数。

定性分析过程中需要使用 ＢＲＳ［９］描述捕获
区，从而划分状态空间，如图３所示。ＢＲＳＧ（τ）
定义如下：

　 Ｇ（τ）｛ｘ∈ＲＲｎ ｕＰ∈ＵＰ，ｕＥ∈ＵＥ，
ξｆ（０；ｘ，ｔ０，ｕＥ，ｕＰ）∈Ｇ０｝ （１７）

其中，τ＝－ｔ０表示倒退时间。

图３　后向可达集
Ｆｉｇ．３　Ｂａｃｋｗａｒｄｓｒｅａｃｈａｂｌｅｓｅｔ

使用ＬＳＭ［１３］，定义水平集函数（ｘ，ｔ）：ＲＲｎ×
［ｔ０，０］→ＲＲ为：
（ｘ，ｔ）＝ｉｎｆ

ｕＰ∈ＵＰ
　ｓｕｐ
ｕＥ∈ＵＥ

ｇ（ξｆ（０；ｘ０，ｔ０，ｕＥ，ｕＰ））

（１８）
式中，ｉｎｆ和ｓｕｐ分别表示一个集合最大的下界和

最小的上界。

Ｇ（τ）可以表示为（ｘ，ｔ）的零水平子集：
Ｇ（τ）｛ｘ∈ＲＲｎ （ｘ，ｔ）≤０｝ （１９）

且（ｘ，ｔ）自身随时间的演化规律可以通过求解
如下ＨＪＩＰＤＥ的粘性解获得：

（ｘ，ｔ）
ｔ

＋ｍｉｎ［０，Ｈ（ｘ，ｐ）］＝０

（ｘ，０）＝ｇ（ｘ
{

）

（２０）

其中，

Ｈ（ｘ，ｐ）＝ｍａｘ
ｕＥ∈ＵＥ
　ｍｉｎ
ｕＰ∈ＵＰ
ｐＴｆ（ｘ，ｕＥ，ｕＰ） （２１）

表示哈密顿函数，ｐ＝ｘ表示空间梯度。

２．２　方程求解

２．２．１　网格生成
在综合考虑降维动力学模型的适用范围以及

计算消耗之后，将空间计算域限制在一个有限的

区域内，并在此区域内生成均匀笛卡儿网格［１４］，

各空间维度的步长大小一致，均为Δｘ。另外在设
置时间步长 Δｔ时，为了保证计算稳定性，需要满
足柯朗 －弗 里 德 里 希 斯 －列 维 （Ｃｏｕｒａｎｔ
ＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓＬｅｗｙ，ＣＦＬ）条件：

Δｔ ｍａｘ｛ｆ｝Δ( )ｘ ＝η （２２）

其中，ＣＦＬ数η需要在（０，１）之间进行选取，以保
证方程收敛［１５］。

２．２．２　空间离散
水平集函数空间梯度ｐ使用五阶加权本质无

振荡（ｗｅｉｇｈｔｅｄｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙｎｏｎｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ，ＷＥＮＯ）

格式近似。以第ｊ维偏导ｘｊ

ｘｊ
为例进行说明，

定义：

·３３·
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Ｄ－ｉｘｊ＝Ｄ
１
ｉ－１／２ｘｊ＝

ｉ－ｉ－１
Δｘ

Ｄ＋ｉｘｊ＝Ｄ
１
ｉ＋１／２ｘｊ＝

ｉ＋１－ｉ
Δ

{
ｘ

（２３）

取｛ｉ－３，ｉ－２，ｉ－１，ｉ，ｉ＋１，ｉ＋２｝，计算

｛Ｄ－ｉ－２ｘｊ，Ｄ
－
ｉ－１ｘｊ，Ｄ

－
ｉｘｊ，Ｄ

－
ｉ＋１ｘｊ，Ｄ

－
ｉ＋２ｘｊ｝作为插

值模板，根据插值格式可得式（２４）。

（Ｄ１ｉｘｊ）
０＝１３Ｄ

－
ｉ－２ｘｊ－

７
６Ｄ

－
ｉ－１ｘｊ＋

１１
６Ｄ

－
ｉｘｊ，Ｉ０＝｛Ｄ

－
ｉ－２ｘｊ，Ｄ

－
ｉ－１ｘｊ，Ｄ

－
ｉｘｊ｝

（Ｄ１ｉｘｊ）
１＝－１６Ｄ

－
ｉ－１ｘｊ＋

５
６Ｄ

－
ｉｘｊ＋

１
３Ｄ

－
ｉ＋１ｘｊ，Ｉ１＝｛Ｄ

－
ｉ－１ｘｊ，Ｄ

－
ｉｘｊ，Ｄ

－
ｉ＋１ｘｊ｝

（Ｄ１ｉｘｊ）
２＝１３Ｄ

－
ｉｘｊ＋

５
６Ｄ

－
ｉ＋１ｘｊ－

１
６Ｄ

－
ｉ＋２ｘｊ，Ｉ２＝｛Ｄ

－
ｉｘｊ，Ｄ

－
ｉ＋１ｘｊ，Ｄ

－
ｉ＋２ｘｊ











 ｝

（２４）

其中，Ｉ０、Ｉ１、Ｉ２表示模板。ｘｊ在 ｉ处的左近似

（－ｘｊ）ｉ可以写成（Ｄ
１
ｉｘｊ）

０、（Ｄ１ｉｘｊ）
１、（Ｄ１ｉｘｊ）

２三

者的凸组合：

（－ｘｊ）ｉ＝ω０（Ｄ
１
ｉｘｊ）

０＋ω１（Ｄ
１
ｉｘｊ）

１＋ω２（Ｄ
１
ｉｘｊ）

２

（２５）
非线性权重ωｋ（ｋ＝０，１，２）为：

ωｋ ＝
αｋ

∑
２

ｌ＝０
αｌ

αｋ ＝
ｃｋ

（ε＋βｋ）











 ２

（２６）

其中：ε为灵敏度参数，是一个小量，用于避免分
母为零，其取值一定程度上影响收敛精度，通常取

为ε＝１０－６；［１６］ｃｋ为理想权重，为确保在光滑区

域能够获得最优近似，取值分别为 ｃ０＝
１
１０、ｃ１＝

３
５、ｃ２＝

３
１０；βｋ为光滑因子，表达式为

　

β０＝
１３
１２（Ｄ

－
ｉ－２ｘｊ－２Ｄ

－
ｉ－１ｘｊ＋Ｄ

－
ｉｘｊ）

２＋

　　１４（Ｄ
－
ｉ－２ｘｊ－４Ｄ

－
ｉ－１ｘｊ＋３Ｄ

－
ｉｘｊ）

２

β１＝
１３
１２（Ｄ

－
ｉ－１ｘｊ－２Ｄ

－
ｉｘｊ＋Ｄ

－
ｉ＋１ｘｊ）

２＋

　　１４（Ｄ
－
ｉ－１ｘｊ－Ｄ

－
ｉ＋１ｘｊ）

２

β２＝
１３
１２（Ｄ

－
ｉｘｊ－２Ｄ

－
ｉ＋１ｘｊ＋Ｄ

－
ｉ＋２ｘｊ）

２＋

　　１４（３Ｄ
－
ｉｘｊ－４Ｄ

－
ｉ＋１ｘｊ＋Ｄ

－
ｉ＋２ｘｊ）



















 ２

（２７）

取｛ｉ－２，ｉ－１，ｉ，ｉ＋１，ｉ＋２，ｉ＋３｝，以｛Ｄ
＋
ｉ－２ｘｊ，

Ｄ＋ｉ－１ｘｊ，Ｄ
＋
ｉｘｊ，Ｄ

＋
ｉ＋１ｘｊ，Ｄ

＋
ｉ＋２ｘｊ｝作为插值模板，重

复上述计算流程便可以获得（＋ｘｊ）ｉ。之后将左右

导数组成空间梯度的左右近似ｐ－、ｐ＋：
ｐ－＝［－ｘ１；

－
ｘ２；…；

－
ｘｊ；…；

－
ｘｎ］ （２８）

ｐ＋＝［＋ｘ１；
＋
ｘ２；…；

＋
ｘｊ；…；

＋
ｘｎ］ （２９）

为了避免解的振荡，使用 ＬａｘＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓ格

式［１７］近似哈密顿量，即

Ｈ（ｘ，ｐ＋，ｐ－）＝Ｈｘ，ｐ
＋＋ｐ－( )２ －１２λ

Ｔ（ｐ＋－ｐ－）

（３０）
其中，第ｊ维耗散系数λｊ为

λｊ＝ ｍａｘ
ｐｊ∈［ｐｊｍｉｎ，ｐｊｍａｘ］

Ｈ
ｐｊ

（３１）

且ｐｊｍｉｎ＝ｍｉｎ（ｐ
＋
ｊ，ｐ

－
ｊ），ｐｊｍａｘ＝ｍａｘ（ｐ

＋
ｊ，ｐ

－
ｊ）。

在完成空间梯度 ｐ以及哈密顿量的近似之
后，动态ＨＪＩＰＤＥ就退化为常微分方程：

ｄ（ｘ，ｔ）
ｄｔ ＝Ｌ（（ｘ，ｔ）） （３２）

其中，Ｌ（·）为空间离散算子。
２．２．３　时间离散

时间离散使用三阶显式全局总变差减少

（ｔｏｔａｌｖａｒｉａｔｉｏｎｄｉｍｉｎｉｓｈｉｎｇ，ＴＶＤ）ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格
式［１８］，假设第 ｌ个时间层上的 （ｘ，ｔ）值 ｌ已
知，则：

ｌ＋１＝１３
ｌ＋２３ｈ１＋

２
３Δｔ·Ｌ（ｈ２） （３３）

其中，

ｈ１＝
ｌ＋Δｔ·Ｌ（ｌ）

ｈ２＝
３
４

ｌ＋１４ｈ１＋
１
４Δｔ·Ｌ（ｈ１

{ ）
（３４）

２．３　态势评估

在水平集函数 （ｘ，ｔ）计算完成后，根据
式（１９）确定最大任务时间 ｔｍａｘ的后向可达集
Ｇ（τｍａｘ），完成对状态空间的划分。根据初始态
势 ｘ０在状态空间中的位置进行判断：若 ｘ０∈
Ｇ（τｍａｘ），则说明初始态势 ｘ０位于捕获区内，追
踪方可以在 ｔｍａｘ内完成拦截任务，该场景追踪方
占优；若 ｘ０Ｇ（τｍａｘ），则说明初始态势 ｘ０位于
逃逸区内，逃逸方可以在 ｔｍａｘ内完成逃逸任务，
该场景逃逸方占优。在完成态势评估、确定博

弈导向特定结局的可行性之后，问题从定性转

向定量，博弈双方便进入根据具体指标设计优

化策略的阶段。

·４３·
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３　数值仿真

本节将通过分析不同推力构型下的多组航天

器追逃场景验证方法的可行性。

设置最大任务时间ｔｍａｘ＝３ｈ，去量纲参数 ｒｒｅｆ
与ｖｒｅｆ分别为１０００ｍ以及１００ｍ／ｓ后，配置１０组
追逃场景，初始相对状态如表１所示。

表１　追逃场景初始相对状态
Ｔａｂ．１　Ｉｎｉｔｉａｌｒｅｌａｔｉｖｅｓｔａｔｅｏｆｐｕｒｓｕｉｔｅｖａｓｉｏｎｓｃｅｎａｒｉｏｓ

场景序号 ｘｒ ｘｖｒ ｘｖθ

１ 　２．８６７４ －０．８５７１ ０．１９８０

２ １８．２９２２ －０．８８０８ ０．３１９２

３ ２３．９９３２ ０．１６３９ ０．０３７２

４ ３８．４６１９ ０．１６８１ －０．１０７０

５ ４８．２０２２ ０．６４８８ ０．１８８７

６ ５７．６７２２ －０．０５７８ －０．７００３

７ ６１．７６６６ ０．９５７４ ０．６３６３

８ ７４．５４８９ ０．０００９ ０．０４４９

９ ８８．６５１２ －０．９１５１ ０．９４５９

１０ ９２．９２６４ ０．１３４４ ０．０６８０

追逃目标集为：

Ｇ０＝｛ｘ∈ＲＲ
ｎ ｘｒ≤１｝ （３５）

即：

ｇ（ｘ）＝ｘｒ－１ （３６）
场景计算区域网格信息如表２所示，ＣＦＬ数 η＝
０．５。

表２　视线旋转坐标系下追逃系统状态空间网格
Ｔａｂ．２　Ｓｔａｔｅｓｐａｃｅｇｒｉｄｏｆｔｈｅｐｕｒｓｕｉｔｅｖａｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍｉｎｔｈｅ

ｌｉｎｅｏｆｓｉｇｈｔｒｏｔａｔｉｏｎｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

变量 范围 网格数 步长

ｘｒ ［０，１００］ １０００

ｘｖｒ ［－１，１］ ２０

ｘｖθ ［－１，１］ ２０

０．１

３．１　推力构型Ⅰ

此构型中，推力满足如下约束：

ｕｒｉ＝Ｔｉｃｏｓαｉ
ｕθｉ＝Ｔｉｓｉｎα{

ｉ

　ｉ＝Ｅ，Ｐ （３７）

其中：αｉ∈［０，２π］表示推力角；ＴＥ＝００００４ｇ、
ＴＰ＝０００１ｇ分别表示逃逸方、追踪方最大推进加

速度，ｇ＝９７８ｍ／ｓ２表示水平面重力加速度。
将式（１３）、式（３７）代入式（２１）可知最优控

制量：

ｃｏｓαＥ ＝
ｐｖｒ
ｐ２ｖｒ＋ｐ

２
ｖ槡 θ

＝ｃｏｓαＰ

ｓｉｎαＥ ＝
ｐｖθ
ｐ２ｖｒ＋ｐ

２
ｖ槡 θ

＝ｓｉｎα











 Ｐ

（３８）

哈密顿函数：

Ｈ（ｘ，ｐ）＝ｐｒｘｖｒ＋ｐｖｒ
ｘ２ｖθ
ｘｒ
－ｐｖθ
ｘｖｒｘｖθ
ｘｒ
＋

０．００００６ｇ ｐ２ｖｒ＋ｐ
２
ｖ槡 θ

（３９）
图４展示了计算过程中可达集逆向演化的

整个过程，其中红色曲面表示捕获区边界。当

τ＝５４００ｓ时，可达集开始出现第二个区域，并
在之后的演化过程中不断扩大。随着逆向演化

的进行，计算域中有越来越多的区域水平集函

数值由正变负，即从逃逸区转变为捕获区。对

应到现实场景则表示随着最大任务时间的增

加，追踪方的可选初始态势增加，拦截任务的条

件逐渐放宽，任务难度降低；对于逃逸方而言则

正好相反，随着逃逸区范围的缩小，逃逸任务的

条件逐渐严格，任务难度上升。图 ５给出了
Ｇ（τｍａｘ）对初始状态空间的划分结果。１０组初
始场景中，场景１和８位于捕获区内，捕获任务
具有可行性，其他场景均位于逃逸区。说明场

景１和８均为追踪方占优，而其余场景均为逃逸
方占优。

（ａ）ｔ＝０　　　　　　　　　　　（ｂ）ｔ＝－１３５０ｓ　　　　　　　　　　　（ｃ）ｔ＝－２７００ｓ

·５３·
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（ｄ）ｔ＝－４０５０ｓ　　　　　　　　　（ｅ）ｔ＝－５４００ｓ　　　　　　　　　（ｆ）ｔ＝－６７５０ｓ

（ｇ）ｔ＝－８１００ｓ　　　　　　　　　（ｈ）ｔ＝－９４５０ｓ　　　　　　　　　（ｉ）ｔ＝－１０８００ｓ

图４　后向可达集演化过程（推力构型Ⅰ）
Ｆｉｇ．４　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｃｅｓｓｏｆｂａｃｋｗａｒｄｓｒｅａｃｈａｂｌｅｓｅｔ（ｔｈｒｕｓｔｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎⅠ）

图５　场景分析结果（推力构型Ⅰ）
Ｆｉｇ．５　Ａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｃｅｎａｒｉｏｓ（ｔｈｒｕｓｔｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎⅠ）

３．２　推力构型Ⅱ

此构型中，推力满足如下约束：

ｕｒｉ∈［－Ｔ
ｒ
ｉ，Ｔ

ｒ
ｉ］

ｕθｉ∈［－Ｔθｉ，Ｔθｉ{ ］
　ｉ＝Ｅ，Ｐ （４０）

其中：ＴｒＥ＝００００４ｇ、ＴθＥ＝００００３ｇ，Ｔ
ｒ
Ｐ＝０００１ｇ、

ＴθＰ＝００００９ｇ分别表示逃逸方、追踪方相应方向
的最大推进加速度。

则将式（１３）、式（４０）代入式（２１）可知最优控
制量为：

（ｕｒｉ） ＝Ｔ
ｒ
ｉｓｇｎ（ｐｖｒ）

（ｕθｉ） ＝Ｔθｉｓｇｎ（ｐｖθ）
（４１）

哈密顿函数为：

Ｈ（ｘ，ｐ）＝ｐｒｘｖｒ＋ｐｖｒ
ｘ２ｖθ
ｘｒ
－ｐｖθ
ｘｖｒｘｖθ
ｘｒ
＋

０．００００６ｇｐｖｒ －０．００００６ｇｐｖθ
（４２）

图６展示了计算过程中可达集逆向演化的整个
过程，其中红色曲面表示捕获区边界。当τ＝４０５０ｓ
时，可达集开始出现第二个区域，并在之后的演化过

程中不断扩大；在τ＝９４５０ｓ时两个可达区域又合
并成一个连通区域。与推力构型Ⅰ场景得到的结
论一致，随着逆向演化的进行，拦截任务的任务难

度降低，逃逸任务难度上升。图７给出了Ｇ（τｍａｘ）
对初始状态空间的划分结果以及对１０组初始场景
的分析结果，其中场景１、３、４、８、１０位于捕获区内，
捕获任务具有可行性，其他场景均位于逃逸区。

·６３·
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（ａ）ｔ＝０　　　　　　　　　　（ｂ）ｔ＝－１３５０ｓ　　　　　　　　　　（ｃ）ｔ＝－２７００ｓ

（ｄ）ｔ＝－４０５０ｓ　　　　　　　　　（ｅ）ｔ＝－５４００ｓ　　　　　　　　　（ｆ）ｔ＝－６７５０ｓ

（ｇ）ｔ＝－８１００ｓ　　　　　　　　　（ｈ）ｔ＝－９４５０ｓ　　　　　　　　　（ｉ）ｔ＝－１０８００ｓ

图６　后向可达集演化过程（推力构型Ⅱ）
Ｆｉｇ．６　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｃｅｓｓｏｆｂａｃｋｗａｒｄｓｒｅａｃｈａｂｌｅｓｅｔ（ｔｈｒｕｓｔｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎⅡ）

图７　场景分析结果（推力构型Ⅱ）
Ｆｉｇ．７　Ａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｃｅｎａｒｉｏｓ（ｔｈｒｕｓｔｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎⅡ）

４　结论

本文关注于解决航天器追逃定性问题，针对

同步轨道近距离博弈场景，提出了基于水平集方

法计算后向可达集，分析博弈态势以及确定特定

追逃结局能否实现的研究方法。主要研究结果

如下：

１）通过状态与可达集的关系，给出了一种直
观判断空间博弈态势优劣的处理方法，可用于态

势分析、任务可行性判断，为具体轨迹规划任务提

供支撑；

２）基于视线旋转坐标系推导降维动力学模

·７３·
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型，实现了追逃系统状态空间的降维，有效降低了

问题的复杂度；

３）将定性微分对策问题转化为可达分析问
题，再通过水平集方法重构为 ＨＪＩＰＤＥ终值问
题，避免了传统方法中出现的终端协态奇异问

题，并可以实现状态空间划分演化过程的可

视化；

４）基于目标集逆时间流向分析，可以做到批
量处理初始态势，不再需要具体场景具体计算。

但该方法还存在以下局限：

１）降维动力学的推导是基于追逃目标集不
包含Ωｓ进行的，当目标集中包含Ωｓ约束时，无法
实现降维；

２）因为该方法需要划分网格，故分析区域不
宜过大，且由于使用的是均匀笛卡儿网格，目前只

适用于规则区域。

今后将针对方法局限性开展以下研究：

１）针对复杂目标集与高维动力学模型进行
研究，尝试总结航天器追逃过程中的一般性规律；

２）为计算捕获区长时间的演化过程寻找稳
定可靠的无网格方法；

３）与深度学习相结合，尝试使用物理信息神
经网络（ｐｈｙｓｉｃｓｉｎｆｏｒｍｅｄｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ，ＰＩＮＮ）计
算ＨＪＩＰＤＥ终值问题。
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ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｅ

ｌｅｖｅｌｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０２１，

８７（２）：４５．

［１４］　ＢＥＣＫＥＲＳＤ，ＥＬＤＲＥＤＧＥＪＤ．Ｐｌａｎａｒｐｏｔｅｎｔｉａｌｆｌｏｗｏｎ

Ｃａｒｔｅｓｉａｎｇｒｉｄｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＦｌｕｉｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０２２，

９４１：Ａ１９．

［１５］　ＳＴＲＩＫＷＥＲＤＡＪＣ．Ｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｓａｎｄｐａｒｔｉａｌ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．２ｎｄｅｄ．Ｐｈｉｌａｄｅｌｐｈｉａ：Ｓｏｃｉｅｔｙｆｏｒ

ＩｎｄｕｓｔｒｉａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００７．

［１６］　ＪＩＡＮＧＧＳ，ＳＨＵＣＷ．Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｗｅｉｇｈｔｅｄ

ＥＮＯｓｃｈｅｍｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，１９９６，

１２６（１）：２０２－２２８．

［１７］　ＪＩＡＮＧＹＱ，ＺＨＯＵＳＧ，ＺＨＡＮＧＸ，ｅｔａｌ．Ｈｉｇｈｏｒｄｅｒ

ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｃｏｍｐａｃｔｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｏｎｅａｎｄ ｔｗｏ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ

ＮｕｍｅｒｉｃａｌＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０２２，１７１：３５３－３６８．

［１８］　ＡＨＭＡＴＭ，ＱＩＵＪＸ．ＤｉｒｅｃｔＷＥＮＯｓｃｈｅｍｅｆｏｒｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ

ｔｙｐｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ｉｎ

Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，２０２３，２０４：２１６－２２９．
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