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碳纳米管增强复合材料 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁弯曲和屈曲行为分析
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摘　要：考虑碳纳米管（ｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓ，ＣＮＴｓ）的尺度效应，研究宏观尺度下碳纳米管增强复合材料
（ｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ，ＣＮＴＲＣｓ）梁的弯曲和屈曲行为。在ＥＭＴ（ＥｓｈｅｌｂｙＭｏｒｉＴａｎａｋａ）方法的
基础上，利用非局部理论提出了可表征ＣＮＴｓ尺度效应的非局部ＥＭＴ本构模型。根据Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论，采
用哈密顿原理得到ＣＮＴＲＣｓ梁的静力学微分方程和边界条件。求解简支边界条件下 ＣＮＴＲＣｓ梁的弯曲响应
和极限屈曲载荷，并与文献进行对比验证所建模型和求解方法的正确性。分析了ＣＮＴｓ的尺度效应参数和体
积分数以及复合材料梁的长细比等因素对简支ＣＮＴＲＣｓ梁弯曲响应和极限屈曲载荷的影响规律。结果表明，
考虑ＣＮＴｓ的尺度效应会削弱结构等效刚度，且ＣＮＴｓ体积分数和尺度效应参数对大长细比ＣＮＴＲＣｓ梁的弯
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曲响应和极限屈曲载荷的影响幅度较大。
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　　碳纳米管（ｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓ，ＣＮＴｓ）的发现开
启了纳米复合材料领域的新时代［１］，因其具有优

异的力学、化学和物理性能，被业界认为是复合材

料的理想增强相材料［２］。在基体中掺入 ＣＮＴｓ制
成碳纳米管增强复合材料（ｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓ
ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ，ＣＮＴＲＣｓ）可显著提高基体的

强度、刚度、韧性、导电性和热稳定性［１］，因此

ＣＮＴＲＣｓ在几乎所有的工业领域都有广阔的应用
前景［３］，同时具有巨大的潜在经济价值。采用理

论方法对ＣＮＴＲＣｓ的力学行为开展研究可对其在
工业上的应用做出指导，并进一步促进其推广

应用。



　第３期 吴栋，等：碳纳米管增强复合材料Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁弯曲和屈曲行为分析

ＣＮＴＲＣｓ理论研究的主要方法有连续介质力
学建模法和分子动力学仿真法，其中当结构尺寸

较大时，分子动力学仿真所需的计算资源和时间

成本较高［４］，因此国内外学者多基于分子动力学

仿真结果建立 ＣＮＴＲＣｓ结构的连续介质力学模
型。ＣＮＴｓ等纳米材料具有明显的尺度效应［５］，经

典的连续介质力学模型未考虑纳米材料的尺度效

应而无法准确描述 ＣＮＴｓ增强相的力学行为。为
此，学者们对经典的连续介质力学模型进行改进，

提出了非局部理论［６］、表面弹性理论［７］、应变梯

度理论［８］和修正的偶应力理论［９］等。其中，非局

部理论与分子动力学仿真结果吻合较好［１０］，被广

泛应用于研究纳米结构的振动［１１－１２］、弯曲［１３－１４］、

屈曲［１５－１６］以及波的传播［１７－１８］等力学行为。

研究ＣＮＴＲＣｓ结构的力学行为主要有两种方
法［１９］：ＥＭＴ（ＥｓｈｅｌｂｙＭｏｒｉＴａｎａｋａ）方法和混合法
则。Ｓｈｅｎ［２０］通过将传统的混合法则得到的 ＣＮＴｓ
弹性模量与分子动力学仿真结果进行匹配建立了

用于ＣＮＴＲＣｓ力学行为研究的混合法则模型，该
方法因具有显著的简便性被广大学者用于研究

ＣＮＴＲＣｓ的力学特性［２１－２２］。然而，混合法则的缺

陷是未考虑到 ＣＮＴｓ的固有特性，如团聚效应、波
纹和尺度效应等。以 Ｅｓｈｅｌｂｙ所建立的等效弹性
夹杂理论为基础，Ｍｏｒｉ和Ｔａｎａｋａ提出了复合材料
内部的平均应力计算方法，构成了ＥＭＴ方法理论
和求解框架，使其计算更为简便，从而促进其在复

合材料领域的推广应用。Ｏｄｅｇａｒｄ等［２３］首次将

ＥＭＴ方法运用到分析 ＣＮＴＲＣｓ结构的力学行为，
并与实验结果进行对比验证了该方法的正确性。

自此以后，ＥＭＴ方法被广大学者应用于 ＣＮＴＲＣｓ
结构的力学行为研究中，特别是与非局部理论相

结合研究 ＣＮＴＲＣｓ纳 米 结 构 的 力 学 特 性。
Ｄａｇｈｉｇｈ等利用ＥＭＴ方法得到了 ＣＮＴＲＣｓ的等效
弹性参数，在此基础上基于非局部理论研究了黏

弹性地基上 ＣＮＴＲＣｓ纳米矩形板的自由振动［２４］

和静力学响应特性［２５］。Ａｒａｎｉ等［２６］则基于非局

部理论和ＥＭＴ方法研究了 ＣＮＴＲＣｓ微米板的非
线性振动问题。Ｅｂｒａｈｉｍｉ等［２７］采用 ＥＭＴ方法获
得了功能梯度 ＣＮＴＲＣｓ的等效弹性参数，并基于
非局部应变梯度理论研究了热载荷下功能梯度

ＣＮＴＲＣｓ纳米梁的波传播特性。
然而，目前考虑 ＣＮＴｓ的尺度效应研究宏观

ＣＮＴＲＣｓ结构力学行为的报道相对较少。本文采
用非局部理论考虑 ＣＮＴｓ的尺度效应，将其与
ＥＭＴ方法相结合建立适用于 ＣＮＴＲＣｓ力学行为
分析的非局部ＥＭＴ本构模型。在此基础上，基于

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型和哈密顿原理建立ＣＮＴＲＣｓ梁
的静力学微分方程和边界条件。最后，分析

ＣＮＴｓ的尺度效应和体积分数以及复合材料梁的
长细比对两端简支 ＣＮＴＲＣｓＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁弯曲
和屈曲行为的影响。一方面利用非局部理论对

经典的 ＥＭＴ方法进行改进，使其能计及宏观复
合材料中纳米增强相的尺度效应；另一方面相

关研究成果可为 ＣＮＴＲＣｓ的应用和优化设计提
供理论指导。

１　ＣＮＴＲＣｓＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁静力学建模

１．１　非局部ＥＭＴ本构模型

假设基体中均布大量单向对齐的 ＣＮＴｓ，
ＣＮＴｓ的方向均垂直于ＣＮＴＲＣｓ的左端面，建立如
图 １ 所 示 的 ＣＮＴＲＣｓ的 代 表 性 体 积 元
（ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅｖｏｌｕｍｅｅｌｅｍｅｎｔ，ＲＶＥ）模型，该
ＲＶＥ模型相对于宏观 ＣＮＴＲＣｓ无限小，相对于
ＣＮＴｓ无限大。

（ａ）宏观ＣＮＴＲＣｓ梁
（ａ）ＭａｃｒｏｓｃｏｐｉｃＣＮＴＲＣｓｂｅａｍ

（ｂ）ＲＶＥ模型
（ｂ）ＲＶＥｍｏｄｅｌ

图１　ＣＮＴＲＣｓ梁及其ＲＶＥ模型
Ｆｉｇ．１　ＣＮＴＲＣｓｂｅａｍａｎｄｉｔｓＲＶＥｍｏｄｅｌ

基于非局部理论［６］和ＥＭＴ方法原理［２８］可得

ＣＮＴｓ和基体的本构方程分别为
［１－（ｅ０ａ）

２
"

２］σｒ＝Ｃｒεｒ （１）
σｍ＝Ｃｍεｍ （２）

其中：σｒ和σｍ分别表示ＣＮＴｓ的非局部应力张量
和基体的局部应力张量；Ｃｒ和Ｃｍ分别表示ＣＮＴｓ
和基体的刚度矩阵；εｒ和 εｍ分别表示 ＣＮＴｓ和基
体的应变张量；ｅ０为材料常数，可通过实验或分
子动力学仿真的方法得到；ａ为材料的内部特征

·１７·
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尺寸；
"

２＝
２

ｘ２
＋

２

ｙ２
＋

２

ｚ２
为拉普拉斯算子。

基体的平均应变 εｍ和 ＣＮＴＲＣｓ的平均应变
ε之间的关系［２９］为

εｍ＝（ｆｒＡＥＭＴ＋ｆｍＩ）
－１ε （３）

其中：ＡＥＭＴ是四阶ＥＭＴ张量，且有εｒ＝ＡＥＭＴεｍ，详见
文献［３０］；Ｉ为单位矩阵；ｆｍ和ｆｒ分别表示ＣＮＴＲＣｓ
中基体和ＣＮＴｓ的体积分数，且有ｆｍ＋ｆｒ＝１。

假设基体与 ＣＮＴｓ之间完美结合，根据 ＥＭＴ
方法可将ＣＮＴＲＣｓ的平均应力σ和平均应变ε分
别表示为

σ＝ｆｍσｍ＋ｆｒσｒ （４）
ε＝ｆｍεｍ＋ｆｒεｒ （５）

将式（１）～（３）代入式（４）和式（５），可得考
虑尺度效应的非局部ＥＭＴ本构模型为
　［１－（ｅ０ａ）

２
"

２］σ
＝［１－（ｅ０ａ）

２
"

２］ｆｍＣｍεｍ＋ｆｒＣｒεｒ
＝（ｆｍＣｍ＋ｆｒＣｒＡＥＭＴ）εｍ－（ｅ０ａ）

２
"

２ｆｍＣｍεｍ
＝Ｃε－（ｅ０ａ）

２Ｃｎ"
２ε （６）

其中：Ｃ＝（ｆｍＣｍ ＋ｆｒＣｒＡＥＭＴ）（ｆｒＡＥＭＴ ＋ｆｍＩ）
－１，

Ｃｎ＝ｆｍＣｍ（ｆｒＡＥＭＴ＋ｆｍＩ）
－１；且有［３１］

Ｃ＝

ｋ＋ｍ ｌ ｋ－ｍ ０ ０ ０
ｌ ｎ ｌ ０ ０ ０
ｋ－ｍ ｌ ｋ＋ｍ ０ ０ ０
０ ０ ０ ｐ ０ ０
０ ０ ０ ０ ｍ ０
０ ０ ０ ０ ０

















ｐ

（７）

式中，ｋ、ｌ、ｍ、ｎ和ｐ为ＣＮＴＲＣｓ的Ｈｉｌｌ弹性模量。
值得注意的是，本节以 ＣＮＴＲＣｓ为对象对非

局部ＥＭＴ本构模型的构建过程进行了阐述，该模
型同样可适用于其他纳米纤维增强复合材料的力

学行为研究。

１．２　静力学微分方程

图２所示为 ＣＮＴＲＣｓ梁的几何模型示意图，
采用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型模拟 ＣＮＴＲＣｓ梁，其长、
宽和高分别为 Ｌ、ｂ和 ｈ。以 ＣＮＴＲＣｓ梁左端面中
点为原点建立笛卡儿坐标系 ｏ－ｘｙｚ，其中 ｘ轴沿
ＣＮＴＲＣｓ的中性轴并指向其右端面，ｚ轴指向
ＣＮＴＲＣｓ梁的上端面并与ｘ轴正交，ｙ轴遵循右手
螺旋法则。

基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论，ＣＮＴＲＣｓ梁的位移
场可表示为

ｕ１＝ｕ（ｘ，ｔ）－ｚφ（ｘ，ｔ）

ｕ２＝０

ｕ３＝ｗ（ｘ，ｔ
{

）

（８）

图２　ＣＮＴＲＣｓ梁的几何模型
Ｆｉｇ．２　ＧｅｏｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌｏｆＣＮＴＲＣｓｂｅａｍ

其中：φ（ｘ，ｔ）和ｗ（ｘ，ｔ）分别表示ＣＮＴＲＣｓ梁横截
面绕ｙ轴的转角和梁中性轴的横向位移；ｕ（ｘ，ｔ）
为梁中面位移沿ｘ轴和ｚ轴的分量。

由式（８）可得ＣＮＴＲＣｓ梁的应变场为

εｘｘ＝
ｕ
ｘ
－ｚφ
ｘ

γｘｚ＝－φ＋
ｗ


{
ｘ

（９）

将式（９）代入式（６），可得
　［１－（ｅ０ａ）

２
"

２］σｘｘ

＝（ｅ０ａ）
２ｃｎ，１１ｚ

３φ
ｘ３
－ｃ１１ｚ

φ
ｘ
－（ｅ０ａ）

２ｃｎ，１１
３ｕ
ｘ３
＋ｃ１１
ｕ
ｘ
（１０）

　［１－（ｅ０ａ）
２
"

２］σｘｚ

＝ｋｃ１３
ｗ
ｘ
－( )φ ＋（ｅ０ａ）２ｃｎ，１３ 

２φ
ｘ２
－

３ｗ
ｘ( )３ （１１）

其中：ｃ１１＝Ｃ（１，１），ｃ１３＝Ｃ（５，５），ｃｎ，１１＝Ｃｎ（１，

１），ｃｎ，１３＝Ｃｎ（５，５）；ｋ取
５
６，为Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的剪

切修正系数［３２］。

通过哈密顿原理推导得ＣＮＴＲＣｓ梁的静力学
微分方程和边界条件，其解析表达式为

δ∫
Ｔ

０
［Ｋ－（Ｕ－Ｗ）］ｄｔ＝０ （１２）

式中：Ｋ表示 ＣＮＴＲＣｓ梁的动能；Ｕ表示 ＣＮＴＲＣｓ
梁的应变能；Ｗ表示施加在 ＣＮＴＲＣｓ梁上外力所
做的功。

ＣＮＴＲＣｓ梁的动能在时域［０，Ｔ］内的一阶变
分可表示为

δ∫
Ｔ

０
Ｋｄｔ＝∫

Ｔ

０∫
Ｌ

０
ρＩ

２φ
ｔ２
δφ＋Ａ

２ｗ
ｔ２
δ( )ｗｄｘｄｔ＋

∫
Ｔ

０∫
Ｌ

０
ρＡ

２ｕ
ｔ２
δ( )ｕｄｘｄｔ （１３）

式中：Ｉ≡Ｉｙ＝∫Ａｚ２ｄＡ为ＣＮＴＲＣｓ梁横截面相对于
ｙ轴的惯性矩；Ａ为 ＣＮＴＲＣｓ梁的横截面积；ρ为
ＣＮＴＲＣｓ梁的密度。

ＣＮＴＲＣｓ梁的应变能在时域［０，Ｔ］内的一阶
变分可表示为

·２７·
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δ∫
Ｔ

０
Ｕｄｔ＝∫

Ｔ

０∫
Ｌ

０
－Ｑ＋Ｍ

( )ｘδ[ ]φｄｘｄｔ－
∫
Ｔ

０∫
Ｌ

０

Ｑ
ｘδ
ｗ＋Ｎ

ｘδ[ ]ｕｄｘｄｔ＋
∫
Ｔ

０
（Ｎδｕ＋Ｑδｗ－Ｍδφ）ｘ＝Ｌ

ｘ＝０ｄｔ （１４）

式中，

Ｎ＝∫ＡσｘｘｄＡ
Ｍ ＝∫ＡσｘｘｚｄＡ
Ｑ＝∫Ａσｘｚｄ











 Ａ

（１５）

外力对ＣＮＴＲＣｓ所做的功在时域［０，Ｔ］内的
一阶变分可表示为

∫
Ｔ

０
δＷｄｔ＝∫

Ｔ

０∫
Ｌ

０
（ｑδｗ＋ｆδｕ）ｄｘｄｔ－

∫
Ｔ

０∫
Ｌ

０
珚Ｎｄ

２ｗ
ｄｘ２
δｗｄｘｄｔ＋

∫
Ｔ

０
珚Ｎｄｗｄｘδｗ－

珚Ｍδ( )φ Ｌ

０
ｄｔ＋

∫
Ｔ

０
珚Ｎδｕ＋珔Ｖδ( )ｗ Ｌ

０ｄｔ （１６）

式中：ｆ和ｑ分别表示单位长度载荷沿 ｘ轴和 ｚ轴
的分量；珚Ｎ和 珔Ｖ分别表示施加在 ＣＮＴＲＣｓ梁上的
轴向力和横向剪切力；珚Ｍ表示施加在 ＣＮＴＲＣｓ梁
两端的弯矩。

将式（１３）、式（１４）和式（１６）代入式（１２），并
考虑δφ和δｗ在ｘ∈［０，Ｌ］和ｔ∈［０，Ｔ］内的任意
性，可得ＣＮＴＲＣｓ梁的静力学微分方程为

δｕ：Ｎｘ
＋ｆ＝０ （１７）

δｗ：Ｑｘ
＋ｑ（ｘ）－珚Ｎｄ

２ｗ
ｄｘ２
＝０ （１８）

δφ：Ｑ－Ｍｘ
＝０ （１９）

同时可得边界条件为

Ｑ－珚Ｎｄｗｄｘ＝
珔Ｖ或ｗ＝ｗ０　ｘ＝０，Ｌ

Ｍ＝珚Ｍ或φ＝φ０　ｘ＝０，Ｌ

Ｎ＝珚Ｎ或ｕ＝ｕ０　ｘ＝０，
{

Ｌ

（２０）

其中，下标“０”表示各物理量的初始值。
由式（１０）、式（１１）和式（１５）可得

［１－（ｅ０ａ）
２
"

２］Ｎ＝ｃ１１Ａ
ｕ
ｘ
－（ｅ０ａ）

２ｃｎ，１１Ａ
３ｕ
ｘ３

（２１）

［１－（ｅ０ａ）
２
"

２］Ｍ＝（ｅ０ａ）
２ｃｎ，１１Ｉ

３φ
ｘ３
－ｃ１１Ｉ

φ
ｘ
（２２）

［１－（ｅ０ａ）
２
"

２］Ｑ＝ｋｃ１３Ａ
ｗ
ｘ
－( )φ ＋

（ｅ０ａ）
２ｃｎ，１３Ａ

２φ
ｘ２
－

３ｗ
ｘ( )３ （２３）

为了简化计算和分析，引入以下无量纲参数：

α＝
ｅ０ａ
Ｌ，η＝

Ｌ
ｈ，珔ｗ＝

ｗ
Ｌ，珔ｕ＝

ｕ
Ｌ，
珋ｂ＝ｂＬ，珋ｃ１３＝

ｃ１３
ｃ１１
，

珋ｃｎ，１１＝
ｃｎ，１１
ｃ１１
，珋ｃｎ，１３ ＝

ｃｎ，１３
ｃ１１
，珋ｑ＝ ｑ

ｃ１１Ｌ
，珋ｆ＝ ｆ

ｃ１１Ｌ
，珚Ｎｎｄ＝

珚Ｎ
ｃ１１Ｌ

２。

将式（２１）～（２３）及上述参数代入式（１７）～
（１９），可得ＣＮＴＲＣｓ梁静力学微分方程的无量纲
表达式为

　
珋ｂ
η
２珔ｕ
珋ｘ２
－
珋ｂα２珋ｃｎ，１１
η

４珔ｕ
珋ｘ４
＋ １－α２ 

２

珋ｘ( )２ 珋ｆ＝０ （２４）

１－α２ 
２

珋ｘ( )２ 珋ｑ－珚Ｎｎｄ
２珔ｗ
珋ｘ( )２ ＋ｋ珋ｂ珋ｃ１３η 

２珔ｗ
珋ｘ２
－
ｋ珋ｂ珋ｃ１３
η
φ
珋ｘ
＋

珋ｂα２珋ｃｎ，１３
η

３φ
珋ｘ３
－

４珔ｗ
珋ｘ( )４ ＝０ （２５）

ｋ珋ｂ珋ｃ１３
η
珔ｗ
珋ｘ
－( )φ ＋珋ｂα

２珋ｃｎ，１３
η

２φ
珋ｘ２
－

３珔ｗ
珋ｘ( )３ ＋

珋ｂ
１２η３

２φ
珋ｘ２
－α２珋ｃｎ，１１

４φ
珋ｘ( )４ ＝０ （２６）

２　简支ＣＮＴＲＣｓ梁的弯曲和屈曲响应求解

２．１　弯曲响应求解

对于ＣＮＴＲＣｓ梁的弯曲问题，其长度方向受
到均布载荷 珋ｑ且载荷方向平行于 ｚ轴，即 ｆ＝珚Ｎ＝
珔Ｖ＝珚Ｍ＝０；此外，由式（２４）可知珔ｕ珋( )ｘ＝０恒成立。

由式（２０）可得简支 ＣＮＴＲＣｓ梁的边界条
件为

珔ｗ 珋ｘ＝０＝珔ｗ 珋ｘ＝１＝０

Ｍ 珋ｘ＝０＝Ｍ 珋ｘ＝１＝０

珔ｕ珋ｘ＝０＝珔ｕ珋ｘ＝１

{
＝０

（２７）

可将式（２５）和式（２６）的解写为傅里叶级数
的形式：

珔ｗ（珋ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ｗｎｓｉｎ（β珋ｘ） （２８）

φ（珋ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
Φｎｃｏｓ（β珋ｘ） （２９）

其中：Φｎ和Ｗｎ为傅里叶系数；β＝ｎπ。
同样地，可将均布载荷 珋ｑ（珋ｘ）表示为

珋ｑ（珋ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ｑｎｓｉｎ（β珋ｘ） （３０）

式中，Ｑｎ为傅里叶系数，其表达式
［３３］为

·３７·
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Ｑｎ＝
２ｑ０
βＬｃ１１

［１－ｃｏｓ（ｎπ）］ （３１）

将式（２８）～（３０）代入式（２５）和式（２６），
可得

Ｄｄ１１ Ｄｄ１２
Ｄｄ２１ Ｄｄ[ ]

２２

Ｗｎ
Φ[ ]
ｎ

＝－Ｑｎ
Ｍ１１[ ]０ （３２）

式中：上标“ｄ”表示ＣＮＴＲＣｓ梁的弯曲问题；且有

Ｄｄ１１＝－
珋ｂβ２

η
ｆ１

Ｄｄ１２＝Ｄ
ｄ
２１＝
珋ｂβ
η
ｆ１

Ｄｄ２２＝－
珋ｂ
η
ｆ１＋

β２

１２η２
ｆ( )２

Ｍ１１＝ｆ















３

（３３）

其中，

ｆ１＝ｋ珋ｃ１３＋α
２β２珋ｃｎ，１３

ｆ２＝１＋α
２β２珋ｃｎ，１１

ｆ３＝１＋α
２β

{ ２

（３４）

通过求解式（３２），可得

Ｗｎ＝
ηＱｎｆ３（β

２ｆ２＋１２η
２ｆ１）

珋ｂβ４ｆ２ｆ１
（３５）

Φｎ＝
１２η３Ｑｎｆ３
珋ｂβ３ｆ２

（３６）

将式（３５）和式（３６）代入式（２８）和式（２９），
可得ＣＮＴＲＣｓ梁不同位置上的挠度和转角。

２．２　屈曲响应求解

对于ＣＮＴＲＣｓ梁的屈曲问题，其受到轴向压
力珚Ｎ的作用，即 ｆ＝ｑ＝珔Ｖ＝珚Ｍ＝０。ＣＮＴＲＣｓ梁屈
曲问题的微分方程可表示为

Ｄｋ１１ Ｄｋ１２
Ｄｋ２１ Ｄｋ[ ]

２２

Ｗｎ
Φ[ ]
ｎ

＝[ ]００ （３７）

式中：上标“ｋ”表示ＣＮＴＲＣｓ梁的屈曲问题；且有

Ｄｋ１１＝β
２珚Ｎｎｄｆ３－

珋ｂβ２

η
ｆ１

Ｄｋ１２＝Ｄ
ｋ
２１＝
珋ｂβ
η
ｆ１

Ｄｋ２２＝－
珋ｂ
η
ｆ１＋

β２

１２η２
ｆ( )













２

（３８）

通过求解式（３７），可得

珚Ｎｎｄ（β）＝
珋ｂｆ１ｆ２β

２

ηｆ３（ｆ２β
２＋１２ηｆ１）

（３９）

式（３９）中的最小值表示 ＣＮＴＲＣｓ梁的极限
屈曲载荷。

２．３　数值求解及验证

本小节中将上述模型与文献中结果进行对比

以验证模型和求解方法的正确性。

由式（２８）和式（２９）可以看出，弯曲和屈曲响
应求解的精确度受求和项ｎ的影响。表１所示为
不同的求和项ｎ对应的ＣＮＴＲＣｓ梁中点的挠度和
端面的转角，由表 １可以看出式（２８）和式（２９）收
敛。此外，当求和项 ｎ取９０时，ＣＮＴＲＣｓ梁挠度
和转角的解具有足够的精度，因此在后续的分析

中取求和项ｎ＝９０。

表１　不同求和项ｎ对应的ＣＮＴＲＣｓ梁中点的挠度和
端面的转角

Ｔａｂ．１　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｍｉｄｐｏｉｎｔａｎｄｒｏｔａｔｉｏｎｏｆｅｎｄｆａｃｅｏｆ
ＣＮＴＲＣｓｂｅａｍｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｕｍｍａｔｉｏｎｔｅｒｍｎ

ｎ ｗ／ｍｍ φ

３０ ３４．０９７０ ５．１７５６２×１０－２

５０ ３４．０９７０ ５．１７５６７×１０－２

７０ ３４．０９７０ ５．１７５６８×１０－２

９０ ３４．０９７０ ５．１７５６８×１０－２

爦ｉｍ爧ｅｋ等［３４］和 Ａｙｄｏｇｄｕ［３５］得到了 ＣＮＴＲＣｓ
Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的弯曲和屈曲响应并分析了相关
参数的影响，但均未考虑 ＣＮＴｓ尺度效应的影
响。当尺度效应参数 α＝０时，本文所建模型可
退化为文献［３４］和文献［３５］中的 ＣＮＴＲＣｓ
Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型。表２和表３所示分别为均
布载荷下ＣＮＴＲＣｓ梁中点的无量纲挠度珚ｗｒｅｆ和轴
向载荷下 ＣＮＴＲＣｓ梁的无量纲极限屈曲载荷
珚Ｎｒｅｆ。其中，无量纲挠度和无量纲极限屈曲载荷
的表达式为

珔ｗｒｅｆ＝
１００ｗＥｍＩ
ｑ０Ｌ

４

珚Ｎｒｅｆ＝珚Ｎｃｒｉ
Ｌ２
Ｅｍ

{
Ｉ

（４０）

其中：ｗ为 ＣＮＴＲＣｓ梁中点的挠度；ｑ０为均布载
荷；Ｅｍ为 ＣＮＴＲＣｓ的模量；珚Ｎｃｒｉ为 ＣＮＴＲＣｓ梁的极
限屈曲载荷，由于对参数进行无量纲化处理，其具

体数值不影响最终结果。

表２　均布载荷下ＣＮＴＲＣｓ梁中点的无量纲挠度
Ｔａｂ．２　ＤｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎａｔｍｉｄｐｏｉｎｔｏｆＣＮＴＲＣｓ

ｂｅａｍｓｕｎｄｅｒｕｎｉｆｏｒｍｌｏａｄ

η
珔ｗｒｅｆ

文献［３４］ 文献［３５］ 本文模型

１０ １．３３４５ １．３４８３ １．３４５８

２０ １．３１０２ １．３２１８ １．３１３０

５０ １．３０３３ １．３１４４ １．３０３８

·４７·
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表３　轴向载荷下ＣＮＴＲＣｓ梁的无量纲极限屈曲载荷
Ｔａｂ．３　ＤｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｌｉｍｉｔｂｕｃｋｌｉｎｇｌｏａｄｏｆＣＮＴＲＣｓ

ｂｅａｍｓｕｎｄｅｒａｘｉａｌｌｏａｄ

η
珚Ｎｒｅｆ

文献［３４］ 文献［３５］ 本文模型

１０ ９．６２２６ ９．６２２７ ９．５４０１

２０ ９．８０６６ ９．８０６７ ９．７８５１

５０ ９．８５９４ ９．８５９５ ９．８５６０

由表２和表 ３可知，本文研究求解的弯曲和
屈曲响应与文献［３４－３５］中解最大相对误差绝
对值分别为０８４６８％和０８５８４％，足以说明本
文所建模型和求解方法的正确性。

３　参数对简支ＣＮＴＲＣｓ梁弯曲、屈曲响应
的影响分析

　　本节分析长细比、尺度效应参数和 ＣＮＴｓ的
体积分数等因素对ＣＮＴＲＣｓ梁弯曲和屈曲响应的
影响规律。基体选用聚苯乙烯树脂［３１］，其弹性模

量Ｅｍ和泊松比νｍ分别为１９ＧＰａ和０３。ＣＮＴｓ
的物理参数［３１］为：ｎｒ＝４５０ＧＰａ，ｋｒ＝３０ＧＰａ，ｍｒ＝
ｐｒ＝１ＧＰａ，ｌｒ＝１０ＧＰａ；此外，如无特别说明取
ＣＮＴｓ体积分数为０１。ＣＮＴＲＣｓ梁的长Ｌ、宽ｂ和
高ｈ分别为１ｍ、０２ｍ和０２ｍ；均布载荷 ｑ０＝
－１００ｋＮ／ｍ。
结果的合理性较大程度上取决于尺度效应参

数的选取，尺度效应参数的数值可通过将理论计

算结果与实验、分子动力学仿真结果进行匹配确

定，其数值受到载荷、工况和结构形状等因素的耦

合影响［３６］。目前国内外学者研究结构的尺度效

应时，较多分析其选取不同数值时对结构力学响

应的影响，此处参考前人的研究［３７］，取尺度效应

参数α＝０１。

３．１　体积分数的影响

图３所示为 ＣＮＴｓ的体积分数对 ＣＮＴＲＣｓ梁
中点挠度比和端面转角比的影响曲线，其中ｗ０和
φ０分别表示ＣＮＴｓ的体积分数为０时 ＣＮＴＲＣｓ梁
中点的挠度和端面的转角。

由于在聚苯乙烯树脂基体中加入 ＣＮＴｓ后，
材料的等效刚度得到增强，因此图 ３（ａ）中
ＣＮＴＲＣｓ梁中点的挠度随 ＣＮＴｓ体积分数的增大
近似呈线性减小，且最大减幅达到了 １２９３％
（η＝４，α＝０）。由图３（ａ）还可以看出，ＣＮＴＲＣｓ
梁中点挠度比随尺度效应参数 α的增大而明显
增大，表明考虑 ＣＮＴｓ的尺度效应后会降低

（ａ）中点挠度比
（ａ）Ｍｉｄｐｏｉｎｔｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｒａｔｉｏ

（ｂ）端面转角比
（ｂ）Ｅｎｄｆａｃｅｒｏｔａｔｉｏｎｒａｔｉｏ

图３　ＣＮＴｓ体积分数的影响曲线
Ｆｉｇ．３　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆＣＮＴｓｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎ

ＣＮＴＲＣｓ梁的等效刚度，为了建立 ＣＮＴＲＣｓ结构
的精确力学模型，有必要考虑 ＣＮＴｓ尺度效应的
影响。根据式（３５）可知，ＣＮＴＲＣｓ梁最大挠度正
比于η３且反比于其模量，因此当长细比 η增加
时，挠度比 ｗ／ｗ０的下降幅度增大，同时表明了
ＣＮＴｓ体积分数对大长细比 ＣＮＴＲＣｓ梁弯曲响应
的影响幅度较大。

由图３（ｂ）可以看出，ＣＮＴＲＣｓ梁端面的转角比
同样随 ＣＮＴｓ体积分数的增大近似呈线性减小。
图３（ｂ）中α＝０１时，η＝４、η＝６和η＝８的曲线
重合，是由于转角比与长细比η无关（见式（３６）），
即相同尺度参数下，不同长细比ＣＮＴＲＣｓ梁端面的
转角比变化曲线具有相同的变化趋势。

图４所示为 ＣＮＴＲＣｓ梁的极限屈曲载荷随
ＣＮＴｓ体积分数的变化曲线，其中珚Ｎｃｒｉ０表示横轴变
量为０时梁的极限屈曲载荷。由图４可以看出，
ＣＮＴＲＣｓ梁的极限屈曲载荷随 ＣＮＴｓ体积分数的
增加近似呈线性增大，但随尺度效应参数 α的增
大而减小。综合图３和图４可知，ＣＮＴｓ的体积分
数对大长细比ＣＮＴＲＣｓ梁的弯曲响应和极限屈曲
载荷的影响幅度较大。

·５７·
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图４　ＣＮＴＲＣｓ梁极限屈曲载荷随ＣＮＴｓ
体积分数的变化曲线

Ｆｉｇ．４　ＶａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｌｉｍｉｔｂｕｃｋｌｉｎｇｌｏａｄｏｆＣＮＴＲＣｓ
ｂｅａｍｓｗｉｔｈＣＮＴｓｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎ

３．２　尺度效应参数和长细比的影响

图５所示为ＣＮＴＲＣｓ梁中点的挠度比随尺度
效应参数α和长细比 η的变化曲线，其中 ｗ０为
横坐标值为０时对应的 ＣＮＴＲＣｓ梁中点的挠度。
由图５可以看出，ＣＮＴＲＣｓ梁中点的挠度比随尺
度效应参数和长细比的增大而增大，且增大速度

逐渐加快。不同长细比下，当尺度效应参数从０

（ａ）尺度效应参数
（ａ）Ｓｃａｌｅｅｆｆｅｃｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

（ｂ）长细比
（ｂ）Ｓｌｅｎｄｅｒｎｅｓｓｒａｔｉｏ

图５　ＣＮＴＲＣｓ梁中点挠度比的变化曲线
Ｆｉｇ．５　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｒａｔｉｏａｔ

ｍｉｄｐｏｉｎｔｏｆＣＮＴＲＣｓｂｅａｍ

增至０２时，中点挠度比的最小增幅为 ５６５０％
（η＝４），最大增幅为６７５２％（η＝８）。不同尺度
效应参数下，长细比对中点挠度比的影响曲线相

差较小，但仍可以看出：尺度效应参数对大长细比

ＣＮＴＲＣｓ梁弯曲响应的影响幅度较大。
图６所示为ＣＮＴＲＣｓ梁的极限屈曲载荷比随

尺度效应参数α和长细比η的变化曲线。由图６
可以看出，ＣＮＴＲＣｓ梁的极限屈曲载荷比随尺度效
应参数和长细比的增大而减小，且减小速度随尺度

效应参数的增大而增加但随长细比的增大而减小。

（ａ）尺度效应参数
（ａ）Ｓｃａｌｅｅｆｆｅｃｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

（ｂ）长细比
（ｂ）Ｓｌｅｎｄｅｒｎｅｓｓｒａｔｉｏ

图６　ＣＮＴＲＣｓ梁的极限屈曲载荷比的变化曲线
Ｆｉｇ．６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｕｌｔｉｍａｔｅｂｕｃｋｌｉｎｇ

ｌｏａｄｒａｔｉｏｏｆＣＮＴＲＣｓｂｅａｍ

此外，对于不同的长细比，当尺度效应参数从

０增至０２时，极限屈曲载荷的最小减幅和最大
减幅分别为２２８４％（η＝４）和３１３９％（η＝８）；
不同尺度效应参数下，长细比对极限屈曲载荷的

影响幅度基本相同。综合图５和图６可知，尺度
效应参数对大长细比ＣＮＴＲＣｓ梁的弯曲响应和极
限屈曲载荷的影响幅度较大。

４　结论

首先考虑 ＣＮＴｓ的尺度效应建立了 ＣＮＴＲＣｓ
宏观结构力学行为分析的非局部ＥＭＴ本构模型，

·６７·
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在此基础上，运用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型和哈密顿原
理建立了ＣＮＴＲＣｓ梁的静力学微分方程和边界条
件，并求解了简支ＣＮＴＲＣｓ梁的弯曲和屈曲响应。
通过与文献结果进行对比验证了所建模型和求解

方法的正确性。最后分析 ＣＮＴｓ的体积分数、尺
度效应参数和复合材料梁的长细比对简支

ＣＮＴＲＣｓ梁弯曲和屈曲响应的影响规律，主要结
论如下：

１）基体中加入 ＣＮＴｓ可提高结构等效刚度，
但当考虑 ＣＮＴｓ的尺度效应时会削弱结构等效
刚度。

２）ＣＮＴＲＣｓ梁的挠度比随尺度效应参数和长
细比的增大而增大，且增大速度逐渐加快；其极限

屈曲载荷随尺度效应参数和长细比的增大而减

小，且减小速度随尺度效应参数的增大而增加但

随长细比的增大而减小。

３）ＣＮＴｓ体积分数和尺度效应参数对大长细
比ＣＮＴＲＣｓ梁的弯曲响应和极限屈曲载荷的影响
幅度较大；此外，ＣＮＴＲＣｓ梁的端面转角比不受长
细比的影响。
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