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Ｒ１３／Ｒ２６矩方法的介观尺度壁面边界条件

杨伟奇１，杨　惠２

（１．国防科技大学 空天科学学院，湖南 长沙　４１００７３；２．国防科技大学 计算机学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：宏观尺度ＮＳＦ（ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＦｏｕｒｉｅｒ）、Ｒ１３／Ｒ２６矩方程边界条件在中、大克努森数 Ｋｎ来流条
件下计算精度大幅度降低，也极易发散。针对这一难题，提出 Ｒ１３／Ｒ２６矩方程的介观尺度边界条件，在靠
近壁面处重构速度分布函数，并输入介观尺度Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ模型方程；基于离散速度法求解宏观参数，所得到
的宏观参数作为 Ｒ１３／Ｒ２６矩方程的壁面边界条件。仿真结果表明：基于介观尺度边界条件的 Ｒ１３／Ｒ２６
矩方法相较原边界条件计算精度最大提高５９８４％，同时，所提出的边界条件将矩方法对Ｋｎ的适用范围拓
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　　描述气体非平衡程度与稀薄程度的克努森数
Ｋｎ定义为分子平均自由程λ与特征长度Ｌ０的比
值［１］。通常情况下，稀薄气体动力学输运特性可以

通过介观尺度Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方程来进行描述，但由于
其高维度积分－微分特性以及复杂碰撞项结构，过
大的计算量导致其难以应用在实际工程中［２］。

同时，宏观方程与拓展流体力学方程均可以

从介观尺度Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方程推导得到［２－３］，两种主

要的推导方法分别为：基于ＣＥ（ＣｈａｐｍａｎＥｎｓｋｏｇ）
的分布函数展开方法［４－５］与 Ｇｒａｄ提出的基于高
阶矩的分布函数展开方法［６－７］。

ＣＥ展开法是将分子速度分布函数展开为 Ｋｎ

的级数，进而构建本构关系，其零阶、一阶展开形

式分别对应 Ｅｕｌｅｒ、ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程［３－４］。当来

流Ｋｎ＜０１时，ＮＳＦ（ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＦｏｕｒｉｅｒ）方程
组与速度滑移、温度跳跃边界条件可以近似描述

非平衡稀薄流的输运特性。随着来流 Ｋｎ的增
加，ＮＳＦ方程组的计算精度可以通过引入 ＣＥ的
高阶展开来提高，例如：ＣＥ二阶、三阶展开形式分
别对应 Ｂｕｒｎｅｔｔ与超 Ｂｕｒｎｅｔｔ方程组［５］。然而，

Ｇｒａｄ指出基于ＣＥ展开的速度分布函数，无论展
开的级数有多高，其得到的宏观方程仅能描述近

连续流的流动特性［８］。同时，Ｋａｒｌｉｎ等认为
Ｂｕｒｎｅｔｔ方程违反了Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方程中隐含的物理
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规律，而超 Ｂｕｒｎｅｔｔ方程没有改变这一物理
特性［９］。

因此，Ｇｒａｄ提出基于Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式，将速度
分布函数展开为高阶矩的级数，推导得到高阶矩

的控制方程，形成 Ｇｒａｄ矩方法［７］。Ｒｅｉｔｅｂｕｃｈ等
利用Ｇｒａｄ矩方法研究了平板间 Ｃｏｕｅｔｔｅ流动［１０］。

Ｓｔｒｕｃｈｔｒｕｐ等对Ｇｒａｄ矩方法进行规整化处理，得
到Ｒ１３矩方法［３，１１］。Ｇｕ等讨论了 Ｒ１３矩方法在
微尺度稀薄流动中的Ｋｎ适用范围并指出：Ｒ１３矩
方法能够捕获Ｋｎ＜０２５时气体的非平衡流动输
运特性［１２］。进一步，Ｇｕ等将规整化矩方法推广
到 Ｒ２６矩 方 法［１３］，并 成 功 应 用 至 管 道 流

动［１，２，１３－１４］、热驱流动［１５－１６］、多孔介质流动［１６－１７］

以及稀薄条件下的圆柱绕流模拟中［１８］。

一直以来，Ｍａｘｗｅｌｌ壁面边界条件广泛应用在
介观尺度 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方程中［１９］，但反观宏观尺度

拓展流体力学方程，由于其控制方程与高阶矩较

多且高阶矩没有明确的物理意义等，其壁面边界

条件推导难度极大。Ｌｉｕ等使用极小值原理研究
了基于最小熵增的矩方程边界条件［２０］。Ｇｕ等基
于介观尺度 Ｍａｘｗｅｌｌ壁面边界条件，开拓性地提
出了Ｒ１３矩方程组中宏观量的壁面边界条件，为
矩方程的工程化应用铺平了道路［２１］。然而，

Ｔｏｒｒｉｌｈｏｎ等发现Ｇｕ等对 Ｒ１３矩方程组进行了过
度约束，导致靠近壁面处的切应力与温度剖面出

现不规则异常，故其对 Ｒ１３矩方程边界条件进行
了修正［２２］。进一步，Ｇｕ等利用同样的方法为
Ｒ２６矩方法推导了壁面边界条件［１３］。

近期，研究人员在宏观与介观两个层面对比了

ＮＳＦ、Ｒ１３、Ｒ２６矩方程组与 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方程的计算
精度与计算效率［１，２，１４－１５，２３］，深入对比了一阶、三

阶、五阶 Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式重构分布函数的重构误
差，并分析了各宏观方程壁面处边界条件的计算误

差［１４，２３］。结果表明：对于微管道流动，矩方法在壁

面边界处过度计算了１８．７％的滑移速度与３９１％
的热流，壁面边界条件的计算精度直接限制了矩方

法在全流场的数值模拟精度［１］。经典矩方法壁面

边界条件误差的来源在于：分布函数被截断为

Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式的三阶或五阶形式，高阶矩信息丢
失。基于此，本文提出 Ｒ１３／Ｒ２６矩方法的介观边
界条件，旨在引入更为精确的壁面边界处分布函

数，以改进矩方法在全流场的计算精度。

１　矩方法与壁面边界条件

１．１　矩方法

经典流体力学中密度 ρ、速度 ｕｉ、温度 Ｔ对

应分子速度分布函数 ｆ的前五阶矩。流体力学
控制方程可以从 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方程中推导得
到［２－３］，即质量、动量、能量守恒方程，如式（１）～
（３）所示。　

ρ
ｔ
＋
ρｕｉ
ｘｉ
＝０ （１）

ρｕｉ
ｔ
＋
ρｕｉｕｊ
ｘｊ

＋
σｉｊ
ｘｊ
＝－ｐ
ｘｉ
＋ρａｉ （２）

ρＴ
ｔ
＋
ρｕｉＴ
ｘｉ

＋２３Ｒ
ｑｉ
ｘｉ
＝－２３Ｒｐ

ｕｉ
ｘｉ
＋σｉｊ
ｕｊ
ｘ( )
ｉ

（３）
其中：ｔ、ｘｉ分别为时间与空间坐标；下标 ｉ、ｊ为
通用张量表示方法；ａｉ为加速度驱动力；压力 ｐ
服从理想气体状态方程 ｐ＝ρＲＴ，Ｒ为理想气体
常数。在矩方法中，应力张量 σｉｊ与热流 ｑｉ作为
自由变量引入拓展流体力学中，此时 Ｒ１３矩方
法自由变量为｛ρ，ｕｉ，Ｔ，σｉｊ，ｑｉ｝，其控制方程可
由 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方程推导得到，如式（４）～（５）
所示。

σｉｊ
ｔ
＋
ｕｋσｉｊ
ｘｋ

＋
ｍｉｊｋ
ｘｋ
＝－ｐ

μσｉｊ
－２ｐ

ｕ〈ｉ
ｘｊ〉
＋Σｉｊ

（４）
ｑｉ
ｔ
＋
ｕｊｑｉ
ｘｊ
＋１２
Ｒｉｊ
ｘｊ
＝－２３

ｐ
μ
ｑｉ－
５
２ｐＲ

Ｔ
ｘｉ
＋Ｑｉ

（５）
其中，μ为黏性，

Σｉｊ＝－
４
５
ｑ〈ｉ
ｘｊ〉
－２σｋ〈ｉ

ｕｊ〉
ｘｋ

（６）

Ｑｉ＝－
７σｉｋＲ
２
Ｔ
ｘｋ
＋
σｉｊ
ρ
ｐ
ｘｊ
＋
σｊｋ
ｘ( )
ｋ
－

２
５
７
２ｑｋ
ｕｉ
ｘｋ
＋ｑｋ
ｕｋ
ｘｉ
＋ｑｉ
ｕｋ
ｘ( )
ｋ
－

１
６
Δ
ｘｉ
－ｍｉｊｋ

ｕｊ
ｘｋ
－ＲＴ

σｉｋ
ｘｋ

（７）

ｍｉｊｋ、Δ、Ｒｉｊ为高阶矩张量，无明确物理意义。为
封闭矩方程组，Ｇｒａｄ在Ｇ１３矩方法中令ｍｉｊｋ＝Δ＝
Ｒｉｊ＝０；Ｓｔｒｕｃｈｔｒｕｐ等在 Ｒ１３矩方法中为其推导了
高阶矩形式［１１］。借鉴 Ｒ１３矩封闭思想，Ｇｕ等将
拓展流体力学方程推广到 Ｒ２６矩方法中，并基于
Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方程推导了 ｍｉｊｋ、Ｒｉｊ、Δ的控制方程，如
式（８）～（１０）所示。此时Ｒ２６矩方法自由变量拓
展为｛ρ，ｕｉ，Ｔ，σｉｊ，ｑｉ，ｍｉｊｋ，Ｒｉｊ，Δ｝。
ｍｉｊｋ
ｔ
＋
ｕｌｍｉｊｋ
ｘｌ

＋
ｉｊｋｌ
ｘｌ
＝－３２

ｐ
μ
ｍｉｊｋ＋Ｍｉｊｋ－

３ｐ
（σ〈ｉｊ／ρ）
ｘｋ〉

（８）

·９９·
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Ｒｉｊ
ｔ
＋
ｕｋＲｉｊ
ｘｋ

＋
ψｉｊｋ
ｘｋ
＝－７６

ｐ
μ
Ｒｉｊ＋Ｒｉｊ－

２８
５ｐ
（ｑ〈ｉ／ρ）
ｘｊ〉

（９）

Δ
ｔ
＋
Δｕｉ
ｘｉ
＋
Ωｉ
ｘｉ
＝－３２

ｐ
μΔ
－８ｐ

（ｑｉ／ρ）
ｘｉ

＋

（１０）
其中：Ｍｉｊｋ、Ｒｉｊ、为 Ｒ２６矩方程的源项，其表达
式参考文献［１３］；ｉｊｋｌ、ψｉｊｋ、Ωｉ为高阶矩张量，无
明确物理意义，Ｇｕ等在 Ｒ２６矩方法中为其推导
了高阶矩表达式［１３］，在此不作赘述；下标ｉ、ｊ、ｋ、ｌ、
〈、〉均为张量符号［６］。

１．２　矩方法壁面边界条件

在矩方法壁面边界条件的推导中，首先假设

所有壁面均为漫反射，所有与壁面碰撞的分子均

不穿过壁面。在 Ｒ２６矩方程边界条件推导过程
中，速度分布函数被截断为 Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式的五
阶展开形式，并将垂直于壁面、指向气体的方向向

量记作ｎｉ，平行于壁面的方向向量记作τｉ。此时，
气体的滑移速度 ｕτ与温度跳跃边界条件可以
写为：

ｕτ＝－
２－α
α

πＲＴ
槡２

σｎτ
ｐα
－
ｑτ
５ｐα
－
ｍｎｎτ
２ｐα
＋
９Ωτ＋７０ψｎｎτ
２５２０ｐαＲＴ

（１１）

ＲＴ－ＲＴｗ＝－
２－α
α

πＲＴ
槡２

ｑｎ
２ｐα
－
ＲＴσｎｎ
４ｐα

＋

ｕ２τ
４－
７５Ｒｎｎ＋２８Δ
８４０ｐα

＋
ｎｎｎｎ
２４ｐα

（１２）

其中，

ｐα＝ｐ＋
σｎｎ
２－
３０Ｒｎｎ＋７Δ
８４０ＲＴ －

ｎｎｎｎ
２４ＲＴ （１３）

σｎｎ、σｎτ、ｑτ、ｍｎｎτ、Ｒｎｎ、ψｎｎτ、Ωτ、ｎｎｎｎ分别是 σｉｊ、
ｑｉ、ｍｉｊｋ、Ｒｉｊ、ψｉｊｋ、Ωｉ、ｉｊｋｌ沿壁面切线与法线的分
量。除去下划线的部分之后，矩方法边界条件

退化为 ＮＳＦ滑移速度边界与温度跳跃边界条
件。下划线部分是高阶矩对边界条件信息的

补充，这些信息使得 Ｒ２６矩方程边界条件更加
准确。在此基础上，Ｇｕ与 Ｅｍｅｒｓｏｎ首先给出了
应力张量 σｉｊ、热流张量 ｑｉ以及高阶矩 ｍｉｊｋ、Ｒｉｊ、
ψｉｊｋ、Ωｉ的边界条件，其表达式如文献［１３］
所示。

本文采用的无量纲格式为：ｖ０＝ ２ＲＴ槡 ０，珔ｕ＝

ｕ
ｖ０
，珔ｘ＝ｘＬ０

，珋ｔ＝
ｖ０ｔ
Ｌ０
，珔ａ＝

Ｌ０ａ
ｖ２０
，珚Ｃｉ＝

Ｃｉ
ｖ０
，珔Ｔ＝ＴＴ０

，珋ｆ＝

ｖ３０ｆ
ρ０
，珋ρ＝ρρ０

，珋ｐ＝ｐｐ０
，珔μ＝μμ０

。其中ｖ０为参考速度，

Ｃｉ为分子离散速度的标量形式，珔ｕ、珔ｘ等分别代表
对应参数的无量纲量。

高阶矩的无量纲格式为：珚σｉｊ＝
σｉｊ
ρ０ｖ

２
０
，珋ｑｉ＝

ｑｉ
ρ０ｖ

３
０
，

珚ｍｉｊｋ＝
ｍｉｊｋ
ρ０ｖ

３
０
，珚ｉｊｋｌ＝

ｉｊｋｌ
ρ０ｖ

４
０
，珔Ｒｉｊ＝

Ｒｉｊ
ρ０ｖ

４
０
，珔ψｉｊｋ＝

ψｉｊｋ
ρ０ｖ

５
０
，珚Ωｉ＝

Ωｉ
ρ０ｖ

５
０
，珔Δ＝Δ

ρ０ｖ
４
０
。

２　壁面边界条件的介观表示

矩方法的介观尺度边界条件中，由于分布函

数在壁面处被截断为三阶或五阶形式，现有宏观

边界条件对中、大 Ｋｎ情况计算精度较低，且极容
易发生发散现象。因此，本文提出在靠近壁面处

基于介观Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ模型方程，结合 Ｍａｘｗｅｌｌ壁面
边界条件计算宏观参数，并代入矩方程中作为矩

方程的边界条件，如图１所示。

图１　矩方法的介观尺度壁面边界条件迭代方法
Ｆｉｇ．１　Ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｏｆｍｅｓｏｓｃｏｐｉｃｌｅｖｅｌｗａｌｌｂｏｕｎｄａｒｙ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｍｏｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

图１中，实心圆点区域 为矩方法计算区

域，基于宏观Ｒ１３／Ｒ２６矩方法控制方程求解流场
输运特性。空心圆圈层 为矩方法／介观方法的
耦合重构区，在本层进行宏观参数与介观分布函

数数据之间的交互与重构。空心方块区域 为

介观方法计算区域，靠近壁面处基于介观Ｍａｘｗｅｌｌ
镜面漫反射边界条件求解。

空心圆圈层 的数据交换格式包含：

１）边界处介观尺度分布函数 ｆ＝ｆ（ｔ，ｘ，Ｃ）到
宏观参数 ρ、Ｔ、ｕｉ、σｉｊ、ｑｉ、ｍｉｊｋ、Ｒｉｊ、Δ的数据交换。
当得到分布函数 ｆ时，流体力学宏观参数可以
写为：

·００１·
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ρ＝∫ｆｄＣ
ｕｉ＝

１
ρ∫ＣｉｆｄＣ

Ｔ＝２３ρ∫ｃ
２

ｄＣ

σｉｊ＝∫ｃｉｃｊｆｄＣ－δｉｊρＴ２
ｑｉ＝

１
２∫ｃ２ｃｉｆｄＣ

ｍｉｊｋ ＝∫ｃ〈ｉｃｊｃｋ〉ｆｄＣ
Ｒｉｊ＝∫ｃ〈ｉｃｊ〉ｃ２ｆｄＣ－７ＲＴσｉｊ
Δ＝∫ｃ４ｆｄＣ－１５ｐＲＴ
ｉｊｋｌ＝∫ｃ〈ｉｃｊｃｋｃｌ〉ｆｄＣ
ψｉｊｋ ＝∫ｃ〈ｉｃｊｃｋ〉ｃ２ｆｄＣ－９ＲＴｍｉｊｋ
Ωｉ＝∫ｃ４ｃｉｆｄＣ－２８































 ＲＴｑ

（１４）

其中，ｃｉ＝Ｃｉ－ｕｉ，ｃ
２＝∑（Ｃｉ－ｕｉ）２，δｉｊ为狄拉克

函数。

２）宏观参数到介观尺度分布函数的数据交
换基于Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式，如式（１５）～（１６）所示。

ｆ（３）＝ｆＭ １＋
ｃｉｑｉ
ｐＲＴ

ｃ２
５ＲＴ( )－１ ＋

ｍｉｊｋｃｉｃｊｃｋ
６ｐ（ＲＴ）{ ２＋

σｉｊｃｉｃｊ
２ｐＲＴ＋

Ｒｉｊｃｉｃｊ
４ｐ（ＲＴ）２

ｃ２
７ＲＴ( )－１ ＋

Δ
８ｐＲＴ

ｃ４

１５（ＲＴ）２
－２ｃ

２

３ＲＴ[ ] }＋１ （１５）

ｆ（５）＝ｆ（３）＋ｆＭ
ｉｊｋｌｃｉｃｊｃｋｃｌ
２４ｐ（ＲＴ）３{ ＋

ψｉｊｋｃｉｃｊｃｋ
１２ｐ（ＲＴ）３

ｃ２
９ＲＴ( )－１ ＋

ｃｉΩｉ
４０ｐ（ＲＴ）２

ｃ４

７（ＲＴ）２
－２ｃ

２

ＲＴ[ ] }＋５ （１６）

其中，ｆＭ为Ｍａｘｗｅｌｌ平衡态分布函数
［１９］。

本文提出的方法与经典矩方法边界条件的

区别在于：经典矩方法壁面边界条件基于截断

的分布函数进行推导，其分布函数损失了计算

精度，在推导宏观参数时又进行了二次近似，进

一步增大了计算误差；而本文提出的方法直接

采用介观尺度 Ｍａｘｗｅｌｌ壁面边界条件，分布函数
与壁面处宏观量更为精确，仅在宏观／介观边界
重构处损失一次计算精度。同时，壁面处的非

平衡效应对流场的影响远大于远场参数的影

响，矩方法计算精度也对边界条件更为敏感，因

此，本文提出的方法有利于提高矩方法的计算

精度。

３　算例与讨论

针对本文提出的介观尺度边界条件，选取无

限长平板间Ｃｏｕｅｔｔｅ流、非平衡热驱流动典型算例
进行验证。为保持宏观、介观计算条件一致，本文

所有算例共用同一套网格，所有气体介质均选为

氩气，Ｍａｘｗｅｌｌ壁面边界条件采用全漫反射边界条
件。算例在物理空间、速度空间网格进行了网格

无关性测试，认为介观尺度 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ模型方程
的解是标准解。黏性服从Ｓｕｔｈｅｒｌａｎｄ法则：

μ＝μｒｅｆ
Ｔ
Ｔ( )
ｒｅｆ

１．５Ｔｒｅｆ＋Ｓ
Ｔ＋Ｓ （１７）

式中，Ｓｕｔｈｅｒｌａｎｄ法则中的参考温度与参考黏性分
别为 Ｔｒｅｆ＝２７３Ｋ、μｒｅｆ＝２１２５×１０

－６ Ｐａ·ｓ，
Ｓｕｔｈｅｒｌａｎｄ常数取Ｓ＝１４４Ｋ。

３．１　无限长平板间Ｃｏｕｅｔｔｅ流动

Ｒ１３／Ｒ２６矩方法的介观尺度边界条件首先在
无限长平板间Ｃｏｕｅｔｔｅ流动中进行验证。上下平板
分别位于ｙ＝Ｌ０／２与ｙ＝－Ｌ０／２，参考长度与参考

温度分别为Ｌ０＝１０
－５ｍ、Ｔ０＝２７３Ｋ，上下平板移动

速度分别为ｕｕｐｐｅｒ＝１ｍ／ｓ、ｕｌｏｗｅｒ＝－１ｍ／ｓ。在物理
空间上沿ｙ方向分布１０１个非均匀网格点，并在靠
近壁面处进行加密。介观Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ模型方程基于
离散速度法求解，无限长速度空间被截断为

［－６ ２ＲＴ槡 ０，６ ２ＲＴ槡 ０］
３，并基于ＮｅｗｔｏｎＣｏｔｅｓ积

分方法将其离散为６４×６４×２４个非均匀网格点。
当Ｋｎ取００１、０２、０５、１０时，分别采用宏

观ＮＳＦ、Ｒ１３／Ｒ２６矩方法、改进 Ｒ１３／Ｒ２６矩方法
与介观尺度 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方法进行迭代求解。考虑
Ｃｏｕｅｔｔｅ流动的对称性，仅给出 ｙ∈［０，Ｌ０／２］区域
内速度分布曲线，对比计算结果如图２所示。

（ａ）Ｋｎ＝０．０１

从图２（ａ）可以看出：在滑移流区域（Ｋｎ＝

·１０１·
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（ｂ）Ｋｎ＝０．２

（ｃ）Ｋｎ＝０．５

（ｄ）Ｋｎ＝１．０

图２　无限长平板间Ｃｏｕｅｔｔｅ流动中速度ｕｘ沿ｙ轴分布

Ｆｉｇ．２　ｕｘｖｅｌｏｃｉｔｙａｌｏｎｇｔｈｅｙａｘｉｓｉｎｔｈｅＣｏｕｅｔｔｅｆｌｏｗ

ｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏｉｎｆｉｎｉｔｅｐｌａｔｅｓ

００１），所有宏观方程与介观 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ模型方程
均能得到一致计算结果。随着 Ｋｎ增大到过渡流
时，如图２（ｂ）、（ｃ）所示，宏观方程在壁面处计算
精度均大幅降低，在宏观方法计算精度对比中：

Ｒ２６矩方法＞Ｒ１３矩方法 ＞ＮＳＦ方法。所提出的

改进Ｒ１３与改进 Ｒ２６矩方法相较原矩方法最大
分别提高了２０６６％与１２５１％的计算精度。当
Ｋｎ＝１０时，Ｒ２６矩方法无法获得稳态解，所提出
的改进 Ｒ１３矩方法相较于原矩方法最大提高了
２９２３％的计算精度，并且将 Ｒ２６矩方法 Ｋｎ的适
用范围拓展到１０，如图２（ｄ）所示。

３．２　非平衡热驱流动

Ｒ１３／Ｒ２６矩方法介观尺度边界条件在非平
衡热驱流动中进行进一步验证。方腔上下壁面分

别位于 ｙ＝Ｌ０／２与 ｙ＝－Ｌ０／２处，左右壁面位于
ｘ＝－２５Ｌ０与 ｘ＝２５Ｌ０处。左右壁面温度设置
为Ｔｗ＝２３３Ｋ、Ｔｅ＝３１３Ｋ，上下壁面温度按照线性
增长从２３３Ｋ增加到３１３Ｋ，如图３所示。

图３　非平衡热驱流动示意图
Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｅｒｍａｌｌｙｉｎｄｕｃｅｄｎｏｎｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｆｌｏｗｓ

在本算例中参考长度与参考温度分别为Ｌ０＝
１０－５ｍ、Ｔ０＝２７３Ｋ，初始压力 ｐ０通过 Ｋｎ反算得
到。物理空间网格划分为１０１×５１个非均匀网格

点，无限长速度空间被截断为 ［－６ ２ＲＴ槡 ０，

６ ２ＲＴ槡 ０］
３，并基于 ＮｅｗｔｏｎＣｏｔｅｓ积分方法将其

离散为６４×６４×２４个非均匀网格点。非平衡热
驱流动中ｘ轴中心线处速度ｕｘ分布、温度场与流
线分布如图４、图５所示。

图４　当Ｋｎ＝０．１时，非平衡热驱流动中ｘ轴
中心线处速度ｕｘ沿ｙ轴分布

Ｆｉｇ．４　ｕｘｖｅｌｏｃｉｔｙａｌｏｎｇｙａｘｉｓｏｆｔｈｅｘａｘｉｓｃｅｎｔｅｒｌｉｎｅｆｏｒ
ｔｈｅｒｍａｌｌｙｉｎｄｕｃｅｄｎｏｎｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｆｌｏｗｓａｔＫｎ＝０．１

·２０１·
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（ａ）Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方法
（ａ）Ｂｏｌｔｚｍａｎｎｍｅｔｈｏｄ

（ｂ）改进的Ｒ２６矩方法
（ｂ）ＩｍｐｒｏｖｅｄＲ２６ｍｏｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

（ｃ）改进的Ｒ１３矩方法
（ｃ）ＩｍｐｒｏｖｅｄＲ１３ｍｏｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

（ｄ）Ｒ２６矩方法
（ｄ）Ｒ２６ｍｏｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

（ｅ）Ｒ１３矩方法
（ｅ）Ｒ１３ｍｏｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

图５　当Ｋｎ＝０．１时，非平衡热驱流动中温度场与
流线分布

Ｆｉｇ．５　Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｆｉｅｌｄａｎｄｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｏｒ
ｔｈｅｒｍａｌｌｙｉｎｄｕｃｅｄｎｏｎｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｆｌｏｗｓａｔＫｎ＝０．１

由图４、图５可以看出：非平衡热驱流动中稀
薄效应对宏观方程计算精度影响极大，所有宏观

方程均无法捕获准确的边界处滑移速度。改进

Ｒ１３与改进 Ｒ２６矩方法相较原方法最大分别提
高了 ５９８４％与 ５０１８％的计算精度，尤其改进
Ｒ２６矩方法可以准确预测壁面滑移速度，捕获速
度分布独特的双峰现象，其计算结果可以基本恢

复介观尺度Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方程结果。

４　结论

本文针对宏观尺度 Ｒ１３／Ｒ２６矩方法提出了
介观尺度边界条件。仿真结果表明：所提出的

边界条件能够有效提高矩方法的计算精度，尤

其当０５＜Ｋｎ＜１０时，原矩方法边界条件计算
精度大幅度降低，此时 Ｒ２６矩方法极难收敛。
基于介观尺度边界条件的 Ｒ１３／Ｒ２６矩方法最大
提高了５９８４％的计算精度，并且拓展了Ｒ２６矩
方法对 Ｋｎ的适用范围，改进的 Ｒ２６矩方法能够
准确地捕获非平衡热驱流动中速度独特的双峰

分布现象。
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