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摘　要：针对复杂约束下航天器大角度姿态机动问题，提出一种基于三维特殊正交群的姿态高效机动路
径规划和时域调节方法。针对航天器大角度机动过程中的姿态约束问题，设计了基于梯度的避障策略，得到

了虚拟时域中的姿态路径和期望角速度。为了满足执行机构最大输出力矩约束，提出了迭代非线性时域调

节方法，通过时间缩放得到了满足控制力矩约束的高效机动角速度／控制力矩。仿真结果表明，该方法在满
足航天器姿态机动过程中姿态约束和控制力矩约束的同时，相较现有同类方法，显著缩短了机动时间，为受约
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束的航天器高效机动规划与控制提供了新的思路。
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　　航天器在轨运行期间经常需要执行大角度姿
态机动来完成观测、通信等科学任务以延长其工

作弧段，提高航天器效能。然而，航天器在姿态机

动的过程中，某些光学敏感器性能易受杂光影响

或损伤；同时为保证工作区间内的正常通信，天线

指向也被要求在一定范围内，这类约束常被称为

航天器姿态机动过程中的姿态约束。此外，航天

器还受到其最大工作力矩、有效载荷姿态稳定性

要求的角速度限制等约束，这些约束统称为动力

学约束。同时考虑姿态约束和动力学约束情况下

的航天器高效机动路径规划和控制问题研究具有

重要的理论和工程应用价值，受到了极大的

关注［１］。

针对复杂约束下航天器姿态机动规划问题，
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解决方案大致上可以分为以下四类：几何法、路径

规划法、轨迹优化法和人工势场法。

几何法［２－３］期望通过几何计算得到航天器机

动路径。该方法几何意义明确，简单直观，但其随

着姿态约束的增加，计算量急剧增大，且不利于扩

展到考虑动力学约束的情形。路径规划法通过将

姿态参数空间离散化，采用基于网格的或者基于

采样的算法搜索从初始姿态到目标姿态的可行路

径。基于网格的路径规划算法是分辨率完备的，

但在设定分辨率时需在计算量和解的质量之间进

行权衡［４－５］；基于采样的路径规划算法可以处理

由姿态约束和动力学约束形成的复杂约束，但这

种算法只能保证概率完备，并且不是一种确定性

方法［６－８］。轨迹优化法将原问题视为最优控制问

题，通过离散化方法转化为参数优化问题，使用数

值优化算法进行求解。为了克服计算量较大的问

题，近些年轨迹优化中的凸优化方法发展迅

速［９］，凸优化方法将非凸姿态约束凸化处理为凸

约束，采用数值优化方法求解凸优化问题［１０－１２］。

人工势场法则是通过建立姿态约束依赖的势函

数，并将其代入控制器设计，从而达到障碍规避的

效果［１３－１４］。本质上讲，前三类方法属于路径规划

的范畴，而最后一类方法属于控制器设计的范畴。

上述文献使用不同方法部分解决了姿态规划

问题，但其所用姿态参数几何直观性差，且不同时

具有全局性和唯一性。三维特殊正交群（３
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｐｅｃｉａｌｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｇｒｏｕｐ，ＳＯ（３））上的
姿态旋转矩阵可以全局地、唯一地表征姿态，相比

其他姿态参数具有明显的优势［１５－１６］。目前直接

在 ＳＯ（３）上进行姿态规划的研究很少。Ｂｉｇｇｓ
等［１７］基于ＳＯ（３）提出一种两步走的半分析方法。
该方法预定义姿态轨迹的解析形式，并用试错法

针对禁止区域迭代更新参数。Ｃｅｌａｎｉ等［１８］基于

ＳＯ（３）使用基于梯度的优化方法和线性时域调节
（ｌｉｎｅａｒｔｉｍｅｓｃａｌｉｎｇ，ＬＴＳ），实现了指向约束和控
制力矩约束下的“ｒｅｓｔｔｏｒｅｓｔ”姿态运动规划，但是
其得到的姿态机动时间较长。在此基础上，

Ｃｅｌａｎｉ等［１９］进一步使用目标函数为显式最小化

机动时间的无梯度优化算法求解姿态机动问题。

但该方法计算量较大，且未充分利用执行机构能

力，实际机动时间可进一步优化。

鉴于以上观察，为实现复杂约束下的航天器

高效机动，同时避免现存文献中计算量大、机动时

间长等问题，本文将复杂约束下的高效姿态机动

规划问题转化为姿态约束下的路径规划和控制力

矩约束下的时域调节问题。本文提出了梯度优化

路径规划和迭代非线性时域调节 （ｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｔｉｍｅｓｃａｌｉｎｇ，ＩＮＴＳ）相结合的高效姿态
机动运动规划方法，在满足指向约束、控制力矩约

束和边界条件约束的情况下，充分利用执行机构

能力，相比现有同类方法大幅缩短了机动时间。

１　复杂约束下姿态机动问题描述

１．１　ＳＯ（３）上姿态运动学与动力学建模

定义惯性参考系为 ＦＩ，原点位于航天器质心
的体坐标系为ＦＢ。旋转矩阵Ｒ∈ＳＯ（３）定义了一
种变换［２０］，它将向量ｚ在本体系中的投影ｚＢ转换
为其在惯性系中的投影ｚＩ，即ｚＩ＝ＲｚＢ。使用Ｒ表
示航天器姿态，其姿态运动学方程［２０］可表示为：

Ｒ·（ｔ）＝Ｒ（ｔ）Ω（ｔ） （１）

式中，Ω（ｔ）＝∑
３

ｉ＝１
ωｉ（ｔ）Ａｉ，ω１、ω２、ω３是航天器

角速度 ω∈ＲＲ３在本体系下的分量，矩阵 Ａ１、Ａ２、
Ａ３是对应于李群 ＳＯ（３）的李代数 ｓｏ（３）的基：

Ａ１＝
００ ０
００ －１
０１









０
，Ａ２＝

０ ０１
０ ００
－１０









０
，Ａ３＝

０－１０
１ ０ ０
０ ０









０
。

角速度ω∈ＲＲ３和控制力矩Ｔ∈ＲＲ３的关系由姿
态动力学方程给出，见式（２）。

Ｊω＋ω×Ｊω＝Ｔ （２）
式中，Ｊ为航天器在本体系内的转动惯量。

１．２　约束描述

用单位矢量ｒ表示航天器敏感仪器在本体系
下的指向。假设对于敏感仪器ｒ有ｐ个受限的指
向，用惯性系下的单位矢量 ｗｉ（ｉ＝１，２，…，ｐ）表
示。航天器的指向约束可描述为：

ｒＴＲ（ｔ）Ｔｗｉ≤ｃｏｓθｉ　ｉ＝１，２，…，ｐ （３）
即航天器敏感元件的光轴方向与第ｉ个受限指向
之间的夹角大于规定值θｉ。

通常情况下，执行机构提供的控制力矩大小

有限，对应的控制力矩约束为：

Ｔｊ（ｔ）≤Ｔｍａｘ　ｊ＝１，２，３ （４）
为了满足某些任务的需要，姿态机动中初始

角速度和目标角速度必须满足等于零的边界条件

约束，产生ｒｅｓｔｔｏｒｅｓｔ机动。
综上所述，研究的问题归纳为在已知初始条

件Ｒ（０）＝Ｒ０、ω（０）＝０３×１和终端条件 Ｒ（ｔｆ）＝
Ｒｆ、ω（ｔｆ）＝０３×１约束的情况下，求出有限时间段
ｔ＝［０，ｔｆ］内的角速度 ω（ｔ）和力矩输入量 Ｔ（ｔ），
使姿态机动同时满足指向约束，执行机构控制力

矩约束，并且尽可能缩短姿态机动时间。

·４６·
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２　基于梯度优化的路径规划

路径规划阶段仅考虑航天器姿态运动学，将

角速度视为控制量，同时只考虑初始条件、终端条

件和指向约束。

在虚拟时域τ∈［０，１］（对应实际时域时间τ∈
［０，ｔｆ］），角速度表示为ｍ个基函数ｖｋ（τ）的叠加。

ωｊ（τ）＝∑
ｍ

ｋ＝１
αｊｋｖｋ（τ）　ｊ＝１，２，３ （５）

式中，αｊｋ为各基函数的权重系数。
针对式（５），有如下命题成立。
命题１　基函数必须满足ｖｋ（０）＝ｖｋ（１）＝０，

使得角速度满足边界条件约束 ω（０）＝ω（１）＝
０３×１。　

证明：由式（５）可证明该命题。
命题２　在满足ｖｋ（０）＝ｖｋ（１）＝０的基础上，

如果基函数还满足（ｄｖｋ／ｄτ）（０）＝（ｄｖｋ／ｄτ）（１）＝
０，则控制力矩满足Ｔ（０）＝Ｔ（１）＝０３×１。　

证明：由式（５）和式（２）可证明该命题。
考虑到 ｒｅｓｔｔｏｒｅｓｔ机动和实际应用的要求，

基函数被选为扁长椭球波函数［２１］。这些函数较

为光滑，并且可以通过参数设置使其在边界处自

然趋向于零，符合 ｒｅｓｔｔｏｒｅｓｔ机动要求。同时，也
可以通过参数设置使基函数的导数在端点处自然

趋向于零，便于实现平滑控制。

于是，路径规划问题被建模为优化变量为权

重系数αｊｋ的优化问题。其中，需要最小化的目标
函数为：

Ｊ＝１２∑
３

ｊ＝１
∑
ｍ

ｋ＝１
α２ｊｋ

最小化该函数有助于规划得到合理的角速度

曲线和姿态机动路径，从而减少航天器的实际机

动时间［２２］。

已知姿态机动的初始条件为：

Ｒ（０）＝Ｒ０ （６）
为了保证航天器机动到期望的最终姿态，终

端条件描述为如式（７）所示等式约束。
ｔｒ［ＲＴｆＲ（１）］＝３ （７）

综上，受约束的航天器姿态路径规划问题建

模为如下优化问题：

ｍｉｎ
αｊｋ
Ｊ＝１２∑

３

ｊ＝１
∑
ｍ

ｋ＝１
α２ｊｋ

ｓ．ｔ．ｒＴＲ（ｔ）Ｔｗｉ≤ｃｏｓθｉ　ｉ＝１，２，…，ｐ

　　Ｒ（０）＝Ｒ０
　　 ｔｒ［ＲＴｆＲ（１）］＝３

（８）

为了数值求解上述优化问题，需要将该优化

问题进行离散化处理。

为满足机动过程中不等式约束式（３）表示的
姿态约束，将虚拟时域 τ∈［０，１］等分成 ｎ段，定
义Δτ＝１／ｎ，τｌ＝（ｌ－１）Δτ（ｌ＝１，２，…，ｎ＋１），使
离散时间点τｌ处的姿态Ｒ（τｌ）满足如下约束：

ｒＴＲ（τｌ）
Ｔｗｉ≤ｃｏｓθｉ

ｌ＝１，２，…，ｎ＋１；ｉ＝１，２，…，ｐ
（９）

离散时间点 τｌ处姿态 Ｒ（τｌ）可由姿态运动

学方程的ＬｉｅＴｒｏｔｔｅｒ乘积公式［２３］近似得到。

Ｒ（τｌ）≈Ｒ０Ｐ（τ１）Ｐ（τ２）…Ｐ（τｌ－１）

＝Ｒ０∏
ｌ－１

ｑ＝１
Ｐ（τｑ( )）　ｌ＝２，３，…，ｎ＋１

（１０）

式中，Ｐ（τｌ）表示无穷小旋转：

Ｐ（τｌ）＝ｅｘｐ∑
３

ｉ＝１
ωｉ（τｌ）ＡｉΔ[ ]τ＝ｅｘｐ［Ω（τｌ）Δτ］

使用零阶保持近似 ω（τ）时，该近似解表示
姿态运动学的连续精确解。式（１０）也被用来计
算等式约束式（７）中的Ｒ（１）。

为了使用基于梯度的优化算法，需要得到约

束相对于权重系数αｊｋ的梯度解析表达式。
定义：

Ｐｉ：ｊ＝
∏
ｊ

ｌ＝ｉ
Ｐ（τｌ） ｉ≤ｊ

Ｉ３×３
{

ｉ＞ｊ

对各个离散时间点τｌ处的姿态求导，得：

Ｒ（τｌ）
αｊｋ

≈Ｒ０
［Ｐ（τ１）Ｐ（τ２）…Ｐ（τｌ－１）］

αｊｋ

＝Ｒ０∑
ｌ－１

ｑ＝１
Ｐ１：ｑ－１

Ｐ（τｑ）
αｊｋ

Ｐｑ＋１：( )ｎ
ｊ＝１，２，３；ｋ＝１，２，…，ｍ；ｌ＝２，３，…，ｎ＋１

（１１）
进一步推导得到：

Ｐ（τｑ）
αｊｋ

＝
Ｐ（τｑ）
ωｊ（τｑ）

ωｊ（τｑ）
αｊｋ

＝ｖｋ（τｑ）
Ｐ（τｑ）
ωｊ（τｑ）

ｑ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，３；ｋ＝１，２，…，ｍ （１２）
在进一步推导Ｐ（τｑ）／ωｊ（τｑ）的表达式之

前，先证明引理１。
引理１　设 Ａ和 Ｂ为 ｌ×ｌ斜埃尔米特矩阵

（即ＡＨ＝－Ａ，ＢＨ ＝－Ｂ），λｉ，ｕｉ∈ＲＲ
ｌ分别表示 Ａ

的特征值和对应的单位特征向量。设 ｘ∈ＲＲ，则
对于任何ｍ，ｎ∈１，２，…，ｌ，下式成立。

·５６·
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ｕＨｍ

ｘ
ｅＡ＋ｘ( )Ｂ

ｘ＝０
ｕｎ＝

ｕＨｍＢｕｎｅλｍ λｍ＝λｎ

ｕＨｍＢｕｎ
ｅλｎ－ｅλｍ
λｎ－λｍ

λｍ≠λ{ ｎ

证明：

　ｕＨｍ ｘ
ｅＡ＋ｘ( )Ｂ

ｘ＝０
ｕｎ

＝ｕＨｍ ｘ∑
∞

ｇ＝０

１
ｇ！（Ａ＋ｘＢ）[ ]ｇ

ｘ＝０
ｕｎ

＝ｕＨｍ ∑
∞

ｇ＝１

１
ｇ！∑

ｇ

ｑ＝１
Ａｑ－１ＢＡ( )ｇ－ｑｕｎ

＝∑
∞

ｇ＝１

１
ｇ！∑

ｇ

ｑ＝１
λｑ－１ｍ ｕ

Ｈ
ｍＢｕｎλ

ｇ－ｑ
ｎ

＝ｕＨｍＢｕｎ∑
∞

ｇ＝１

１
ｇ！∑

ｇ

ｑ＝１
λｑ－１ｍ λ

ｇ－ｑ
ｎ

当λｍ＝λｎ时，易得

ｕＨｍ

ｘ
ｅＡ＋ｘ( )Ｂ

ｘ＝０
ｕｎ＝ｕ

Ｈ
ｍＢｕｎｅλｍ

当λｍ≠λｎ时，

ｕＨｍ

ｘ
ｅＡ＋ｘ( )Ｂ

ｘ＝０

ｕｎ＝ｕ
Ｈ
ｍＢｕｎ∑

∞

ｇ＝０

１
ｇ！λ

ｇ－１
ｎ ∑

ｇ

ｑ＝１

λｍ
λ( )
ｎ

ｑ－１

＝ｕＨｍＢｕｎ∑
∞

ｇ＝０

１
ｇ！λ

ｇ－１
ｎ

１－（λｍ／λｎ）
ｇ

１－（λｍ／λｎ）

＝ｕＨｍＢｕｎ∑
∞

ｇ＝０

１
ｇ！
λｇｎ－λ

ｇ
ｍ

λｎ－λｍ

＝ｕＨｍＢｕｎ
ｅλｎ－ｅλｍ
λｎ－λｍ

综上所述，引理１得证。
Ｐ（τｑ）相对于ωｊ（τｑ）偏导数由命题３描述。
命题３　Ω（τｑ）是三维反对称矩阵，它的特

征值为零和一对共轭纯虚数。设 λｉ，ｕｉ∈ＲＲ
３×１

（ｉ＝１，２，３）为Ω（τｑ）的特征值和对应的单位特征
向量。定义复矩阵Ｕ［ｕ１ ｕ２ ｕ３］，易知Ｕ

ＨＵ＝
ＵＵＨ＝Ｉ３×３。于是

Ｐ（τｑ）
ωｊ（τｑ）

＝ＵＥＵＨ （１３）

式中，Ｅ是一个３×３复矩阵，Ｅｍｎ是 Ｅ矩阵中的
元素。

Ｅｍｎ
ΔτｕＨｍＡｊｕｍｅΔτλｍ λｍ＝λｎ

ｕＨｍＡｊｕｎ
ｅΔτλｎ－ｅΔτλｍ
λｎ－λｍ

λｍ≠λ{ ｎ

证明：

式（１３）等价于

Ｅ＝ＵＨ
Ｐ（τｑ）
ωｊ（τｑ）

Ｕ

进一步等价于

Ｅｍｎ＝ｕ
Ｈ
ｍ
Ｐ（τｑ）
ωｊ（τｑ）

ｕｎ　ｍ，ｎ＝１，２，３

注意到

Ｐ（τｑ）
ωｊ（τｑ）

＝ 
ωｊ（τｑ）

ｅｘｐ∑
３

ｉ＝１
ωｉ（τｑ）ＡｉΔ[ ]τ

＝ 
ｘ
ｅｘｐ（ωｊ（τｑ）＋ｘ）ＡｊΔτ＋∑

３

ｉ＝１
ｉ≠ｊ

ωｉ（τｑ）ＡｉΔ[ ]{ }τ
ｘ＝０

＝ 
ｘ
ｅｘｐ［Ω（τｑ）Δτ＋ｘＡｊΔτ{ }］

ｘ＝０

于是

Ｅｍｎ＝ｕ
Ｈ
ｍ
Ｐ（τｑ）
ωｊ（τｑ）

ｕｎ

＝ｕＨｍ

ｘ
ｅｘｐ［Ω（τｑ）Δτ＋ｘＡｊΔτ{ }］

ｘ＝０
ｕｎ

进一步使用引理１的结论，该命题得证。
至此，利用式（１０）～（１２）和命题３可以得到

约束式（７）和式（９）关于 αｊｋ的梯度的解析表
达式。

３　基于迭代非线性时域调节的运动规划

在通过路径规划得到角速度后，可以直接通

过逆动力学求解力矩输入量。但一般情况下虚拟

时域控制力矩较大且分布不合理（过于集中）。

通过迭代非线性时域调节，可对虚拟时域内的控

制力矩曲线进行调整，减小其峰值（最大绝对

值），而后将其映射到实际时域，以兼顾姿态约束

和动力学约束，缩短航天器姿态机动时间。

下面推导时域调节前后角速度之间的关系和

时域调节前后控制力矩之间的关系，然后给出运

动规划的具体步骤。

３．１　角速度关系

设时域间的映射关系为 τ＝Ｆ（ｔ），相应的姿
态关系为 Ｒ（ｔ）＝Ｒ（τ），即时域调节不改变
姿态。

已知姿态运动学方程：

Ｒ·（τ）＝Ｒ（τ）Ω（τ） （１４）

Ｒ·（ｔ）＝Ｒ（ｔ）Ω（ｔ） （１５）
其中，（·）指时域 τ中的物理量，否则为时域 ｔ
中的物理量，下同。

下面推导Ω（τ）和 Ω（ｔ）的关系，进一步得
到ω（τ）和ω（ｔ）关系。首先根据姿态运动学关
系得到：

　Ｒ·（ｔ）＝ｄＲ（ｔ）ｄｔ ＝ｄＲ
（τ）
ｄｔ ＝Ｆ·（ｔ）Ｒ·（τ） （１６）

结合式（１４）～（１６），整理得到：

Ω（ｔ）＝Ｆ
·
（ｔ）Ω（τ） （１７）

利用式（１７），结合以下两式：

·６６·
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Ω（τ）＝∑
３

ｉ＝１
ωｉ（τ）Ａｉ

Ω（ｔ）＝∑
３

ｉ＝１
ωｉ（ｔ）Ａｉ

不难得到：

ω（ｔ）＝Ｆ
·
（ｔ）ω（τ） （１８）

从式（１８）中看出时域调节前后角速度间的
关系为简单的比例关系。

３．２　控制力矩关系

根据姿态动力学方程，分别建立两个时域内

的姿态动力学方程：

Ｔ（τ）＝Ｊｄω


ｄτ
（τ）＋ω（τ）×Ｊω（τ）

（１９）

Ｔ（ｔ）＝Ｊｄωｄｔ（ｔ）＋ω（ｔ）×Ｊω（ｔ） （２０）

将式（１８）代入式（２０），得到：

Ｔ（ｔ）＝Ｊ［Ｆ̈（ｔ）ω（τ）＋Ｆ
·２（ｔ）ω（τ）］＋

Ｆ·２（ｔ）ω（τ）×Ｊω（τ） （２１）
式（２１）与式（１９）对比得：

Ｔ（ｔ）＝Ｆ·２（ｔ）Ｔ（τ）＋Ｆ̈（ｔ）Ｊω（τ）（２２）
从式（２２）中看出时域调节前后两个时域内

控制力矩间的并不是简单的比例关系。

对于式（２２），有以下命题成立。
命题４　当τ处于虚拟时域，即τ∈［０，１］时

ｍａｘ
τ∈［０，１］

　ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｊｄω


ｄτ
（τ）

ｉ
＞ｍａｘ
τ∈［０，１］

　ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｊω（τ）ｉ

式中，绝对值符号表示按向量的每个元素分别取

绝对值，下标ｉ指向量中第ｉ个分量，下同。
证明：设ａｒｇｍａｘ

τ∈［０，１］
　ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｊω（τ）ｉ＝τｍａｘ，

则τｍａｘ∈［０，１］。
已知初始条件ω（０）＝０３×１，根据拉格朗日

中值定理，存在ξ∈（０，τｍａｘ），使得：

ｄω
ｄｔ（ξ）＝

ω（τｍａｘ）－ω（０）
τｍａｘ－０

＝
ω（τｍａｘ）
τｍａｘ

于是

ｄω
ｄｔ（ξ）ｉ

＞ ω（τｍａｘ）ｉ　ｉ∈｛１，２，３｝

进一步

ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｊｄω


ｄτ
（ξ）

ｉ
＞ｍａｘ
τ∈［０，１］

　ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｊω（τ）ｉ

于是

ｍａｘ
τ∈［０，１］

　ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｊｄω


ｄτ
（τ）

ｉ
≥ ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｊｄω


ｄτ
（ξ）

ｉ

＞ｍａｘ
τ∈［０，１］

　ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｊω（τ）ｉ

命题得证。

命题５

ω（τ）×Ｊω（τ）≤ λ２ｍａｘ（Ｊ）－λ
２
ｍｉｎ（Ｊ槡 ）ω（τ）２

式中，λｍａｘ（·）（λｍｉｎ（·））表示矩阵的最大（最
小）特征值。

证明：参见文献［２４］，命题得证。
一般情况下，λｍａｘ（·）与 λｍｉｎ（·）相差不会

很大，由命题 ５可知 ω（τ）×Ｊω（τ）的值较
小，进而可以推断 ω（τ）×Ｊω（τ）ｉ（ｉ∈｛１，２，
３｝）较小。 ｍａｘ

τ∈［０，１］
　ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｊ（ｄω／ｄτ）（τ）ｉ一般

比 ｍａｘ
τ∈［０，１］

　ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

ω（τ）×Ｊω（τ）ｉ大一个数量

级以上，于是有：

ｍａｘ
τ∈［０，１］

　 ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｔ（τ）ｉ≈ ｍａｘ
τ∈［０，１］

　 ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｊｄω


ｄτ
（τ）

ｉ

＞ ｍａｘ
τ∈［０，１］

　 ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｊω（τ）ｉ

实际上，ｍａｘ
τ∈［０，１］

　 ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｔ（τ）ｉ一般比

ｍａｘ
τ∈［０，１］

　ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｊω（τ）ｉ大一个数量级以上。于

是根据式（２２），假设时域调节前后均处于虚拟时域，
即τ∈［０，１］且ｔ∈［０，１］，则对ｍａｘ

ｔ∈［０，１］
　ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｔ（ｔ）ｉ

的大小起主导作用的是Ｆ·２（ｔ）Ｔ（τ）项。于是可

以通过设计Ｆ·（ｔ）使时域调节减小三轴控制力矩
峰值，即使时域调节前后：

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

　ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｔ（ｔ）ｉ＜ｍａｘ
τ∈［０，１］

　ｍａｘ
ｉ∈｛１，２，３｝

Ｔ（τ）ｉ

反复进行这个过程直至收敛。

３．３　迭代非线性时域调节

通常，直接在虚拟时域上由逆动力学得到的

控制力矩峰值较大，并不满足执行机构控制力矩

约束。因此需要通过时域调节调整控制力矩的

值，使得实际时域中控制力矩满足约束。

在进行时域调节时，文献［１８－１９］中采用线
性时间调节方法，具体的时域映射关系为：

τ＝Ｆ（ｔ）＝ｔ／ｔｆ　τ∈［０，１］
式中，τ为虚拟时域，ｔ为实际时域。

进一步得到：

Ｆ·（ｔ）＝１ｔｆ

Ｆ̈（ｔ）
{

＝０
将该映射关系分别代入式（１８）和式（２２），得

到如下关系：

ω（ｔ）＝１ｔｆ
ω（τ）＝１ｔｆ

ω ｔ
ｔ( )
ｆ

Ｔ（ｔ）＝１
ｔ２ｆ
Ｔ（τ）＝１

ｔ２ｆ
Ｔ ｔ

ｔ( ){
ｆ

（２３）

·７６·
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为了使控制力矩满足执行机构控制力矩约束

式（４），ｔｆ必须满足：

ｔｆ≥ ｍａｘ
τ∈［０，１］

　ｍａｘ
ｊ∈｛１，２，３｝

Ｔｊ（τ）
Ｔ槡 ｍａｘ

一般选定

ｔｆ＝ｍａｘ
τ∈［０，１］

　ｍａｘ
ｊ∈｛１，２，３｝

Ｔｊ（τ）
Ｔ槡 ｍａｘ

（２４）

然后由式（２３）得到实际时域 ｔ∈［０，ｔｆ］中的
物理量。

线性时间调节采用将时间等比例延长的方式

进行时域调节来减小控制力矩峰值。该方法使得

所有时间段内的控制力矩以相同百分比减小，并

未考虑控制力矩的实际分布特性。较大幅值的控

制力矩一般仅集中分布于某一时间段，等比例缩

放并没有对这种集中现象进行优化。所以线性时

间调节在使实际时域控制力矩满足动力学约束的

同时，实际机动时间变得很长，留下进一步优化的

空间。

为了解决线性时间调节方法的不足，提出

迭代非线性时域调节方法，先在虚拟时域内对

控制力矩和角速度曲线进行修整，减小控制力

矩曲线峰值，而后采用线性时间调节将它们映

射到实际时域，如图 １所示。整个运动规划分
为两个阶段。

图１　运动规划示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｔｈｅｍｏｔｉｏｎｐｌａｎｎｉｎｇ

阶段一：采用迭代非线性时域调节，在虚拟

时域 τｉ∈［０，１］（ｉ＝１，…，ｎｓ）内迭代进行时域
调节调整控制力矩形状，减少三轴控制力矩的

峰值。

阶段二：采用线性时间调节，得到实际时域

ｔ∈［０，ｔｆ］的角速度和控制力矩。
阶段一中迭代非线性时域调节的时域间映射

关系设计为：

τｉ＝Ｆ（τｉ＋１）

＝τｉ＋１＋
１
４π２
ｓｉｎ（２πτｉ＋１＋ａ）－

１
４π２
ｓｉｎ（ａ）（２５）

式（２５）为第 ｉ次迭代时，时域调节后 τｉ＋１与
时域调节前 τｉ之间的关系，其中 ａ为常数，可达
到调节控制力矩形状的目的。

式（２５）中映射具有如下性质：
１）τｉ＝０时，τｉ＋１＝０。
２）τｉ＝１时，τｉ＋１＝０。

３）Ｆ·（τｉ＋１）＝１＋
１
２π
ｃｏｓ（２πτｉ＋１＋ａ）；

Ｆ·（τｉ＋１）＞０　τｉ＋１∈［０，１］。

４）Ｆ̈（τｉ＋１）＝－ｓｉｎ（２πτｉ＋１＋ａ）；

Ｆ̈（τｉ＋１）≤１　τｉ＋１∈［０，１］。
其中，性质１、性质２保证了虚拟时域映射前后

在端点处满足时间长度不变的边界条件；性质３保
证了该映射对虚拟时域内控制力矩曲线的塑形能

力，当
π
２＋２ｋπ＜２πτｉ＋１＋ａ＜

３π
２＋２ｋπ（ｋ∈ＺＺ时），

Ｆ·（τｉ＋１）＜１，由３２节可知，该时域调节将减小三
轴控制力矩的峰值；性质４保证在一般迭代时域调

节中，控制力矩关系式（２２）中Ｆ·２（τｉ＋１）Ｔ（τｉ）为

主导项， ｍａｘ
τｉ，τｉ＋１∈［０，１］；ｊ∈｛１，２，３｝

Ｆ̈（τｉ＋１）· Ｊω（τｉ）ｊ

的值通常比 ｍａｘ
τｉ，τｉ＋１∈［０，１］；ｊ∈｛１，２，３｝

Ｆ·２（τｉ＋１）Ｔ（τｉ）ｊ

小一个数量级以上。

在第ｉ次迭代时，设
τｉｍａｘ＝ａｒｇｍａｘ

τｉ∈［０，１］
　ｍａｘ
ｊ∈｛１，２，３｝

Ｔｊ（τｉ） （２６）

τ（ｉ＋１）ｍｉｎ＝ａｒｇ ｍｉｎ
τｉ＋１∈［０，１］

Ｆ· τｉ＋( )１ ＝
（２ｋ＋１）π－ａ

２π
　ｋ∈ＺＺ

（２７）
为了充分发挥式（２５）减小三轴控制力矩峰

值的能力，应当调整ａ的值使
τｉｍａｘ＝Ｆ（τ（ｉ＋１）ｍｉｎ） （２８）

这样将使得 ｍａｘ
τｉ，τｉ＋１∈［０，１］；ｊ∈｛１，２，３｝

Ｆ·２（τｉ＋１）·

Ｔ（τｉ）ｊ的值尽可能减少，进而使第 ｉ次迭代时
域 调 节 后： ｍａｘ

τｉ＋１∈［０，１］，ｊ∈｛１，２，３｝
Ｔ（τｉ＋１）ｊ ＜

ｍａｘ
τｉ∈［０，１］，ｊ∈｛１，２，３｝

Ｔ（τｉ）ｊ。

令式（２７）中 ｋ＝１，然后将式（２７）代入
式（２８），整理后得到：

π－ａ
２π

－１
４π２
ｓｉｎ（ａ）＝τｉｍａｘ （２９）

所以ａ的值通过式（２９）求解，式中 τｉｍａｘ可在
第ｉ次迭代的时域调节时确定。

·８６·
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为进一步说明式（２５）的功能，下面举例说

明。将ａ＝０时 τｉ＝Ｆ（τｉ＋１），τｉ＝Ｆ
·
（τｉ＋１），̈τｉ＝

Ｆ̈（τｉ＋１）的图像绘制如图２所示。

（ａ）ａ＝０时τｉ取值

（ａ）τｉｗｈｅｎａ＝０

（ｂ）ａ＝０时 Ｆ·（τｉ＋１）取值

（ｂ）Ｆ·（τｉ＋１）ｗｈｅｎａ＝０

（ｃ）ａ＝０时 Ｆ̈（τｉ＋１）取值

（ｃ）Ｆ̈（τｉ＋１）ｗｈｅｎａ＝０

图２　ａ＝０时τｉ，Ｆ
·
（τｉ＋１），Ｆ̈（τｉ＋１）取值

Ｆｉｇ．２　τｉ，Ｆ
·
（τｉ＋１），Ｆ̈（τｉ＋１）ｗｈｅｎａ＝０

ａ＝０时，由式（２５）得到 τｉ＋１＝０５对应 τｉ＝

０５，而 Ｆ·（τｉ＋１）在 τｉ＋１ ＝０５时取得最小值
０８４０８。根据式（１８），经过该时域调节后，
ω（０５）幅值减小。此外，经过该时域调节后，由
于式（２２）中主导项减小，Ｔ（０５）幅值减小。

经过ｎｓ次非线性时域调节后，最大角速度和
最大控制力矩幅值将不再发生明显变化，此时终

止迭代。然后通过线性时间调节方法，得到姿态

机动所需的真实角速度和控制力矩。

综上所述，运动规划阶段算法如算法１所示。
在该算法中，运动规划阶段一中算法使用非线性

时域调节方法使得角速度和控制力矩曲线更为平

滑，期望起到角速度和控制力矩在时间域上平均

的结果。从操作层面看，总可以选取时域调节后

控制力矩峰值不大于时域调节前的结果，如果调

节后控制力矩峰值大于调节前，则可以舍弃相应

的时域调节结果。从实际效果看，运动规划阶段

一中算法选取了连续ｎｆ次调节后，控制力矩峰值
未减小作为算法终止条件，也可认为是算法的实

际收敛条件。

算法１　运动规划算法

Ａｌｇ．１　Ｍｏｔｉｏｎｐｌａｎｎｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

输入：虚拟时域内角速度：ω（τ），τ∈［０，１］
虚拟时域内控制力矩：Ｔ（τ），τ∈［０，１］

输出：实际时域内角速度：ω（ｔ），ｔ∈［０，ｔｆ］

实际时域内控制力矩：Ｔ（ｔ），τ∈［０，ｔｆ］

１．／／阶段一
２．ω（τｉ）＝ω（τ），Ｔ（τｉ）＝Ｔ（τ）／／初始化赋值

３．ωＧＭＩＮ（·）＝ω（τ），ＴＧＭＩＮ（·）＝Ｔ（τ）／／初始化赋值

４．初始化ｎｍａｘ，ｎｆ／／最大迭代次数，收敛条件

５．ｆｏｒｉ＝１∶ｎｍａｘ
６．　　使用式（２６）得到τｉｍａｘ
７．　　使用式（２９）得到ａ
８．　　使用式（１８）、式（２２）、式（２５）得到ω（τｉ＋１），Ｔ（τｉ＋１）

９．　　ｉｆ ｍａｘ
·，ｊ∈｛１，２，３｝

ＴＧＭＩＮ（·）ｊ＞ ｍａｘ
τｉ＋１，ｊ∈｛１，２，３｝

Ｔｊ（τｉ＋１）

１０．　　　　ωＧＭＩＮ（·）＝ω（τｉ＋１），ＴＧＭＩＮ（·）＝Ｔ（τｉ＋１）

１１．　　ｅｎｄｉｆ
１２．　　ｉｆＴＧＭＩＮ（·）连续ｎｆ次没有变化

１３．　　　　　ｂｒｅａｋ
１４．　　ｅｎｄｉｆ
１５．ｅｎｄｆｏｒ
１６．／／阶段二
１７．由ＴＧＭＩＮ（·）结合式（２４）得到ｔｆ
１８．由 ωＧＭＩＮ（·），ＴＧＭＩＮ（·），ｔｆ结合式（２３）得到

ω（ｔ），Ｔ（ｔ）　
１９．ｒｅｔｕｒｎω（ｔ），Ｔ（ｔ）

４　数值仿真

本节将采用仿真实例验证本文所提方法的有

效性，并与文献［１８－１９］中的方法得到的结果进
行对比，体现本文方法的有效性。

４．１　算法有效性验证

如文献［１９］所述，侧摆机动是近地轨道航天
器执行对地观测的一种典型机动模式。初始姿态

设置 为 Ｒ０ ＝Ｉ３×３，目 标 姿 态 设 置 为 Ｒｆ ＝
ｅｘｐ（３／４πＡ１），侧摆角度为１３５°。航天器配备了
一个星敏感器，假定其在机动期间必须以规定的

偏移角度避开太阳和月亮的方向。本体系中星敏

感器的指向为：ｒ＝［０１０］Ｔ。两个禁止锥的参
数是：

１）太 阳 锥：惯 性 系 中 方 向 ｗ１ ＝

［－０１８０５６０．８１］Ｔ，最小偏角θ１＝４７°。

·９６·
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２）月 球 锥：惯 性 系 中 方 向 ｗ２ ＝
［０９５００３１］Ｔ，最小偏角θ２＝３６°。

航天器的转动惯量是 Ｊ＝ｄｉａｇ［３０００ ４５００
６０００］ｋｇ·ｍ２，沿每个本体轴的最大控制力矩设
置为Ｔｍａｘ＝０２５Ｎ·ｍ。

在计算路径规划中的优化问题时，ｖｋ（τｌ）选
择扁长球面波函数的离散形式，称为 Ｓｌｅｐｉａｎ序
列［２５］。这些序列通过长度Ｎ和半带宽参数 Ｗ定
义。本次仿真中 ｖｋ（τｌ）使用 Ｎ＝５００，Ｗ＝００１５
的前Ｍ＝４个Ｓｌｅｐｉａｎ序列，如图３所示。

图３　基函数ｖｋ（τｌ）（ｋ＝１，２，３，４；ｌ＝１，２，…，５００）

Ｆｉｇ．３　Ｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓｖｋ（τｌ）（ｋ＝１，２，３，４；ｌ＝１，２，…，５００）

由图３可知，选取的基函数有如下性质：
１）ｖｋ（０）０，ｖｋ（１）０，（ｄｖｋ／ｄτ）（０）０，
（ｄｖｋ／ｄτ）（１）０（ｋ＝１，２，３，４）。

２）基函数较为光滑。
根据命题１，性质１保证得到的姿态机动为

ｒｅｓｔｔｏｒｅｓｔ形式；根据命题２，性质１使得边界处
控制力矩接近于零。性质２保证了由式（５）得到
的角速度也较为光滑，进而由逆动力学得到的控

制力矩也较为光滑，便于实际使用。

通过基于局部梯度的内点法求解优化问题

式（８）得到决策变量 αｊｋ的值如表１所示，进而使
用式（５）得到虚拟时域的角速度ω（τ），如图４所
示。根据逆动力学式（２０）得到虚拟时域的控制
力矩Ｔ（τ），如图５所示。

表１　αｊｋ的解
Ｔａｂ．１　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆαｊｋ

ｊ ｋ＝１ ｋ＝２ ｋ＝３ ｋ＝４

１ ５７．１２８ １．４６８ ３５．６０５ －２．２９１

２ ２３．４４７ ０．７０９ １７．２０９ ０．２５８

３ ３．９７３ －２７．０７５ －８．２０１ －１９．１７６

　　由图４和图５可知，虚拟时域的角速度值和
控制力矩值均较大，不满足航天器所受到的动力

学约束，所需控制力矩超过航天器执行机构所能

提供的最大力矩。

为实现在有限最大控制力矩情形下的姿态快

速机动，采用迭代非线性时域调节方法进行时域

调节，最后得到实际姿态角速度、控制力矩曲线，

分别如图６和图７所示。迭代过程中姿态机动时
间变化如图８所示。

图４　虚拟时域角速度曲线
Ｆｉｇ．４　Ａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｃｕｒｖｅｏｎｔｈｅｖｉｒｔｕａｌｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ

图５　虚拟时域控制力矩曲线
Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｔｒｏｌｔｏｒｑｕｅｃｕｒｖｅｏｎｔｈｅｖｉｒｔｕａｌｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ

图６　实际时域角速度曲线
Ｆｉｇ．６　Ａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｃｕｒｖｅｏｎｔｈｅｒｅａｌｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ

·０７·
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图７　实际时域控制力矩曲线
Ｆｉｇ．７　Ｃｏｎｔｒｏｌｔｏｒｑｕｅｃｕｒｖｅｏｎｔｈｅｒｅａｌｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ

图８　姿态机动时间随迭代次数变化
Ｆｉｇ．８　Ａｔｔｉｔｕｄｅｍａｎｅｕｖｅｒｔｉｍｅａｆｔｅｒｅａｃｈ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

由图６和图７可知，经过运动规划算法，航天
器姿态机动过程中的角速度和控制力矩分布更加

均匀合理，且满足航天器最大控制力矩限制。整

个机动过程中控制力矩连续可导。

边界处的值接近于零，相比其他方法（如时

间最优规划）得到的不连续控制力矩（包括在边

界处控制力矩不为零的情况），更适合实际

应用［２６］。

因为控制力矩的突变会激发航天器的柔性模

态和溢出效应（姿态机动终止后的振动），从而降

低规划的精度并可能损坏航天器上的精密器

件［２６－２８］。从图８中可以看到，姿态机动所需要的
机动时间随着迭代次数的增加逐渐减少，且收敛

到一个稳态值。

该场景也被文献［１８］和文献［１９］中的方法使
用。为了验证本文方法的有效性，将本文方法规划

得到的实际机动时间与现有同类方法［１８－１９］得到的

实际机动时间进行对比，如表２所示。从表２中看

出，本文方法规划得到的机动时间较现有方法明显

缩短。

表２　规划结果对比
Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｌａｎｎｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ

方法 实际机动时间ｔｆ／ｓ

文献［１８］ ２７３０

文献［１９］ ７５５

本文 ５９６

惯性系中敏感仪器指向在单位球上的路径如

图９所示。由图９可知，本文规划得到的航天器
姿态机动在避开了禁止锥的同时选择了明显较短

的路径。

图９　敏感仪器指向在单位球上的路径
Ｆｉｇ．９　Ｐａｔｈｏｆｓｅｎｓｉｔｉｖｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｎｔｈｅｕｎｉｔｓｐｈｅｒｅ

４．２　算法随机性测试

为了尽可能体现本文方法的有效性，本节将

在随机场景中对比本文方法与文献［１８］和文
献［１９］方法的结果。

本节中部分场景的设定来源于文献［１３］。
假设航天器携带一个光学敏感仪器，其视轴方向

与航天器本体系的 ｚ向固连，即 ｒ＝［００１］Ｔ。
航天器沿每个本体轴的最大控制力矩设置为

Ｔｍａｘ＝０１Ｎ·ｍ。航天器的转动惯量为 Ｊ＝
ｄｉａｇ［３５０１８０２９０］ｋｇ·ｍ２。　

在本场景中，航天器要进行姿态机动使其上

敏感仪器再定向，在此过程中要避开四个天体。

设置互不重叠的四个姿态禁止区域，详细信息如

表３所示，其中指向相应天体的单位向量在惯性
系下表示。

随机选取初始姿态和目标姿态并与上述环境

参数组成一个完整的随机场景。仿真中，本文方

法使用的基函数 ｖｋ（τｌ）为 Ｎ＝５００，Ｗ＝００１５的

·１７·
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表３　仿真参数
Ｔａｂ．３　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

限制区域 天体方向
限制角／
（°）

ＣＺ１ ［０．１８３　－０．９８３　－０．０３６］ ２０

ＣＺ２ ［０　０．７０７　０．７０７］ ２５

ＣＺ３ ［－０．８５３　０．４３６　－０．２８６］ ２５

ＣＺ４ ［０．１２２　－０．１４０　－０．９８３］ ２０

前Ｍ＝４个 Ｓｌｅｐｉａｎ序列，与４．１节仿真相同；文
献［１８］方法的参数设置与文献［１８］中应对较复杂
的案例１时所采用的参数相同；文献［１９］方法的参
数设置与文献［１９］中应对较复杂的案例２时所选
取的参数相同。选取１０个随机场景，使用本文方
法规划得到的惯性系下敏感仪器路径如图１０所示。

图１０中红色标记表示初始点，绿色标记表示
目标点。从图 １０中看出，所有路径均满足指向
约束。

图１０　随机场景中敏感指向路径
Ｆｉｇ．１０　Ｐａｔｈｏｆｓｅｎｓｉｔｉｖｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｉｎｒａｎｄｏｍｓｃｅｎｅ

表４列出了１０个随机场景中不同方法规划
得到的实际机动时间ｔｆ。

从表４中看出，在各种随机场景中，本文方法
表现均最好，大部分情况下文献［１８］方法表现最
差。以文献［１８］方法作为基线方法，得到各规划
方法的百分比如表５所示。１０个随机场景在文
献［１８］、文献［１９］和本文情况下的平均值分别为
１００％、９２６％和 ６６６％，标准差分别为 ０％、
２３９％和１８％。

以文献［１８］方法作为基线方法，文献［１９］方
法规划得到的实际机动时间的百分比平均值和标

准差较本文方法高，说明文献［１９］方法结果较
差、分布较为分散且稳定性差。注意到场景３中
文献［１９］方法规划所得结果比基线方法差，而本

文方法并没有出现过这种情况。

表４　实际机动时间对比
Ｔａｂ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｃｔｕａｌｍａｎｅｕｖｅｒｔｉｍｅ

单位：ｓ

场景编号 文献［１８］ 文献［１９］ 本文

１ ４２３．２３８ ３０７．０１１ ２８８．９５８

２ ２６７．９５６ ２２７．１７３ １７８．５０９

３ ２６５．１５１ ４２６．４００ １７６．２９５

４ ３７９．１４７ ２７８．８７７ ２３３．９３２

５ ２６３．５９８ ２４７．８２１ １７７．５７５

６ ２５５．１８３ ２２５．７２１ １７１．８９３

７ ３４１．９９２ ３００．３４１ ２２４．８２９

８ ３５５．８４３ ２８４．２１３ ２４２．３９２

９ ２４６．８４３ ２２１．１４５ １６５．９０６

１０ ３３８．５３７ ３２１．２００ ２２６．９２５

表５　规划表现对比
Ｔａｂ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｌａｎｎｉｎｇｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

％

场景编号 文献［１８］ 文献［１９］ 本文

１ １００ ７２．５ ６８．３

２ １００ ８４．８ ６６．６

３ １００ １６０．８ ６６．５

４ １００ ７３．６ ６１．７

５ １００ ９４．０ ６７．４

６ １００ ８８．５ ６７．４

７ １００ ８７．８ ６５．７

８ １００ ７９．９ ６８．１

９ １００ ８９．６ ６７．２

１０ １００ ９４．９ ６７．０

５　结论

本文研究了复杂约束下 ＳＯ（３）流形上航天
器高效机动路径规划和时域调节问题：将典型的

ｒｅｓｔｔｏｒｅｓｔ机动分为路径规划和运动规划两个步
骤，实现航天器姿态约束和动力学约束解耦。在

路径规划过程中，采用梯度优化法得到了航天器

姿态受限情形下的机动路径；在运动规划过程中，

利用所提出的迭代非线性时域调节将虚拟时域内

角速度和控制力矩整形，使航天器姿态机动角速

度和控制力矩分布更均匀合理，然后利用线性时

间调节法，使航天器满足最大输出力矩约束。仿

真结果表明，本文方法实现了航天器在姿态约束

和最大力矩受限等复杂约束下的高效机动，较现

有同类研究，大幅缩短了姿态机动所需时间。与

·２７·
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现有运动约束下时间最优规划算法相比，其优点

为：采用分层求解的思路，降低了问题的复杂度；

规划得到的控制力矩在初始与终止时刻为零且较

为平滑，适合于工程中使用；运动规划阶段算法输

入角速度和控制力矩，输出相同姿态路径下更短

时间的角速度和控制力矩，所以该算法可以在其

他规划算法结果的基础上做进一步优化，具有广

阔的应用前景。该方法为受约束的航天器高效机

动规划与控制提供了新的思路。未来的工作将探

索该方法在时间最优规划方面的应用。
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