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随机参数非共轭分布下的可靠性建模方法

鲁　相!，褚卫华，盖　文，陈　旦
（中国空气动力研究与发展中心 设备设计与测试技术研究所，四川 绵阳　６２１０００）

摘　要：为获取精确的产品寿命预测结果，在可靠性模型中引入服从非共轭分布的随机参数以描述产品
的个体差异。针对单调退化的长寿命产品，提出了采用非共轭分布随机参数Ｇａｍｍａ过程的可靠性模型；将传
统的随机参数共轭分布扩展到非共轭分布，得到不同参数分布下统一的寿命分布函数表达式，利用蒙特卡罗

算法计算寿命预测值；利用马尔可夫链蒙特卡罗算法估计模型参数，提出不同分布下似然函数值计算方法及

参数分布的选取准则，分析不同随机参数分布对产品可靠性的影响。仿真算例和应用实例表明，该方法能够
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选择合适的参数分布。同时，验证了该方法参数估计及寿命预测的精确性。
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　　随着产品可靠性水平的不断提高，目前在进
行寿命试验时，常常难以观测到产品的失效时间

数据。对于这类长寿命产品，工业界广泛使用退

化模型分析产品性能退化数据，在此基础上进行

可靠性建模，进而预测产品的使用寿命及贮存寿

命。由于退化模型对寿命预测的精确性至关重

要，国内外关于退化模型的研究一直是可靠性领

域的研究热点［１－６］。

基于随机过程的退化模型将产品的性能退化

视为与时间相关的随机过程，在各类产品的可靠

性建模中得到广泛应用，如激光器［７］、发光二极

管［８－９］、输油管道［１０］等。和 Ｗｉｅｎｅｒ随机过程相
比，Ｇａｍｍａ过程是单调的随机过程，常用于对单
调退化产品的性能退化进行建模。由于同类产品

的不同个体之间存在显著差异［１１－１５］，目前基于

Ｇａｍｍａ过程的退化模型中，通常将 Ｇａｍｍａ过程
的尺度参数视为随个体变化的随机参数，以描述

这种个体间的差异。Ｌａｗｌｅｓｓ等［１１］和 Ｙａｎｇ等［１２］

在假设尺度参数服从共轭Ｇａｍｍａ分布的基础上，
进行了可靠性建模并应用于某金属及伺服阀的寿
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命预测。Ｔｓａｉ等［１３］在尺度参数共轭分布的假设

基 础 上，利 用 期 望 最 大 化 （ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ
ｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＥＭ）算法估计模型参数并对退化试
验方案进行优化设计。Ｇｉｏｒｇｉｏ等［１４］与Ｒｏｄｒíｇｕｅｚ
Ｐｉｃóｎ等［１５］在建模过程中引入了更多的随机参

数，但依然假设随机参数服从Ｇａｍｍａ分布。
上述研究均使用尺度参数服从共轭 Ｇａｍｍａ

分布的假设，利用共轭分布的统计特性使得 ＥＭ
算法求解模型参数简易可行。除共轭 Ｇａｍｍａ分
布外，适合描述产品随机参数的分布还包括非共

轭分布（包括 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布、对数正态分布等）。
实际上，Ｇａｍｍａ分布的假设并不适用于所有产
品［１６－１７］，将非共轭分布误指定为共轭分布会使产

品寿命的预测不够精确。Ｗａｎｇ等［１６］及杨志远

等［１７］均选取非共轭分布作为随机参数分布，并采

用马尔可夫链蒙特卡罗（ＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎＭｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ，ＭＣＭＣ）算法估计未知参数，但相关研究用
于产品单一个体的剩余寿命预测，不能分析得出

非共轭分布下产品总体的寿命分布，应用于预测

产品总体寿命的场合受限。Ｎｔｚｏｕｆｒａｓ［１８］同样指出
实际工程应用中存在无法获取共轭分布或共轭分

布不符合实际的情况，引入非共轭分布并采用

ＭＣＭＣ算法获取参数估计值，但相关研究仅用于
寿命数据的贝叶斯建模分析中，没有考虑随机参

数非共轭分布下针对单调退化产品的可靠性建模

方法。

针对上述问题，为提高产品寿命预测精确性，

提出采用非共轭分布随机参数 Ｇａｍｍａ过程的可
靠性模型，采用Ｇａｍｍａ随机过程描述产品退化过
程，同时考虑非共轭分布与共轭分布两种情形，建

立两种情形下统一的产品寿命分布表达式，并利

用统一表达式得出共轭分布下产品寿命分布闭合

解析式，针对非共轭分布提出参数估计方法及似

然函数值计算方法，建立参数分布的选取准则，最

后通过仿真算例和应用实例验证所提方法的有

效性。

１　基于Ｇａｍｍａ过程的可靠性模型

１．１　无随机参数的可靠性模型

假设产品退化量 Ｙ（ｔ）服从 Ｇａｍｍａ过程，不
考虑个体差异引起的参数随机分布，Ｙ（ｔ）服从
Ｇａｍｍａ分布Ｇａ（α（ｔ），β），概率密度函数为

ｆ（ｙ）＝ βα（ｔ）

Γ（α（ｔ））
ｙα（ｔ）－１ｅ－ｙβ　ｙ＞０ （１）

其中：β＞０为尺度参数；α（ｔ）＞０为形状参数，常
见的函数式为α（ｔ）＝αｔρ，α代表不受时间影响的

形状参数大小，ρ＝１时为线性退化，否则为非线

性退化；Γ（α（ｔ）） ＝∫
∞

０
ｘα（ｔ）－１ｅ－ｘｄｘ为 Ｇａｍｍａ

函数。

退化增量 ΔＹ（ｔ）＝Ｙ（ｔ＋Δｔ）－Ｙ（ｔ）服从
Ｇａｍｍａ分布Ｇａ（α（ｔ＋Δｔ）－α（ｔ），β）。不考虑随
机参数分布，无交叉时间增量下的退化增量相互

独立，并且由式（１）可知ΔＹ（ｔ）＞０。
考虑产品性能退化量随时间逐渐增长的情

形，退化量阈值为 ω，当退化量 Ｙ（ｔ）首次达到退
化阈值ω时就认为产品已经失效，产品寿命 Ｔ定
义为

Ｔ＝ｉｎｆ｛ｔＹ（ｔ）≥ω｝ （２）
依据Ｇａｍｍａ过程的单调递增特性，不考虑随

机参数分布，由式（２）可得产品的寿命分布函
数为

Ｆ１（ｔ）＝Ｐ｛Ｔ≤ｔ｝＝Ｐ｛Ｙ（ｔ）≥ω｝

＝∫
∞

ω

βα（ｔ）

Γ（α（ｔ））
ｙα（ｔ）－１ｅ－ｙβｄｙ

＝１－Γ（α（ｔ），ωβ）
Γ（α（ｔ））

（３）

其中，Γ（α（ｔ），ωβ）＝∫
ωβ

０
ｘα（ｔ）－１ｅ－ｘｄｘ为下不完全

Ｇａｍｍａ函数。
产品的可靠度函数与寿命分布函数之和为

１，因此无随机参数下的可靠度函数为

Ｒ１（ｔ）＝Ｐ｛Ｔ＞ｔ｝＝１－Ｆ１（ｔ）＝
Γ（α（ｔ），ωβ）
Γ（α（ｔ））

（４）
引入随机参数分布后同样可以利用寿命分布

函数得出可靠度函数，后续不再给出可靠度表

达式。

退化试验在恒定应力水平下测试ｎ个试验样
本的性能退化量，测试 ｍ次，测试的时间节点为
ｔｋ（ｋ＝１，２，…，ｍ），测得性能退化增量数据为
Δｙｊｋ＝ｙｊｋ－ｙｊ（ｋ－１）（ｊ＝１，２，…，ｎ）。利用增量数据
的相互独立特性，可得不考虑随机参数分布下的

似然函数为

Ｌ１ ＝∏
ｎ

ｊ＝１
∏
ｍ

ｋ＝１
ｆ（Δｙｊｋ）

＝∏
ｎ

ｊ＝１
∏
ｍ

ｋ＝１

βΔα（ｔ）

Γ（Δα（ｔ））Δ
ｙΔα（ｔ）－１ｊｋ ｅ－Δｙｊｋ[ ]β （５）

其中，Δα（ｔ）＝α（ｔρｋ－ｔρｋ－１）。

１．２　非特定分布下的可靠性模型

考虑产品个体差异，认为尺度参数 β随个体
变化而变化，需要确定 β的分布类型。Ｇａｍｍａ过
程参数β的共轭分布为Ｇａｍｍａ分布，不指定β服

·１３２·
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从这一特定分步，认为β可能服从共轭Ｇａｍｍａ分
布或非共轭分布（如Ｗｅｉｂｕｌｌ分布）。此时Ｙ（ｔ）的
条件概率密度函数为

ｆ（ｙβ）＝ βα（ｔ）

Γ（α（ｔ））
ｙα（ｔ）－１ｅ－ｙβ　ｙ＞０ （６）

Ｙ（ｔ）的概率密度函数为

　ｆ（ｙ）＝∫
∞

０
ｆ（ｙβ）ｆ（βδ，γ）ｄβ　ｙ＞０ （７）

其中，ｆ（βδ，γ）代表参数β的概率密度函数，后续
简化表示为ｆ（β），δ为形状参数，γ为尺度参数。

不指定随机参数 β服从特定分布，非共轭分
布及共轭分布下统一的寿命分布函数为

Ｆ２（ｔ）＝Ｐ｛Ｔ≤ｔ｝＝∫
∞

ω
ｆ（ｙ）ｄｙ

＝∫
∞

ω
∫
∞

０
ｆ（ｙβ）ｆ（β）ｄβｄｙ

＝∫
∞

０
Ｆ１（ｔ）ｆ（β）ｄβ （８）

由式（８）可知，产品寿命分布函数Ｆ２（ｔ）实际
是随机参数β的函数 Ｆ１（ｔ）的数学期望。β服从
非共轭分布时，式（８）难以积分解析计算，可以采
用蒙特卡罗（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ，ＭＣ）算法计算非特定分
布下的寿命预测值。

步骤１：选定β的具体分布类型，利用退化数
据，计算模型未知参数向量θ＝（α，γ，δ，ρ）的估计

值θ
＾
。

步骤２：从ｆ（βδ，γ）分布中依次独立抽取 β
＾

的样本值β
＾
ｂ（ｂ＝１，２，…，Ｂ），抽取次数 Ｂ可设定

为Ｂ＝５０００。

步骤３：将（^α，β
＾
ｂ，^ρ）代入式（３）计算Ｆ

＾
１（ｔ）的

样本值Ｆ＾１ｂ（ｔ）。
步骤４：利用大样本平均值收敛于数学期望

的性质，统一的寿命分布函数估计值为

Ｆ＾２（ｔ）＝
１
Ｂ∑

Ｂ

ｂ＝１
Ｆ＾１ｂ（ｔ） （９）

考虑产品个体差异，给定参数 β的条件下增
量数据相互独立，因此似然函数为

Ｌ２ ＝∏
ｎ

ｊ＝１
ｆ（Δｙｊ１，…，Δｙｊｍ）

＝∏
ｎ

ｊ＝１
∫
∞

０ ∏
ｍ

ｋ＝１
ｆ（Δｙｊｋβ[ ]）ｆ（β）ｄβ （１０）

１．３　共轭分布下的可靠性模型

共轭分布下式（７）～（１０）可以积分求解得到
闭合解析式，因此共轭分布下的可靠性模型是非

特定分布下可靠性模型的特例。若考虑产品个体

差异并指定β服从共轭 Ｇａｍｍａ分布，β的概率密

度函数为

ｆ（β）＝ γ
δ

Γ（δ）β
δ－１ｅ－βγ　β＞０ （１１）

由式（７）可知Ｙ（ｔ）的概率密度函数为

ｆ（ｙ）＝ Γ（α（ｔ）＋δ）γδｙα（ｔ）－１

Γ（α（ｔ））Γ（δ）（ｙ＋γ）α（ｔ）＋δ
　ｙ＞０

（１２）
取Ｚ（ｔ）＝δＹ（ｔ）／（γα（ｔ）），Ｚ（ｔ）的概率密度

函数为

ｆ（ｚ）＝ Γ（α（ｔ）＋δ）α（ｔ）
α（ｔ）δδｚα（ｔ）－１

Γ（α（ｔ））Γ（δ）（ｚα（ｔ）＋δ）α（ｔ）＋δ
　ｚ＞０

（１３）
由式（１３）可知 Ｚ（ｔ）服从自由度为（２α（ｔ），

２δ）的Ｆ分布Ｆ２α（ｔ），２δ，进一步由式（３）可得
Ｆ３（ｔ）＝Ｐ｛Ｔ≤ｔ｝＝Ｐ｛Ｙ（ｔ）≥ω｝

＝ＰＺ（ｔ）≥ δω
γα（ｔ{ }） ＝１－Ｆ２α（ｔ），２δ δω

γα（ｔ( )）
（１４）

利用式（１０），得出共轭分布下似然函数为

Ｌ３ ＝∏
ｎ

ｊ＝１

Γ（Δα（ｔ）＋δ）γδ

Γ（δ）（Δｙｊ ＋γ）Δα
（ｔ）＋δ∏

ｍ

ｋ＝１

ΔｙΔα（ｔ）－１ｊｋ

Γ（Δα（ｔ[ ]
））

（１５）

其中：Δα（ｔ）＝∑
ｍ

ｋ＝１
Δα（ｔ）＝α（ｔρｍ －ｔρ０）；Δｙｊ ＝

∑
ｍ

ｋ＝１
Δｙｊｋ ＝ｙｊｍ －ｙｊ０，一般有ｔ０ ＝０，ｙｊ０ ＝０（ｊ＝１，

２，…，ｎ）。

２　参数估计方法及分布选取准则

２．１　参数估计方法

引入随机参数后，似然函数式（１０）中含有无
法直接观测到的未知参数 β，难以解析求解未知
参数估计值。如果将未知参数 β作为隐变量，共
轭分布下β的后验分布与先验分布类型一致，此
时β的后验期望计算简易可行。因此共轭分布下
的相关研究通常采用 ＥＭ算法［１３，１９－２０］进行参数

估计。当β的分布为非共轭分布时，难以解析确
定β的后验分布类型，此时 β的后验期望计算困
难，导致难以采用ＥＭ算法估计模型参数。

ＭＣＭＣ算法适用于共轭分布及非共轭分布两
种情形下的参数估计［２１－２３］，考虑β可能服从共轭
分布或非共轭分布的两种情形，引入 ＭＣＭＣ算法
获取未知参数的点估计及区间估计。β非共轭分
布下，参数向量θ及产品个体随机参数 βｊ的估计
步骤如下。

步骤１：选择某个非共轭分布（如 Ｗｅｉｂｕｌｌ分

·２３２·



　第１期 鲁相，等：随机参数非共轭分布下的可靠性建模方法

布）ｆ（βｊ）作为随机参数 βｊ分布，并将无信息分布
π（θ）作为 θ的先验分布，设定 θ及 βｊ的初始值
θ（０）、β（０）ｊ （ｊ＝１，２，…，ｎ）。

步骤２：建立退化增量数据Δｙ的条件似然函
数Ｌ（Δｙθ，β）＝Ｌ１，其中 β＝（β１，…，βｎ）代表所
有个体的随机参数，并且各随机参数 βｊ均服从同
一非共轭分布。

步骤３：利用非共轭分布乘积、先验分布与条
件似然函数可以计算完全条件后验分布ｆ（θｊθ＼ｊ，

β，Δｙ）∝ Ｌ（Δｙθ，β）π（θ）∏
ｎ

ｊ＝１
ｆ（βｊ），其中 θ＼ｊ ＝

（θ１，…，θｊ－１，θｊ＋１，…，θｄ）。
步骤４：选取不同的参数初始值组合，产生３

条马尔可夫链，每条链可利用 ＭＣＭＣ算法从完全
条件后验分布中抽取６００００个样本，取这些样本
中的后５００００个样本用于参数估计。

步骤５：检验样本序列收敛性，利用 Ｇｅｌｍａｎ
Ｒｕｂｉｎ方法［１８］计算统计量 ＧＲ，ＧＲ为合并后验方
差Ｖ与样本序列内后验方差平均值 ＷＳＳ之比，有
ＧＲ＝Ｖ／ＷＳＳ，当 ＧＲ趋近于１时，生成的样本序列
是收敛的。

步骤６：利用收敛的样本序列，计算后验均值
作为参数的点估计，计算后验分位数获取参数的

区间估计。

将上述步骤１～３中的非共轭分布替换为共
轭分布后，就可以将上述估计步骤应用于共轭分

布下的参数估计。

２．２　参数分布选取准则

不同类型的参数分布会产生不同的寿命预测

结果，获取参数估计值后，需要结合实测数据选择

合适的参数分布，包括共轭分布（Ｇａｍｍａ分布）或
非共轭分布（如Ｗｅｉｂｕｌｌ分布）。工程实际中通常
采用赤池信息准则（Ａｋａｉｋｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｃｒｉｔｅｒｉｏｎ，
ＡＩＣ）评价参数分布的数据拟合效果，某一分布下
ＡＩＣ数值越小，该分布对数据的拟合效果越好。
ＡＩＣ定义为：

ＡＩＣ＝２ｐ－２ｌｎＬ （１６）
其中，ｐ为模型未知参数的个数，ｌｎＬ为对数似然
函数。共轭分布下对数似然函数为 ｌｎＬ３，完成参
数估计后可以利用式（１６）直接计算。非共轭分
布下似然函数为式（１０），难以积分解析计算。

由式（１０）可知，似然函数 Ｌ２实际是随机参
数β的函数 ｆ（Δｙｊｋ β）乘积的数学期望。同时考
虑共轭分布及非共轭分布的两种情形，采用 ＭＣ
算法计算对数似然函数ｌｎＬ２。

步骤１：选定β的具体分布类型，利用退化数

据，计算模型未知参数 θ＝（α，γ，δ，ρ）的估计

值θ
＾
。

步骤２：从ｆ（βδ，γ）分布中依次独立抽取 β
＾

的样本值β
＾
ｂ（ｂ＝１，２，…，Ｂ），抽取次数 Ｂ可设定

为Ｂ＝５０００。

步骤３：将（^α，β
＾
ｂ，^ρ）代入 ｆ（Δｙｊｋ β），计算

ｆ＾（Δｙｊｋβ）的样本值ｆ
＾
ｂ（Δｙｊｋβｂ）。

步骤４：利用大样本平均值收敛于数学期望
的性质，可得

ｌｎＬ＾２ ＝－ｎｌｎＢ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｌｎ∑

Ｂ

ｂ＝１
∏
ｍ

ｋ＝１
ｆ＾ｂ（Δｙｊｋβｂ[ ]{ }）

（１７）
将式（１７）代入式（１６），可以得到不同分布下

的ＡＩＣ值，取最小ＡＩＣ对应的参数分布，作为参数
β的统计分布，并进一步对产品的寿命进行预测。

３　仿真算例

３．１　仿真算例１

ＧａＡｓ激光器的性能可用工作电流表征，在激
光器的使用过程中其工作电流不断增加。将工作

电流相对增加量作为产品的退化量，同一时间不

同个体的退化量显著不同，即激光器退化量存在

明显的个体差异［７］。采用随机参数 Ｇａｍｍａ过程
作为激光器的退化模型，本例中设定随机参数分

布为共轭Ｇａｍｍａ分布，生成仿真退化数据。
仿真退化试验样本量 ｎ＝１５，测量间隔为

２５０ｈ，每个样本退化量测量次数 ｍ＝１６。已知该
激光器为线性退化轨迹，即已知 ρ＝１。设定其余
退化模型参数分别为 α＝００３８８、δ＝２８４５、γ＝
１４５５，利用式（６）与式（１１）生成仿真退化数据。

假设随机参数服从Ｇａｍｍａ分布，利用ＭＣＭＣ
算法得到共轭分布下未知参数的点估计与区间估

计，参数估计稳定收敛，将估计值与未知参数真值

进行比较，结果如表 １所示，其中，２５％和
９７５％代表参数的２５％分位数估计及９７５％分
位数估计，可用于计算参数９５％置信区间。

同时，为验证 ＭＣ算法计算似然函数值的准
确性，将解析式（１５）直接计算的结果与 ＭＣ算法
计算结果进行比较，结果如表２所示。

表１与表２的 ＧａｍｍａＧａｍｍａ代表仿真数据
的生成与可靠性建模均采用Ｇａｍｍａ分布，结果表
明，利用ＭＣＭＣ算法所得参数估计值与真值相差
较小，并且ＭＣ算法计算出的似然函数值与直接
计算值接近，验证了所提方法的有效性。

·３３２·
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表１　ＧａｍｍａＧａｍｍａ下参数估计值
Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｖａｌｕｅｓｗｉｔｈｔｈｅ

ＧａｍｍａＧａｍｍａｃａｓｅ

参数 均值 ２．５％ ９７．５％ 真值

α ０．０３５７８ ０．０２９６８ ０．０４２５４ ０．０３８８

δ ２６．９５ ９．７０９ ５７．４９ ２８．４５

γ １．５ ０．５１２８ ３．３０７ １．４５５

表２　ＧａｍｍａＧａｍｍａ下对数似然函数计算值
Ｔａｂ．２　Ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄｆｕｎｃｔｉｏｎｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｖａｌｕｅｓｗｉｔｈ

ｔｈｅＧａｍｍａＧａｍｍａｃａｓｅ

对数似然函数值 ＭＣ算法 直接计算法

ｌｎＬ ８４．００４５ ８３．９６６２

假设随机参数服从 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布，参数估计
值如表３所示，其中 ＧａｍｍａＷｅｉｂｕｌｌ代表仿真数
据的生成与可靠性建模分别采用 Ｇａｍｍａ分布及
Ｗｅｉｂｕｌｌ分布。比较表１与表３，结果表明不同分
布下的同一参数α估计值接近。

表３　ＧａｍｍａＷｅｉｂｕｌｌ下参数估计值
Ｔａｂ．３　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｖａｌｕｅｓｗｉｔｈ

ｔｈｅＧａｍｍａＷｅｉｂｕｌｌｃａｓｅ

参数 均值 ２．５％ ９７．５％

α ０．０３５７８ ０．０２９６ ０．０４２４９

δ ５．９４７ ３．４ ９．５５４

γ １９．６６ １５．７２ ２４．１６

进一步算得 ＧａｍｍａＧａｍｍａ下的 ＡＩＣ值为
－１６２０１，ＧａｍｍａＷｅｉｂｕｌｌ下的ＡＩＣ值为－１６１．４１。
由于Ｇａｍｍａ分布下的 ＡＩＣ值更小，选择 Ｇａｍｍａ
分布作为β的分布。这一选择结果与共轭分布的
原始设定相符，验证了分布选取准则的正确性。

３．２　仿真算例２

同样考虑 ＧａＡｓ激光器产品的性能退化仿
真，与算例１不同的是，本例中设定随机参数分布
为非共轭 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布。设定 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布参数
分别为 δ＝５９４７、γ＝１９６６，其他参数与算例 １
一致，生成仿真退化数据。

假设随机参数服从Ｗｅｉｂｕｌｌ分布，利用ＭＣＭＣ
算法估计参数，参数估计值如表 ４所示，其中
ＷｅｉｂｕｌｌＷｅｉｂｕｌｌ代表仿真数据的生成与可靠性建
模均采用Ｗｅｉｂｕｌｌ分布。此时参数估计值与真值
同样相差较小，所有参数的真值均在参数的区间

估计范围内。

表４　ＷｅｉｂｕｌｌＷｅｉｂｕｌｌ下参数估计值
Ｔａｂ．４　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｖａｌｕｅｓｗｉｔｈｔｈｅ

ＷｅｉｂｕｌｌＷｅｉｂｕｌｌｃａｓｅ

参数 均值 ２．５％ ９７．５％ 真值

α ０．０３９９ ０．０３３０２ ０．０４７４７ ０．０３８８

δ ６．４７３ ３．６８９ １０．４５ ５．９４７

γ ２０．７６ １６．６８ ２５．４７ １９．６６

假设随机参数服从Ｇａｍｍａ分布，参数估计值
如表５所示。结果再次表明，不同分布下的同一
参数α估计值接近。

表５　ＷｅｉｂｕｌｌＧａｍｍａ下参数估计值
Ｔａｂ．５　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｖａｌｕｅｓｗｉｔｈｔｈｅ

ＷｅｉｂｕｌｌＧａｍｍａｃａｓｅ

参数 均值 ２．５％ ９７．５％

α ０．０３９８８ ０．０３３０５ ０．０４７４８

δ ２６．６６ ９．４７２ ５６．５３

γ １．３９６ ０．４７９１ ３．０６６

进一步算得 ＷｅｉｂｕｌｌＷｅｉｂｕｌｌ下的 ＡＩＣ值为
－１６２２０，ＷｅｉｂｕｌｌＧａｍｍａ下的ＡＩＣ值为－１６０９９。
由于Ｗｅｉｂｕｌｌ分布下的ＡＩＣ值更小，选择Ｗｅｉｂｕｌｌ分
布作为β的分布。这一选择结果与非共轭分布的原
始设定相符，再次验证了分布选取准则的正确性。

４　应用实例

４．１　应用实例１

以ＧａＡｓ激光器实测性能退化数据［２４］为应用

实例开展可靠性建模及寿命预测。随着激光器性

能的不断退化，工作电流不断增大，当工作电流相

对增加量达到阈值 ω＝１０时，认为激光器已经失
效。试验样本量为１５，所有样本退化量均在同一
时间节点测量，测试间隔为２５０ｈ，实测的性能退
化曲线如图１所示。

图１表明该激光器为线性退化轨迹，可认为
ρ＝１，并且各样本间存在明显的个体差异。分别
假设随机参数服从 Ｇａｍｍａ分布及 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布，
利用ＭＣＭＣ算法得到两种分布下参数的估计值。
Ｔｓａｉ等［１３］利用 ＥＭ算法得到了 Ｇａｍｍａ分布下的
参数估计值，ＭＣＭＣ算法与 ＥＭ算法参数估计值
的比较如表６所示。

表６表明Ｇａｍｍａ分布下 ＭＣＭＣ算法得到的
参数估计值与 ＥＭ算法接近，再次验证了所提参
数估计方法的有效性。进一步得到两种分布下 β
的概率密度函数如图２所示。
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图１　激光器性能退化曲线
Ｆｉｇ．１　Ｄｅｇｒａｄａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｌａｓｅｒｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

表６　ＭＣＭＣ算法与ＥＭ算法参数估计值的比较
Ｔａｂ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
ｖａｌｕｅｓｗｉｔｈＭＣＭＣｍｅｔｈｏｄａｎｄＥＭｍｅｔｈｏｄ

参数 ＭＣＭＣ算法估计值 ＥＭ算法估计值

α ０．０３８９２ ０．０３９０

δ ２８．５５ ２８．８７８７

γ １．４５８ １．４５３３

图２　激光器退化过程随机参数的概率密度函数
Ｆｉｇ．２　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｒａｎｄｏｍ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｏｒｌａｓｅｒｄｅｇｒａｄａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

图２表明不同分布下随机参数的概率密度函
数存在差异，由此可知不同分布下产品的寿命分

布函数也存在差异。

将参数估计值代入式（８），利用 ＭＣ算法，计
算出两种分布下激光器的寿命分布函数如图３所
示。图３表明两种分布下激光器的中位寿命预测
会有一定的差异。

进一步算得 Ｇａｍｍａ分布下的 ＡＩＣ值为
－１８１７８，Ｗｅｉｂｕｌｌ分布下的ＡＩＣ值为－１８３０。由
于Ｗｅｉｂｕｌｌ分布下的 ＡＩＣ值更小，应选择 Ｗｅｉｂｕｌｌ

图３　两种分布下激光器寿命分布函数比较
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｌａｓｅｒｌｉｆｅｔｉｍｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒｔｗｏｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

分布作为激光器退化过程参数 β的分布，并利用
Ｗｅｉｂｕｌｌ分布预测激光器的中位寿命为５１７５ｈ。

Ｔｓａｉ等［１３］采用共轭Ｇａｍｍａ分布作为 Ｇａｍｍａ
过程的随机参数分布，在此基础上预测激光器的

寿命分布，并利用伪失效寿命估计值作为参考，验

证了带有随机参数可靠性模型下的寿命预测精度

优于无随机参数模型下的寿命预测精度。

同样利用最小二乘法拟合各样本退化轨迹，

计算得到各样本的伪失效寿命值Ｔ如表７所示。

表７　激光器各样本伪失效寿命估计值
Ｔａｂ．７　Ｐｓｅｕｄｏｆａｉｌｕｒｅｌｉｆｅｔｉｍｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｖａｌｕｅｓ

ｆｏｒｌａｓｅｒｓａｍｐｌｅｓ

样本 Ｔ／ｈ

１ ３６８８

２ ４２３７

３ ６０６６

４ ６３３６

５ ５１６４

６ ３５２６

７ ５９７８

８ ６６３５

样本 Ｔ／ｈ

９ ５１６５

１０ ３３０２

１１ ５３９１

１２ ５０５４

１３ ４６３５

１４ ５５７３

１５ ６０８８

利用表７数据可得激光器产品中位伪失效寿
命估计值为５１６５ｈ，利用式（１４）可得 Ｔｓａｉ等［１３］

所用共轭分布模型下中位寿命预测值为５０４５ｈ，
共轭分布及非共轭分布下的寿命预测与伪失效寿

命估计比较如表８所示。
由表８可知，利用伪失效寿命值作为参考，可以

验证非共轭Ｗｅｉｂｕｌｌ分布模型下的寿命预测精度高
于Ｔｓａｉ等［１３］所用共轭分布模型下的预测精度。
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表８　伪失效寿命估计与两种寿命预测
Ｔａｂ．８　Ｐｓｅｕｄｏｆａｉｌｕｒｅｌｉｆｅｔｉｍｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎａｎｄ

ｔｗｏｔｙｐｅｓｏｆｌｉｆｅｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ
单位：ｈ

模型 Ｔ 误差

伪失效 ５１６５ ０

非共轭分布 ５１７５ １０

共轭分布 ５０４５ １２０

４．２　应用实例２

以２０２４－Ｔ３５１铝合金实测性能退化数据［２５］

为应用实例开展可靠性建模及寿命预测。随着铝

合金疲劳性能的不断退化，疲劳裂纹尺寸不断增

长，当疲劳裂纹尺寸增长量达到阈值 ω＝１０ｍｍ
时，认为铝合金已经疲劳失效。试验样本量为

３０，所有样本退化量均在同一时间节点测量，测试
节点为１×１０４ｒ、１５×１０４ｒ、２×１０４ｒ、２５×１０４ｒ、
３×１０４ｒ、３５×１０４ｒ、４×１０４ｒ，实测的性能退化曲
线如图４所示。

（ａ）样本１～６的疲劳裂纹尺寸
（ａ）Ｆａｔｉｇｕｅｃｒａｃｋｓｉｚｅｓｆｏｒｓａｍｐｌｅ１～６

（ｂ）样本７～１２的疲劳裂纹尺寸
（ｂ）Ｆａｔｉｇｕｅｃｒａｃｋｓｉｚｅｓｆｏｒｓａｍｐｌｅ７～１２

（ｃ）样本１３～１８的疲劳裂纹尺寸
（ｃ）Ｆａｔｉｇｕｅｃｒａｃｋｓｉｚｅｓｆｏｒｓａｍｐｌｅ１３～１８

（ｄ）样本１９～２４的疲劳裂纹尺寸
（ｄ）Ｆａｔｉｇｕｅｃｒａｃｋｓｉｚｅｓｆｏｒｓａｍｐｌｅ１９～２４

（ｅ）样本２５～３０的疲劳裂纹尺寸
（ｅ）Ｆａｔｉｇｕｅｃｒａｃｋｓｉｚｅｓｆｏｒｓａｍｐｌｅ２５～３０

图４　铝合金性能退化曲线
Ｆｉｇ．４　Ｄｅｇｒａｄａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆａｌｕｍｉｎｕｍａｌｌｏｙｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

图４表明铝合金的退化轨迹并不是线性的，
ρ≠１为未知参数，各样本间同样存在个体差异。
利用 ＭＣＭＣ算法得到 Ｇａｍｍａ分布下与 Ｗｅｉｂｕｌｌ
分布下参数估计值，Ｗｅｉｂｕｌｌ分布下参数估计值如
表９所示，Ｇａｍｍａ分布下情况类似，不再给出。
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表９　Ｗｅｉｂｕｌｌ分布下参数估计值
Ｔａｂ．９　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｖａｌｕｅｓｗｉｔｈｔｈｅ

Ｗｅｉｂｕｌｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

参数 均值 ２．５％ ９７．５％

α １９．３４ １５．４８ ２３．６７

δ ３．３５４ ２．４０９ ４．４６７

γ ２７．５７ ２１．５ ３４．６３

ρ １．４１８ １．３６８ １．４６９

表９中ρ＞１确认了铝合金退化轨迹的非线
性，进一步得到两种分布下 β的概率密度函数如
图５所示。

图５　铝合金退化过程随机参数的概率密度函数
Ｆｉｇ．５　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｒａｎｄｏｍｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｏｒ

ａｌｕｍｉｎｕｍａｌｌｏｙｄｅｇｒａｄａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

比较图２与图５可以发现，两类产品不同分
布下的概率密度函数均存在差异，且两类产品不

同概率密度函数间的差异也不同。

利用 ＭＣ算法，计算出两种分布下铝合金的
寿命分布函数如图６所示。

图６　两种分布下铝合金寿命分布函数比较
Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｌｕｍｉｎｉｕｍａｌｌｏｙｌｉｆｅｔｉｍｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒｔｗｏｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

图６表明两种分布下铝合金失效概率小于
０９的分位寿命都会有一定的差异。为验证 ＭＣ
算法计算寿命分布函数的准确性，将解析式（１４）
直接计算的Ｇａｍｍａ分布下寿命结果，与ＭＣ算法
计算结果进行比较，结果如图６所示，两者结果接
近表明了寿命预测的准确性。

进一步算得 Ｇａｍｍａ分布下的 ＡＩＣ值为
－２９１５，Ｗｅｉｂｕｌｌ分布下的ＡＩＣ值为 －２７６３。由
于Ｇａｍｍａ分布下的 ＡＩＣ值更小，应选择 Ｇａｍｍａ
分布作为铝合金退化过程参数 β的分布，并利用
Ｇａｍｍａ分布预测铝合金的中位寿命为 ５８３万
转。将实例２与实例１的分布选取结果对比，发
现不同产品退化过程随机参数的分布类型并不相

同，因此需要利用参数分布选取准则选择合适的

分布类型。

５　结论

利用随机参数非共轭分布下的可靠性建模方

法分析单调退化产品的性能退化数据，可以精确

预测产品的使用寿命，具体如下：

１）长寿命产品的退化过程存在个体差异，需
要引入随机参数描述个体差异，共轭Ｇａｍｍａ分布
的假设不适用于所有产品的随机参数，考虑随机

参数非共轭分布下的可靠性建模，能够提高基于

随机过程的退化模型的适用性。

２）将共轭分布扩展到非共轭分布，可以获得
统一的寿命分布函数及似然函数表达式，利用

ＭＣＭＣ算法可以较好地估计未知参数，利用 ＭＣ
算法可以精确地计算寿命分布函数与似然函

数值。

３）不同随机参数分布下产品的寿命分布存
在差异，依据ＡＩＣ可以选择合适的随机参数分布
类型，得到精确的产品可靠性模型及寿命预测

结果。
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