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摘　要：针对在对时变非线性系统进行状态估计以及参数学习时估计误差大、抗干扰能力差等问题，提
出一种面向非线性系统的精确稀疏高斯变分推理的批量状态估计与参数学习方法。基于高斯变分推理提出

损失函数，状态估计问题转化为对真实后验近似问题，并引入需要学习的参数。对状态概率分布的参数使用

高斯－牛顿式优化器的方法进行迭代更新，利用Ｓｔｅｉｎ引理、协方差矩阵的稀疏性及高斯容积方法得到完整的
状态估计迭代方案。使用期望最大化学习测量模型的噪声参数，同时引入逆Ｗｉｓｈａｒｔ先验减少测量噪声和离
群值对参数学习以及状态估计结果的影响。通过对无人机仿真模型进行模拟实验，在不加入无人机运动以

及测量噪声真实值的情况下，对无人机轨迹能够进行精确的估计，且有效抑制测量噪声和测量离群值对轨迹
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估计精度带来的影响。
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　　状态估计［１－２］的目的是通过系统中传感器观

测到的数据估计出无法被观测到的状态。当面对

时变非线性系统时，传统的状态估计方法存在误

差大、算法迭代次数过多等缺陷。本文方法拓展

了精确高斯变分推理学习方法在非线性状态估计

领域的理论研究，并对传统状态估计方法存在的

缺陷进行改善。

时变非线性系统的状态估计［３－７］可以看作是

对非线性系统的识别问题。高斯变分推理

（Ｇａｕｓｓｉａｎｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｉｎｆｅｒｅｎｃｅ，ＧＶＩ）是将高斯推
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断以及变分推理结合的状态估计方法，ＧＶＩ方法
从待估计状态的先验概率分布出发，利用传感器

的观测值修正先验概率分布，得到更加精确的后

验概率分布，然后利用损失函数对状态概率分布

的均值以及协方差的变分对该分布进行迭代优

化，得到接近状态真实后验的概率分布。状态估

计问题中，文献［３］提出了一种基于在线的自适
应滤波器（ｏｎｌｉｎｅｂａｓｅｄａｄａｐｔｉｖｅｆｉｌｔｅｒ，ＯＢＡＦ），用
于状态滤波和对具有估计约束、非线性变换的干

扰和噪声的非线性离散动态模型的状态进行估

计。在ＯＢＡＦ中，将噪声和干扰离散化，通过置信
度检测非期望状态估计值避免离群值的干扰，适

用于缺少观测或估计约束的状态估计问题。文

献［４］使用无迹卡尔曼滤波器（ｕｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎ
ｆｉｌｔｅｒ，ＵＫＦ）对非线性系统进行状态估计，经典的
ＵＫＦ算法要求过程噪声和测量噪声相互独立，由
于传感器精度等问题，会发生数据丢失或测量不

可靠的情况，导致估计误差过大。文献［５］针对
非线性动态系统的状态估计问题，提出了一种基

于扩展卡尔曼滤波器（ｅｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，
ＥＫＦ）的连续离散状态估计器，对于高度非线性动
态系统或中低采样频率，ＥＫＦ提供了更好的精度
和收敛性。文献［６］考虑非线性状态估计受到线
性和非线性矩阵不等式形式的不等式约束，重写

用于导出卡尔曼滤波器的标准最大似然目标函

数，通过求解具有受线性矩阵不等式约束的线性

目标函数的约束优化问题来找到卡尔曼增益，所

提出的约束估计方法应用于ＥＫＦ和ｓｉｇｍａ点卡尔
曼滤波器（ｓｉｇｍａｐｏｉｎｔＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＳＰＫＦ）框架。

本文在ＧＶＩ方法的基础上提出精确稀疏高
斯变分推理（ｅｘａｃｔｌｙｓｐａｒｓｅＧａｕｓｓｉａｎｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ，ＥＳＧＶＩ）方法对非线性系统进行批量状
态估计。ＥＳＧＶＩ方法利用 Ｓｔｅｉｎ引理［８］以及逆协

方差矩阵的稀疏性，对所求期望进行边缘采样，降

低均值以及协方差在迭代过程中的计算量，同时

提高批量状态估计的精确性，进一步近似完整的

贝叶斯后验。同时在 ＥＳＧＶＩ框架中对噪声模型
进行参数学习［９－１４］，使用期望最大化方法从传感

器数据中学习估计所需的模型参数，实现更加精

确的状态估计。通过在协方差中引入逆 Ｗｉｓｈａｒｔ
先验对时变的协方差进行学习，并且抑制测量噪

声过大以及离群值对状态估计精度带来的影响。

本文提出的 ＥＳＧＶＩ状态估计与参数学习方
法应用到无人机轨迹估计中［１５－２６］，通过学习传感

器测量噪声参数减小轨迹估计误差。并且在仿真

过程中测试了训练中是否添加真实值对估计结果

的影响、算法在测量噪声过大时的估计精度表现

以及对测量离群值影响的抑制能力。

１　ＥＳＧＶＩ状态估计方法

１．１　损失函数

变分推理方法目的是将真实贝叶斯后验

ｐ（ｘｚ）和后验的估计 ｑ（ｘ）之间的库尔贝克 －莱
布勒（ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ，ＫＬ）散度最小化。ｘ是系
统状态（ｘ∈ＲＲＮ），ｚ是传感器观测数据（ｚ∈ＲＲＤ）。
假设状态ｘ满足如下所示的高斯分布：
ｑ（ｘ）＝Ｎ（μ，Σ）

＝ １
（２π）Ｎ槡 Σ

ｅｘｐ －１２（ｘ－μ）
ＴΣ－１（ｘ－μ[ ]）

（１）
式中，μ为均值，Σ为协方差矩阵。

使用Ｓ表示后验估计 ｑ（ｘ）对真实贝叶斯后
验ｐ（ｘｚ）的近似程度：

　Ｓ＝－∫
∞

－∞
ｑ（ｘ）ｌｎｐ（ｘｚ）ｑ（ｘ( )） ｄｘ

＝Ｅｐ［ｌｎｑ（ｘ）－ｌｎｐ（ｘｚ）］ （２）
式中，Ｅｐ［·］表示贝叶斯后验ｐ（ｘｚ）的期望。

将式（２）的ＫＬ散度写成：
　Ｓ＝Ｅｑ［－ｌｎｐ（ｘ，ｚ）］－

　１２ｌｎ［（２πｅ）
Ｎ Σ］＋ｌｎｐ（ｚ） （３）

式中，ｌｎｐ（ｚ）是常数，Ｅｑ［·］表示后验估计 ｑ（ｘ）
的期望。

将ＫＬ散度最小化，转化为损失函数，定义为：

Ｖ（ｑ）＝Ｅｑ［（ｘ）］＋
１
２ｌｎ（Σ

－１ ） （４）

引入系统中希望学习的参数 θ，将损失函数
写为：

　 Ｖ（ｑθ）＝Ｅｑ［（ｘθ）］＋
１
２ｌｎ（Σ

－１ ） （５）

１．２　状态估计

１．２．１　迭代更新
式（５）的损失函数关于 μ以及 Σ－１的微分

如下：

Ｖ（ｑθ）
μＴ

＝Σ－１Ｅｑ［（ｘ－μ）（ｘθ）］ （６）

２Ｖ（ｑθ）
μＴμ

＝Σ－１Ｅｑ［（ｘ－μ）（ｘ－μ）
Ｔ（ｘθ）］Σ－１－

Σ－１Ｅｑ［（ｘθ）］ （７）
Ｖ（ｑθ）
Σ－１

＝－１２Ｅｑ［（ｘ－μ）（ｘ－μ）
Ｔ（ｘθ）］＋

１
２ΣＥｑ［（ｘθ）］＋

１
２Σ （８）

·２４１·
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联立式（７）～（８）得到：
２Ｖ（ｑθ）
μＴμ

＝Σ－１－２Σ－１Ｖ（ｑθ）
Σ－１

Σ－１ （９）

将式（９）中微分Ｖ（ｑθ）
Σ－１

设为零，得到Σ－１的

更新：

（Σ－１）（ｉ＋１））＝
２Ｖ（ｑθ）
μＴμ ｑ（ｉ）

（１０）

式中，ｉ表示迭代次数。
得到Σ－１的变化量：

　δΣ－１＝－２（Σ－１）（ｉ）
Ｖ（ｑθ）
Σ－１ ｑ（ｉ）

（Σ－１）（ｉ） （１１）

假设ｆ（·）是任意非线性二阶可微函数，引
入Ｓｔｅｉｎ引理：

Ｅｑ［（ｘ－μ）ｆ（ｘ）］≡ΣＥｑ
ｆ（ｘ）
ｘ[ ]Ｔ （１２）

　　Ｅｑ［（ｘ－μ）（ｘ－μ）
Ｔｆ（ｘ）］

　　≡ΣＥｑ
２ｆ（ｘ）
ｘＴ[ ]ｘΣ＋ΣＥｑ［ｆ（ｘ）］ （１３）

利用Ｓｔｅｉｎ引理代换式（６）～（８）中的损失函
数微分项，得到迭代更新：

（Σ－１）（ｉ＋１）＝Ｅｑ（ｉ）
２

ｘＴｘ
（ｘθ[ ]） （１４）

（Σ－１）（ｉ＋１）δμ＝－Ｅｑ（ｉ）

ｘＴ
（ｘθ[ ]） （１５）

μ（ｉ＋１）＝μ（ｉ）＋δμ （１６）
１．２．２　稀疏性与边缘采样

假设（ｘθ）可以被分解，将其负对数似然
写为：

（ｘθ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｋ（ｘｋ θ）

ｋ（ｘｋ θ）＝－ｌｎｐ（ｘｋ，ｚｋ θ
{

）

（１７）

其中，ｘｋ是ｘ中与第ｋ个因子关联的状态子集，ｚｋ
是ｚ中与第ｋ个因子关联的数据子集。

引入投影矩阵Ｐｋ，其作用是从状态集 ｘ中提
取状态子集ｘｋ，映射关系为：

ｘｋ＝Ｐｋｘ （１８）
高斯边缘化等价于投影，使得：

　 ｑｋ（ｘｋ）＝Ｎ（μｋ，Σｋｋ）＝Ｎ（Ｐｋμ，ＰｋΣＰ
Ｔ
ｋ） （１９）

将Σ－１写成：

　Σ－１ ＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ＰＴｋＥｑｋ

２

ｘＴｋｘｋ
ｋ（ｘｋ θ[ ]）Ｐｋ （２０）

使用子块Σｋｋ＝ＰｋΣＰ
Ｔ
ｋ计算每个因子的期望，

将结果返回到Σ－１的对应元素中。
利用分解式，并且反向利用Ｓｔｅｉｎ引理以达到

避免求微分、简化计算以及减少可微性要求的目

的，最后使用高斯容积方法近似积分，得到迭代

更新：

　（Σ－１）（ｉ＋１） ＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ＰＴｋＥｑ（ｉ）ｋ

２ｋ（ｘｋ θ）
ｘＴｋｘ

[ ]
ｋ

（２１）

（Σ－１）（ｉ＋１）δμ＝－∑
Ｋ

ｋ＝１
ＰＴｋＥｑ（ｉ）ｋ

ｋ（ｘｋ θ）
ｘＴ[ ]
ｋ

（２２）
μ（ｉ＋１）＝μ（ｉ）＋δμ （２３）

１．３　ＥＳＧＶＩ状态估计算法具体实现过程

ＥＳＧＶＩ状态估计算法如算法１所示。

算法１　ＥＳＧＶＩ状态估计算法
Ａｌｇ．１　ＥＳＧＶＩｓｔａｔｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ

输入：系统运动状态 ｘ１：Ｋ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）
Ｔ，传感器数

据ｚ１：Ｋ＝（ｚ１，ｚ２，…，ｚＤ）
Ｔ，系统真实状态ｘｔｕｒｅ１：Ｋ＝（ｘｔｕｒｅ１，

ｘｔｕｒｅ２，…，ｘｔｕｒｅＮ）

输出：系统估计状态ｘｅｓ１：Ｎ，损失函数每次迭代值Ｖ（ｑ
（ｉ））

１．程序初始化，开始读入数据，确定最大迭代次数Ｍ
２．构造联合似然函数（ｘ），根据数据ｘ１：Ｋ、ｚ１：Ｄ分别计

算μ和Σ－１的初始值
３．根据式（４）计算损失函数初始值
４．ｆｏｒ（ｉ＝１；ｉ≤Ｍ；ｉ＝ｉ＋１）ｄｏ
５．　ｆｏｒ（ｌ＝１；ｌ≤２Ｎ；ｌ＝ｌ＋１）ｄｏ

６．　　根据式（２１）计算（Σ－１）（ｉ＋１）

７．　　根据式（２２）、式（２３）计算μ（ｉ＋１）

８．　ｅｎｄｆｏｒ

９．　更新状态ｘ（ｉ）ｅｓ
１０．ｅｎｄｆｏｒ
１１．输出估计状态ｘｅｓ与估计误差ｅ１：Ｎ＝ｘｅｓ１：Ｎ－ｘｔｕｒｅ１：Ｎ

２　ＥＳＧＶＩ参数学习方法

２．１　期望最大化分解

将数据的负对数似然进行期望最大化分解：

－ｌｎｐ（ｚθ）＝∫
∞

－∞
ｑ（ｘ）ｌｎｐ（ｘｚ，θ）ｑ（ｘ[ ]）

ｄｘ－

　∫
∞

－∞
ｑ（ｘ）ｌｎｐ（ｘ，ｚθ）ｑ（ｘ[ ]）

ｄｘ （２４）

式中，－∫
∞

－∞
ｑ（ｘ）ｌｎｐ（ｘ，ｚθ）ｑ（ｘ[ ]）

ｄｘ为证据下界

（ｅｖｉｄｅｎｃｅｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ，ＥＬＢＯ）。
期望最大化（ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＥＭ）方

法在两个步骤中进行迭代，即期望步骤（Ｅ步骤）
以及最大化步骤（Ｍ步骤）。
２．１．１　Ｅ步骤

当式（５）中的参数 θ为协方差矩阵 Ｗ时，负

·３４１·
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对数似然变为：

（ｘＷ）＝１２［ｅ（ｘ）
ＴＷ－１ｅ（ｘ）－ｌｎ（Ｗ－１ ）］

（２５）
式中，ｅ表示待估计的状态向量。

利用Ｊｅｎｓｅｎ不等式，并且去掉在 Ｅ步骤中为
常数的ｌｎ（Ｗ－１ ）项，得到：

Ｅｑ［ｅ（ｘ）］
ＴＷ－１Ｅｑ［ｅ（ｘ）］≤Ｅｑ［ｅ（ｘ）

ＴＷ－１ｅ（ｘ）］

（２６）
利用式（２６）中的关系，定义Ｅ步骤中的损失

函数：

Ｖ′（ｑ）＝１２Ｅｑ［ｅ（ｘ）］
ＴＷ－１Ｅｑ［ｅ（ｘ）］＋

１
２ｌｎ（Σ

－１）

（２７）
２．１．２　Ｍ步骤

当协方差矩阵恒定时，定义 Ｍ步骤的损失
函数：

Ｖ（ｑＷ）＝Ｅｑ［
ｍ（ｘＷ）］＋１２ｌｎ（Σ

－１ ）

（２８）
将负对数似然ｍ（ｘＷ）分解为：

　ｍ（ｘＷ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｍｋ（ｘｋ Ｗ）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１

１
２［ｅｋ（ｘｋ）

ＴＷ－１ｅｋ（ｘｋ）－ｌｎ（Ｗ－１ ）］

（２９）
式中，Ｋ因子被未知参数 Ｗ所影响，Ｗ是一个恒
定的协方差矩阵。

对式（２８）求微分得到式（３０），并将微分设为
零，计算出最优Ｗ的最小结果，如式（３１）所示。
Ｖ（ｑＷ）
Ｗ

＝
Ｅｑ［

ｍ（ｘＷ）］
Ｗ

＝
Ｅｑ∑

Ｋ

ｋ＝１
ｍｋ（ｘｋ Ｗ[ ]）
Ｗ

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
Ｅｑｋ
ｍｋ（ｘｋ Ｗ）
[ ]Ｗ

（３０）

Ｗｍｉｎ ＝
１
Ｋ∑

Ｋ

ｋ＝１
Ｅｑｋ［ｅｋ（ｘｋ）ｅｋ（ｘｋ）

Ｔ］ （３１）

２．２　白噪声加速度先验参数学习

本节将通过间接估计因子协方差的方法以实

现参数学习。以状态的白噪声加速度（ｗｈｉｔｅ
ｎｏｉｓｅｏｎａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ，ＷＮＯＡ）动力先验为例，希
望估计的参数为功率谱密度矩阵ＱＣ。定义：

Ｔ·（ｔ）＝ω（ｔ）∧Ｔ（ｔ）
ω＝ｗ（ｔ），ｗ（ｔ）～ＧＰ［０，ＱＣδ（ｔ－ｔ′{ ）］

（３２）

其中：ＧＰ表示高斯过程，Ｔ（ｔ）∈ＳＥ（３），是用于表

示无人机姿态的特殊欧几里得群；ω（ｔ）∈ＲＲ６，是
物体中心的速度；ｗ（ｔ）∈ＲＲ６，是一个零均值白噪
声高斯过程，算子∧将ＲＲ６中的元素转换到李代数
向量空间ｓｅ（３）。ｔｋ时刻的状态ｘｋ＝（Ｔｋ，ωｋ）。

ＷＮＯＡ中的先验因子为：

ｐ（ｘＱＣ）＝∑
Ｋ

ｋ＝２
ｐｋ（ｘｋ－１，ｋ ＱＣ）

＝∑
Ｋ

ｋ＝２

１
２（ｅ

Ｔ
ｐ，ｋＱ

－１
ｋｅｐ，ｋ＋ｌｎＱｋ） （３３）

其中，

　 ｅｐ，ｋ＝
ｌｎ（ＴｋＴ

－１
ｋ－１）

∨ －（ｔｋ－ｔｋ－１）ωｋ－１
Ｊ－１［ｌｎ（ＴｋＴ

－１
ｋ－１）

∨］ωｋ－ωｋ－[ ]
１

（３４）

Ｊ表示ｗ（ｔ）的协方差矩阵与标准差矩阵之积。
先验Ｑｋ的协方差为：
Ｑｋ＝ＱΔｔＱＣ
Ｑ－１ｋ ＝Ｑ

－１
ΔｔＱ

－１
Ｃ

ＱΔｔ＝

１
３（Δｔ）

３ １
２（Δｔ）

２

１
２（Δｔ）

２ Δ









ｔ

Ｑ－１Δｔ＝
１２（Δｔ）－３ －６（Δｔ）－２

－６（Δｔ）－２ ４（Δｔ）－[ ]















 １

（３５）

其中，是克罗内克内积。
计算式（５）中损失函数关于 ＱＣｉ，ｊ的微分，ＱＣｉ，ｊ

是矩阵ＱＣ中位于（ｉ，ｊ）位置的元素，可以得到：
Ｖ（ｑθ）
ＱＣｉ，ｊ

＝１２ｔｒ∑
Ｋ

ｋ＝２
Ｅｑｋ－１，ｋ（ｅｐ，ｋｅ

Ｔ
ｐ，ｋ）（Ｑ

－１
Δｔ１ｉ，ｊ[ ]）－

１
２（Ｋ－１）ｄｉｍ（ＱΔｔ）ＱＣｉ，ｊ （３６）

ｑｋ－１，ｋ是两个连续时刻 ｔｋ－１和 ｔｋ的边缘后验。
将微分设为零，得到参数的最优估计值：

ＱＣｉ，ｊ＝
ｔｒ∑

Ｋ

ｋ＝２
Ｅｑｋ－１，ｋ（ｅｐ，ｋｅ

Ｔ
ｐ，ｋ）（Ｑ

－１
Δｔ１ｉ，ｊ[ ]）

（Ｋ－１）ｄｉｍ（ＱΔｔ）
（３７）

２．３　协方差的逆Ｗｉｓｈａｒｔ先验

本节通过将先验合并进一步扩展协方差估

计。将联合似然函数重新表达为：

ｐ（ｘ，ｚ，Ａ）＝ｐ（ｘ，ｚＡ）ｐ（Ａ） （３８）
式中将协方差矩阵视为一个随机变量 Ａ＝（Ａ１，
Ａ２，…，ＡＫ）。将后验估计重新表示为高斯分布
ｑ（ｘ）和协方差ｓ（Ａ）后验分布的乘积：

ｑ′（ｘ）＝ｑ（ｘ）ｓ（Ａ） （３９）
式中协方差的后验为：

ｓ（Ａ）＝δ（Ａ－Υ） （４０）
其中，δ（·）是狄拉克 δ分布函数，Υ＝（Υ１，
Υ２，…，ΥＫ）是最优协方差的设置值。

·４４１·
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将式（２４）的ＥＬＢＯ项进行简化：

－ｑ（ｘ）ｓ（Ａ）ｌｎｐ（ｘ，ｚＡ）ｐ（Ａ）ｑ（ｘ）ｓ（Ａ[ ]
）

ｄｘｄＡ

＝－∫ｑ（ｘ）ｌｎ［ｐ（ｘ，ｚΥ）ｐ（Α＝Υ）］ｄｘ＋
　∫ｑ（ｘ）ｌｎｑ（ｘ）ｄｘ＋∫ｓ（Ａ）ｌｎｓ（Ａ）ｄＡ （４１）

式中最后一项为狄拉克函数的微分熵，因为它与

Υ无关，故将其从损失函数中去掉。
假设ｐ（Α＝Υ）因子为：

ｐ（Α＝Υ）＝∏
Ｋ

ｋ＝１
ｐ（Αｋ ＝Υｋ） （４２）

在分解后的协方差因子上应用逆威沙特

（ｉｎｖｅｒｓｅＷｉｓｈａｒｔ，ＩＷ）先验：

ｐ（Αｋ＝Υｋ）＝
Ψ

ν
２

２
νｄ
２Γｄ

ν( )２
Υｋ

－ν＋ｄ＋１２ ｅｘｐ －１２ｔｒ（ΨΥ
－１
ｋ[ ]）
（４３）

式中，ｄ是Υｋ的维数，Ψ∈ＲＲ
６×６为比例矩阵且正

定，ν＞ｄ－１为自由度，Γｄ（·）为多元伽马函数。
对比例矩阵参数Ψ进行估计，并将自由度 ν视为
元参数。

将因子设定为：

－ｌｎ（Α＝Υ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
－ｌｎｐ（Αｋ ＝Υｋ）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｗｋ（Υｋ Ψ）＝

ｗ（Υ Ψ）

（４４）
舍去常数项，将式（２８）写成：

Ｖ（ｑ′Υ，Ψ）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
Ｅｑｋ［

ｍ
ｋ（ｘｋ Υｋ）＋

ｗ
ｋ（Υｋ Ψ）］＋

１
２ｌｎ（Σ

－１）

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
Ｅｑｋ

１
２［ｅｋ（ｘｋ）

ＴΥ－１ｋｅｋ（ｘｋ）－ｌｎ（Υ－１ｋ ）{ ］－

α－１
２ｌｎΥ

－１
ｋ －

ν
２ｌｎΨ＋

１
２ｔｒ（ΨΥ

－１
ｋ }）＋１２ｌｎ（Σ－１ ）

（４５）
式中，α满足α＝ν＋ｄ＋２。

在Ｅ步骤中，保持 Ψ不变以优化 Υｋ。对
式（４５）求微分，得到：
Ｖ（ｑ′Υ，Ψ）
Υ－１ｋ

＝１２Ｅｑｋ［ｅｋ（ｘｋ）ｅｋ（ｘｋ）
Ｔ］－

１
２αΥｋ＋

１
２Ψ （４６）

将微分设为零得到Υｋ的最优值：

Υｋ＝
１
αΨ
＋１
α
Ｅｑｋ［ｅｋ（ｘｋ）ｅｋ（ｘｋ）

Ｔ］

＝α－１
α

Ψ
α－( )１ ＋１αＥｑｋ［ｅｋ（ｘｋ）ｅｋ（ｘｋ）Ｔ］（４７）

式（４７）是 ＩＷ分布的模 Ψ
α－１

以及式（３８）在

单边际因子下的最优静态协方差估计的加权

平均。

在 Ｍ步骤中，保持 Υ不变以优化 Ψ。对
式（４６）的损失函数求微分，得到：
Ｖ（ｑ′Υ，Ψ）

Ψ
＝∑

Ｋ

ｋ＝１
－ν２Ψ

－１＋１２Ａ
－１( )ｋ

（４８）
将微分设为零得到Ψ－１的最优值：

Ψ－１ ＝１Ｋν∑
Ｋ

ｋ＝１
Υ－１ｋ （４９）

加入约束常数β以确保协方差的估计值不会
趋向于正定边界，在训练过程中利用运动先验的

噪声模型确定β的具体值。更新方式为：

Ψｃ←（βΨ
－１）

１
ｄΨ （５０）

根据Ｅ步骤的式（４７）以及 Ｍ步骤的式（４９）
即可得到协方差Ａ的最优估计值。

２．４　ＥＳＧＶＩ参数学习算法具体实现过程

ＥＳＧＶＩ参数学习算法如算法２所示。

算法２　ＥＳＧＶＩ参数学习算法
Ａｌｇ．２　ＥＳＧＶＩｐａｒａｍｅｔｅｒｌｅａｒｎｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

输入：系统运动状态 ｘ１：Ｋ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）
Ｔ，传感器数

据ｚ１：Ｋ＝（ｚ１，ｚ２，…，ｚＤ）
Ｔ，联合分布 ｐ（ｘ，ｚＡ），条件分

布ｐ（ｘｚ，Ａ），状态的估计分布ｑ（ｘ）
输出：参数Ａ（Ａ１，Ａ２，…，ＡＫ）的最优估计值

１．程序初始化，随机初始化参数 Ａ的初值 Ａ（０），开始
读入数据，确定最大迭代次数Ｍ

２．ｆｏｒ（ｉ＝１；ｉ≤Ｍ；ｉ＝ｉ＋１）ｄｏ

３．　根据式（４７）计算Υ（ｉ＋１）ｋ

４．　根据式（４９）计算（Ψ－１）（ｉ＋１）

５．　根据式（５０）计算约束后的Ψ（ｉ＋１）ｃ

６．　Ψ（ｉ＋１）＝Ψ（ｉ＋１）ｃ

７．　根据式（４３）计算［ｐ（Αｋ＝Υｋ）］
（ｉ＋１）

８．　根据式（４２）计算ｐ（Α＝Υ）（ｉ＋１）

９．　根据式（４０）计算Ａ（ｉ＋１）

１０．　根据式（４５）计算［Ｖ（ｑ′Υ，Ψ）］（ｉ＋１）

１１．　输出［Ｖ（ｑ′Υ，Ψ）］（ｉ＋１）

１２．ｅｎｄｆｏｒ
１３．输出参数Ａ的最优估计值

３　实例分析与验证

使用无人机运动模型对 ＥＳＧＶＩ参数估计方
法的表现进行评估，在对无人机进行批量轨迹估
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计的同时对噪声模型进行参数学习。仿真实验将

在Ｕｂｕｎｔｕ系统中使用Ｅｉｇｅｎ、Ｓｏｐｈｕｓ以及Ｐａｎｇｏｌｉｎ
等软件的帮助下进行。

系统的运动方程以及观测方程为：

ｘｋ＝ｆ（ｘｋ－１，ｕｋ，ｗｋ）

ｙｋ＝ｇ（ｘｋ，ｎｋ{ ）
（５１）

其中：函数 ｆ（·）为非线性运动模型，ｕｋ为输入，
ｗｋ～Ｎ（０，Ωｋ）为过程噪声；函数 ｇ（·）为非线性
观测模型，ｎｋ～Ｎ（０，Ψｋ）为测量噪声。ｆ（·）的
非线性部分以及ｇ（·）为：

ｆ＝
ｘｋ＋（ｘｃｏｓθｋ－ｙｓｉｎθｋ）Δｔ

ｙｋ＋（ｘｓｉｎθｋ＋ｙｃｏｓθｋ）Δ[ ]ｔ＋ｗｋ （５２）

ｇ＝
（ｍｌｘ－ｘｋ）

２＋（ｍｌｙ－ｙｋ）槡
２

ａｒｃｔａｎ
ｍｌｙ－ｙｋ
ｍｌｘ－ｘ( )

ｋ
－θ









ｋ

＋ｎｋ（５３）

３．１　无人机轨迹估计与噪声模型参数学习

本节将在训练中不添加无人机运动状态真实

值的情况下对无人机进行轨迹估计，同时对无人

机运动模型的过程噪声以及传感器模型的测量噪

声的协方差进行学习以实现更加精确的轨迹估

计。无人机设置为定高飞行模式，由无人机在飞

行过程中构建地标地图，并且同时估计无人机自

身位置以及速度。整个数据集包含１００００个时
间步长，将其分为１０００个时间步长的１０个子序
列。图１为问题的因子图。

图１　无人机轨迹估计与参数学习因子图
Ｆｉｇ．１　ＦａｃｔｏｒｄｉａｇｒａｍｏｆＵＡＶｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｅｓｔｉｍａｔｉｏｎａｎｄ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｌｅａｒｎｉｎｇ

图中方框表示需要估计的变量，包括无人机

状态ｘ、测量噪声协方差Υ与地标位置ｍ，黑点表
示数据以及状态联合似然的因子，二元运动先验

因子ｐ（ｘｋ－１，ｋ ＱＣ）由参数 ＱＣ决定，一元真实姿
态因子 ｍ（ｘｋ Ｗｇｔ）由参数 Ｗｇｔ决定，因子
ｍ（ｘｋ Υｋ）和

ｗ（Υｋ Ψ）用于 ＩＷ先验测量姿态
协方差，Υ取决于参数 Ψ。本文方法可以在不需
要虚线框中的真实值因子的情况下学习参数 ＱＣ

和Ψ。仿真实验将分别在加入以及不加入真实
值的情况下进行轨迹估计，并将两种方法的结果

进行对比。

需要估计的状态ｘ为：
ｘ＝［ｘ０ ｘ１ … ｘＫ ｍ１ … ｍＬ］Ｔ

ｘｋ＝［ｘｋ ｙｋ θｋ ｘｋ ｙｋ θ·ｋ］
Ｔ

ｍｌ＝［ｘｌ ｙｌ］









 Ｔ

（５４）

其中：ｘｋ是无人机状态，ｘｋ、ｙｋ、θｋ、ｘｋ、ｙｋ、θ
·

ｋ分别

为无人机的 ｘ轴位置、ｙ轴位置、偏航角以及 ｘ和
ｙ方向对应的速度与角速度；ｍｌ是地标位置。对
于每一个子序列，Ｋ＝２０００，Ｌ＝１０。

对于线性先验因子有：

ｋ＝

１
２（ｘ０－̌ｘ０）

ＴＰ̌－１（ｘ０－̌ｘ０），ｋ＝０

１
２（ｘｋ－Ａｘｋ－１）

ＴＱ－１（ｘｋ－Ａｘｋ－１），ｋ{ ＞０

（５５）
式中，

Ｐ̌＝ｄｉａｇ（σ２ｘ，σ
２
ｙ，σ

２
θ，σ

２
ｘ，σ

２
ｙ，σ

２
θ·）

Ａ＝
１ Ｔ１[ ]０ １

Ｑ＝

１
３Ｔ

３ＱＣ
１
２Ｔ

２ＱＣ

１
２Ｔ

２ＱＣ ＴＱ









Ｃ

ＱＣ＝ｄｉａｇ（ＱＣ，１，ＱＣ，２，ＱＣ，３

















）

（５６）

其中，Ｔ是离散时间采样周期，ＱＣ，ｉ是功率谱密度，
σ２ｘ、σ

２
ｙ、σ

２
θ、σ

２
ｘ、σ

２
ｙ、σ

２
θ· 是对应的方差。

非线性里程因子为：

ψｋ＝
１
２（ｖｋ－Ｃｋｘｋ）

ＴＳ－１（ｖｋ－Ｃｋｘｋ） （５７）

式中，

　

Ｃｋ＝

０ ０ ０ ｃｏｓθｋ ｓｉｎθｋ ０

０ ０ ０ －ｓｉｎθｋ ｃｏｓθｋ ０








０ ０ ０ ０ ０ １

Ｓ＝ｄｉａｇ（σ２ｕ，σ
２
ｖ，σ

２
ｗ）

ｖｋ＝［ｕｋ ｖｋ ωｋ］













Ｔ

（５８）

其中：ｖｋ是速度，包含 ｘ轴上的分量 ｕｋ、ｙ轴上的
分量ｖｋ以及角速度 ωｋ；σ

２
ｕ，σ

２
ｖ，σ

２
ｗ是各分量对应

的测量噪声方差。

非线性方位测量因子为：

ψｌ，ｋ＝
［βｌ，ｋ－ｇ（ｍｌ，ｘｋ）］

２

２σ２ｒ
（５９）

式中，βｌ，ｋ是第ｋ个无人机位姿与第 ｌ个地标位置
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之间的方位测量值，σ２ｒ是测量噪声方差。
　 ｇ（ｍｌ，ｘｋ）＝ａｔａｎ２（ｙｌ－ｙｋ，ｘｌ－ｘｋ）－θｋ （６０）

结合式（５５）、式（５７）、式（５９）得到数据和状
态的联合似然函数：

－ｌｎｐ（ｘ，ｚ）＝∑
Ｋ

ｋ＝０
ｋ＋∑

Ｋ

ｋ＝０
ψｋ＋

∑
Ｋ

ｋ＝１
∑
Ｌ

ｌ＝１
ψｌ，ｋ＋ｃｏｎｓｔ （６１）

参数学习对应的损失函数为：

　Ｖ（ｑ′Υ，Ψ，Ｗｇｔ，ＱＣ）
＝Ｅｑ′［

ｐ（ｘＱＣ）］＋
ｍ（ｘＷｇｔ）＋

　ｍ（ｘΥ）＋ｗ（Υ Ψ）＋１２ｌｎ（Σ
－１ ） （６２）

式中：ｐ（ｘＱＣ）是ＷＮＯＡ先验因子，定义由式（３３）
给出；ｍ（ｘＷｇｔ）是真实值因子，定义由式（２９）给
出；ｍ（ｘΥ）和 ｗ（Υ Ψ）是测量协方差的 ＩＷ
先验因子，定义由式（２９）、式（４３）～（４４）给出。

式（３４）为ｐ所需的ＷＮＯＡ误差函数，ｍ所
需的姿态测量误差函数为：

ｅｍ，ｋ＝ｌｎ（ＴｋＴ
－１
ｍｅａｓ，ｋ） （６３）

式中，Ｔｋ表示估计的 ｋ时刻的状态，Ｔｍｅａｓ，ｋ表示测
量的ｋ时刻状态。

令参数ν＝６，β＝１，对参数Ψ、ＱＣ以及Ｗｇｔ进
行学习。

３．２　轨迹生成

实验采用ＳＩＣＫＴＩＭ５７１红外雷达，扫描频率
为１５Ｈｚ，测量量程为００５～１０ｍ，测量精度误差
为±６０ｍｍ，角度分辨率为０３３°。

将无人机真实轨迹、有真实值估计轨迹以及

无真实值估计轨迹叠加以进行比较，结果如图２
所示。

图２　无人机轨迹生成
Ｆｉｇ．２　ＵＡＶｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

由图２可知，无论在训练中是否加入真实值，
估计的轨迹与真实轨迹之间的拟合度都很好，验

证了算法在缺少真实值情况下也能得出精确的估

计值。

３．３　误差分析

无人机轨迹估计仿真中每个子序列的平移误

差绝对值平均值如表１所示。

表１　无人机轨迹估计平移误差绝对值平均值
Ｔａｂ．１　Ｍｅａｎｖａｌｕｅｏｆｔｈｅａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅ
ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆＵＡＶｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

序列

编号

无真实值估计

轨迹平移

误差／ｍ

有真实值估计

轨迹平移

误差／ｍ

ＧＶＩ方法估计
轨迹平移

误差／ｍ

１ ０．２３０６ ０．２３３５ ０．３５３４

２ ０．１２２３ ０．１１９６ ０．２１６６

３ ０．１８９３ ０．１８１５ ０．２９９３

４ ０．０８９５ ０．０９６３ ０．１４５２

５ ０．２０５９ ０．２２６４ ０．３１９８

６ ０．１１４６ ０．１１５５ ０．２１１６

７ ０．１３２４ ０．１３６５ ０．２２６６

８ ０．０９７９ ０．０９９７ ０．１３３６

９ ０．１９９６ ０．２１１５ ０．３７２５

１０ ０．１５５６ ０．１６５０ ０．３３５５

由表１可知，无真实值估计轨迹平移的平均
误差为０１５３８ｍ，有真实值估计轨迹平移的平均
误差为０１５８６ｍ，ＧＶＩ方法估计轨迹平移的平均
误差为０２６１４ｍ。本文所用的ＥＳＧＶＩ状态估计
与参数学习方法能在不加入真实值的情况下达到

和加入真实值的情况下相同的算法性能。

无人机轨迹估计仿真中不加入真实值训练估

计的轨迹在ｘ轴和ｙ轴方向上的误差以及偏航角
误差如图３所示。

图３中不加入真实值训练估计的轨迹在ｘ轴
上的误差均保持在±０１ｍ内，ｙ轴上的误差均保
持在±００６ｍ内，并且波动小；偏航角误差波动
稍大，但也保持在 ±６°内。图３中同时给出采用
ＧＶＩ方法进行估计的实验结果，可以看出，偏航角
的误差与ＥＳＣＶＩ方法相差不大，但在 ｘ轴和 ｙ轴
上，最大误差均超过了０１５ｍ。结果表明，ＥＳＧＩＶ
方法能在不加入真实值的情况下对系统参数进行

有效估计，并对无人机轨迹进行精确估计，且平动

状态上的估计效果比ＧＶＩ方法要好。
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（ａ）ｘ轴误差
（ａ）ｘａｘｉｓｅｒｒｏｒ

（ｂ）ｙ轴误差
（ｂ）ｙａｘｉｓｅｒｒｏｒ

（ｃ）偏航角误差
（ｃ）Ｙａｗａｎｇｌｅｅｒｒｏｒ

图３　无人机轨迹误差分析
Ｆｉｇ．３　ＵＡＶｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｅｒｒｏｒａｎａｌｙｓｉｓ

３．４　测量噪声对参数学习的影响

为验证本文方法可以使用测量噪声进行训

练，本节在训练过程中将测量噪声统计数据设为

未知，并且在测量值中添加额外的噪声误差。在

位姿测量部分注入噪声：

Ｔｎｏｉｓｅ＝ｅｘｐ（ξ∧）Ｔｍｅａｎｓ

ξ＝
ξ１：３[ ]０

ξ１：３～Ｎ（０，σ
２Ｉ










）

（６４）

其中，Ｔｎｏｉｓｅ表示噪声状态，Ｔｍｅａｎｓ表示测量状态的
平均值，ξ１：３表示噪声向量，ξ表示调整矩阵行数
后的噪声向量，再使用∧算子得到ξ∧。

调整σ的值为０２５～１ｍ，步长为０２ｍ，在
测试量和训练量中注入相同的噪声。估计平移误

差的统计结果如表２所示。

从表２中可见，当 σ增加时，测量误差显著
增加，但轨迹估计的平移误差仍然保持在 ０～
０５ｍ之内。结果表明，本文方法能够在没有真
实值以及噪声过大的情况下对系统参数进行学

习，以达到对无人机轨迹的精确估计。

表２　增加测量噪声时的轨迹估计平移误差

Ｔａｂ．２　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｗｈｅｎ

ａｄｄｉｎｇｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

测量误差／ｍ 估计平移误差／ｍ

０．１１３３ ０．１６５３

０．３０６９ ０．２７４５

０．５３４１ ０．３０１６

０．９７１６ ０．３６５１

１．３８４２ ０．４１２６

１．６５３０ ０．４６７９
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３．５　测量离群值对轨迹估计的影响

本节将在训练集和测试集中以５％的概率人
为引入离群值，以测试 ＩＷ先验能否有效抑制离
群值对轨迹估计精度的影响。将以下的扰动应用

到实际的姿态测量。

Ｔｏｕｔｌｉｅｒ＝ｅｘｐ（ξ∧）Ｔｍｅａｎｓ
ξ∈ＲＲ６～Ｕ（－２００，２００{ ）

（６５）

其中，Ｔｏｕｔｌｉｅｒ表示离群值的状态，ξ的每个分量从
均匀分布Ｕ独立采样，单位为 ｍ。将测量协方差
Ｗ作为静态参数学习，将每次测量协方差作为随
机变量以对ＩＷ先验参数Ψ进行学习。

静态测量协方差对应的损失函数为：

Ｖ（ｑ′Ｗ，ＱＣ）＝Ｅｑ′［
ｐ（ｘＱＣ）］＋

ｍ（ｘＷ）＋
１
２ｌｎ（Σ

－１ ） （６６）

ＩＷ先验的测量协方差对应的损失函数为：
Ｖ（ｑ′Υ，Ψ，ＱＣ）＝Ｅｑ′［

ｐ（ｘＱＣ）］＋
ｍ（ｘΥ）＋

ｗ（Υ Ψ）＋１２ｌｎ（Σ
－１ ） （６７）

无人机轨迹估计仿真中，在训练集和测试集

中加入离群值后，是否引入 ＩＷ先验的轨迹估计
平移误差如表３所示。

表３　加入离群值后的轨迹估计平移误差
Ｔａｂ．３　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎｅｒｒｏｒ

ａｆｔｅｒａｄｄｉｎｇｏｕｔｌｉｅｒｓ

序列

编号

不引入ＩＷ先验的
平移误差／ｍ

引入ＩＷ先验的
平移误差／ｍ

１ ６．２５９３ ０．１３３６

２ ７．１５６６ ０．１７８９

３ ５．５５３５ ０．０９６２

４ ５．９９４９ ０．１４６６

５ ６．５６１３ ０．１８６４

６ ６．３３８０ ０．１５３６

７ ６．８５４３ ０．１９９２

８ ５．９５７６ ０．０８６１

９ ６．８１２２ ０．２０１６

１０ ５．３６４１ ０．１１３９

表３中，不引入 ＩＷ先验的估计轨迹平移误
差平均值达到６２８５２ｍ，而引入ＩＷ先验的估计
轨迹平移误差仅为０１４９６ｍ。可见，在训练中引
入ＩＷ先验能有效抑制离群值对参数学习以及轨
迹估计结果产生的影响，提升参数学习以及轨迹

估计的精确性。

４　结论

本文针对非线性系统中系统状态以及系统

参数难以精确估计及学习的特性，结合高斯变

分推理不需要对系统进行精确建模的特点，提

出了精确稀疏高斯变分推理的非线性系统状态

估计与参数学习方法，利用传感器数据对状态

的概率分布进行迭代修正，使其更加近似于状

态的真实分布，并且通过期望最大化方法对传

感器参数进行学习，使状态估计更加精确。将

算法应用于无人机模型的轨迹估计，结果表明：

本文方法的估计轨迹准确性较好，并且在参数

学习的训练中不加入无人机状态真实值也能实

现轨迹精确估计；在人为增加测量噪声的情况

下，本文算法也能在参数学习时有效缩小测量

噪声带来的影响；在训练以及测试中人为加入

测量离群值的情况下，本文算法通过引入 ＩＷ先
验，有效抑制了离群值对轨迹估计精度的影响。

综上所述，本文提出的 ＥＳＧＶＩ参数学习与状态
估计算法在精确性以及鲁棒性两个方面都有较

好的性能表现。

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）

［１］　 ＳＨＥＮＨ Ｍ，ＺＯＮＧ Ｑ，ＬＵ Ｈ Ｃ，ｅｔａｌ．Ａ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ
ａｐｐｒｏａｃｈｆｏｒｌｉｄａｒｂａｓｅｄｒｅｌａｔｉｖｅｓｔａｔｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｍｕｌｔｉＵＡＶ
ｉｎ ＧＰＳｄｅｎｉｅｄ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔｓ［Ｊ］． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ，２０２２，３５（１）：５９－６９．

［２］　 ＧＩＬＬＩＪＮＳＳ，ＤＥＭＯＯＲ Ｂ．Ｕｎｂｉａｓｅｄｍｉｎｉｍｕｍｖａｒｉａｎｃｅ
ｉｎｐｕｔａｎｄｓｔａｔｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｆｏｒｌｉｎｅａｒｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．
Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，２００７，４３（５）：９３４－９３７．　

［３］　 ＤＥＭＩ
·
ＲＢＡ爦Ｋ．Ｏｂａｆｉｌｔｅｒｆｏｒｏｎｌｉｎｅａｄａｐｔｉｖｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｔａｔｅ

ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｗｉｔｈｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ［Ｊ］．ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ
ＡｅｒｏｓｐａｃｅａｎｄＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＳｙｓｔｅｍｓ，２０１９，５５（３）：１３４７－
１３５６．　

［４］　 ＳＡＲＫＫＡ Ｓ． Ｏｎ ｕｎｓｃｅｎｔｅｄ Ｋａｌｍａｎ ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ｆｏｒｓｔａｔｅ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｔｉｍｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ
ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，２００７，５２（９）：１６３１－
１６４１．　

［５］　 ＧＵＩＨＡＬＪＭ，ＡＵＧＥＲＦ，ＢＥＲＮＡＲＤＮ，ｅｔａｌ．Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｄｉｓｃｒｅｔｅｅｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒｓ
ｆｏｒｓｔａｔｅａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃ
ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｄｕｓｔｒｉａｌＩｎｆｏｒｍａｔｉｃｓ，
２０２２，１８（５）：３０７７－３０８５．

［６］　 ＭＥＩＷ Ｊ，ＵＳＨＩＲＯＢＩＲＡＲ，ＥＦＩＭＯＶＤ．Ｏｎｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｒｏｂｕｓｔｓｔａｔｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｆｏｒｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＰｅｒｓｉｄｓｋｉｉｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．
Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，２０２２，１４２：１１０４１１．

［７］　 ＡＵＣＯＩＮＲ，ＣＨＥＥＳＡ，ＦＯＲＢＥＳＪＲ．Ｌｉｎｅａｒａｎｄｌｉｎｅａｒ
ｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｓｔａｔｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｅｒｏｓｐａｃｅａｎｄＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃ
Ｓｙｓｔｅｍｓ，２０１９，５５（６）：３１５３－３１６７．

［８］　 ＳＴＥＩＮＣＭ．Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｅａｎｏｆａｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｎｏｒｍａｌ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ［Ｊ］．ＴｈｅＡｎｎａｌｓｏｆＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ，１９８１，９（６）：
１１３５－１１５１．　

·９４１·



国 防 科 技 大 学 学 报 第４７卷

［９］　 ＣＨＥＮＳＣ，ＬＩＵＹ．Ｒｏｂｕｓｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
ｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｍｉｓｓｉｎｇｄａｔａｏｖｅｒｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｅｒｏｓｐａｃｅａｎｄＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＳｙｓｔｅｍｓ，
２０２０，５６（３）：２２２８－２２４４．

［１０］　ＮＡ Ｊ， ＸＩＮＧ Ｙ Ｓ， ＣＯＳＴＡＣＡＳＴＥＬＬ? Ｒ． Ａｄａｐｔｉｖｅ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｒｏｔｏ
ｍａｇｎｅｔｐｌａｎｔ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＳｙｓｔｅｍｓ，Ｍａｎ，ａｎｄ
Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ：Ｓｙｓｔｅｍｓ，２０２１，５１（２）：７３１－７４１．

［１１］　ＢＵＲＴＤＡＶＩＤＲ，ＥＤＷＡＲＤＲＣ，ＶＡＮＤＥＲＷＩＬＫＭ．
Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｓｐａｒｓｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｉｎｆｅｒｅｎｃｅｉｎ Ｇａｕｓｓｉａｎ
ｐｒｏｃｅｓｓｅｓｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ［Ｊ］．ＴｈｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｃｈｉｎｅＬｅａｒｎｉｎｇ
Ｒｅｓｅａｒｃｈ，２０２０，２１（１）：５１２０－５１８２．

［１２］　ＶＡＫＩＬＩＳ，ＳＣＡＲＬＥＴＴＪ，ＳＨＩＵ Ｄ Ｓ，ｅｔａｌ．Ｉｍｐｒｏｖｅｄ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｓｆｏｒｓｐａｒｓｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｉｎｋｅｒｎｅｌ
ｂａｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇ［Ｊ］． ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆＭａｃｈｉｎｅ Ｌｅａｒｎｉｎｇ
Ｒｅｓｅａｒｃｈ，２０２２，１６２：２１９６０－２１９８３．

［１３］　ＳＡＦＡＥＩＡ，ＭＡＨＹＵＤＤＩＮＭＮ．Ａｄａｐｔｉｖｅｍｏｄｅｌｆｒｅｅｃｏｎｔｒｏｌ
ｂａｓｅｄｏｎａｎｕｌｔｒａｌｏｃａｌｍｏｄｅｌｗｉｔｈｍｏｄｅｌｆｒｅｅｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｆｏｒａｇｅｎｅｒｉｃＳＩＳＯｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．ＩＥＥＥＡｃｃｅｓｓ，
２０１８，６：４２６６－４２７５．

［１４］　ＢＯＮＮＥＸＩＥＲ，ＳＣＨＭＩＤＴＭＩＫＫＥＬＮ．Ｍａｔｒｉｘｐｒｏｄｕｃｔｓｔａｔｅｓ
ｆｏｒｉｎｆｅｒｅｎｃｅｉｎｄｉｓｃｒｅｔｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｍｏｄｅｌｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＭａｃｈｉｎｅＬｅａｒｎｉｎｇＲｅｓｅａｒｃｈ，２０２１，２２：１－４８．

［１５］　ＲＡＮＧＡＮＡＴＨＡＮＡ，ＫＡＥＳＳＭ，ＤＥＬＬＡＥＲＴＦ．Ｌｏｏｐｙ
ＳＡＭ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２０ｔｈ ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｉｎｔ
ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，２００７：２１９１－２１９６．

［１６］　ＴＡＮＧＹＹ，ＨＵＡＮＧＰＫ．ＢｏｏｓｔＰｈａｓｅｂａｌｌｉｓｔｉｃｍｉｓｓｉｌｅ
ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｗｉｔｈｇｒｏｕｎｄｂａｓｅｄｒａｄａｒ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＳｙｓｔｅｍｓＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ，２００６，１７（４）：７０５－７０８．

［１７］　ＺＨＡＮＧＸＬ，ＹＡＮＧＺ，ＷＵＣＳ，ｅｔａｌ．Ｒｏｂｕｓｔｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｆｏｒｃｒｏｗｄｓｏｕｒｃｉｎｇｂａｓｅｄｍｏｂｉｌｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＰａｒａｌｌｅｌａｎｄＤｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄＳｙｓｔｅｍｓ，
２０１４，２５（７）：１８７６－１８８５．

［１８］　ＴＡＮＧＫ，ＣＨＥＮＳＹ，ＬＩＵＺＹ．Ｃｉｔｙｗｉｄｅｓｐａｔｉａｌｔｅｍｐｏｒａｌ
ｔｒａｖｅｌｔｉｍｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｂｉｇａｎｄｓｐａｒｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ［Ｊ］．
ＩＥＥＥ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＴｒａｎｓｐｏｒｔａｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍｓ，
２０１８，１９（１２）：４０２３－４０３４．

［１９］　程媛，迟荣华，黄少滨，等．基于非参数密度估计的不确
定轨迹预测方法［Ｊ］．自动化学报，２０１９，４５（４）：
７８７－７９８．
ＣＨＥＮＧＹ，ＣＨＩＲＨ，ＨＵＡＮＧ ＳＢ，ｅｔａｌ．Ｕｎｃｅｒｔａｉｎ
ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｕｓｉｎｇｎｏｎｐａｒａｍｅｔｒｉｃｄｅｎｓｉｔｙ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｕｔｏｍａｔｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１９，４５（４）：
７８７－７９８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２０］　ＷＡＮＧＹ，ＷＡＮＧＸＧ，ＳＨＡＮＹＺ，ｅｔａｌ．Ｑｕａｎｔｉｚｅｄｇｅｎｅｔｉｃ
ｒｅｓａｍｐｌｉｎｇｐａｒｔｉｃｌｅｆｉｌｔｅｒｉｎｇｆｏｒｖｉｓｉｏｎｂａｓｅｄｇｒｏｕｎｄｍｏｖｉｎｇ
ｔａｒｇｅｔｔｒａｃｋｉｎｇ［Ｊ］．ＡｅｒｏｓｐａｃｅＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
２０２０，１０３：１０５９２５．

［２１］　ＷＡＬＴＥＲＭ Ｒ，ＥＵＳＴＩＣＥＲＭ，ＬＥＯＮＡＲＤＪＪ．Ｅｘａｃｔｌｙ
ｓｐａｒｓｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｉｌｔｅｒｓ ｆｏｒ ｆｅａｔｕｒｅｂａｓｅｄ
ＳＬＡＭ［Ｊ］．ＴｈｅＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＲｏｂｏｔｉｃｓＲｅｓｅａｒｃｈ，
２００７，２６（４）：３３５－３５９．

［２２］　ＣＨＯＧＲ，ＬＩＪＨ，ＰＡＲＫＤ，ｅｔａｌ．Ｒｏｂｕｓｔｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
ｔｒａｃｋｉｎｇｏｆａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｕｎｄｅｒｗａｔｅｒｖｅｈｉｃｌｅｓｕｓｉｎｇｂａｃｋ
ｓｔｅｐｐｉｎｇｃｏｎｔｒｏｌａｎｄｔｉｍｅｄｅｌａｙｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｏｃｅａｎ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０２０，２０１：１０７１３１．

［２３］　ＰＥＲＥＴＲＯＵＫＨＩＮＶ，ＶＥＧＡＢＲＯＷＮＷ，ＲＯＹＮ，ｅｔａｌ．
ＰＲＯＢＥＧＫ：ｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅｒｏｂｕｓｔｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
ｋｅｒｎｅｌｓ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ＩＥＥＥ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＲｏｂｏｔｉｃｓａｎｄＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ（ＩＣＲＡ），２０１６：
８１７－８２４．

［２４］　ＺＨＡＮＧＺＨ，ＺＨＯＵＧＪ．Ｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇｔａｒｇｅｔｓｔａｔｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
ｂａｓｅｄｏｎｓｅｐａｒａｔｅｍｏｄｅｌｉｎｇｗｉｔｈＢｓｐｌｉｎｅｓ［Ｊ］．Ａｅｒｏｓｐａｃｅ
ＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０２１，１１９：１０７１７２．

［２５］　宋宇，孙富春，李庆玲．移动机器人的改进无迹粒子滤波
蒙特卡罗定位算法［Ｊ］．自动化学报，２０１０，３６（６）：
８５１－８５７．
ＳＯＮＧＹ，ＳＵＮＦＣ，ＬＩＱＬ．ＭｏｂｉｌｅｒｏｂｏｔＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ
ｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｉｍｐｒｏｖｅｄｕｎｓｃｅｎｔｅｄｐａｒｔｉｃｌｅｆｉｌｔｅｒ［Ｊ］．
ＡｃｔａＡｕｔｏｍａｔｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１０，３６（６）：８５１－８５７．（ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［２６］　ＤＥＬＬＡＥＲＴ Ｆ． Ｆａｃｔｏｒｇｒａｐｈｓ： ｅｘｐｌｏｉｔｉｎｇ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｉｎ
ｒｏｂｏｔｉｃｓ［Ｊ］．ＡｎｎｕａｌＲｅｖｉｅｗ ｏｆＣｏｎｔｒｏｌ，Ｒｏｂｏｔｉｃｓ，ａｎｄ
ＡｕｔｏｎｏｍｏｕｓＳｙｓｔｅｍｓ，２０２１，４：１４１－１６６．

·０５１·


