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热环境中黏弹性基体上 ＦＧＣＮＴＲＣＫｉｒｃｈｈｏｆｆ板的自由振动特性分析
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摘　要：ＦＧＣＮＴＲＣ凭借其卓越力学性能和可设计特性，在先进装备制造中展现出重要工程价值。围绕
纳米增强相尺度效应对其增强结构力学响应影响机制的关键问题，结合非局部理论与ＥｓｈｅｌｂｙＭｏｒｉＴａｎａｋａ方
法，构建了纳观－宏观跨尺度本构模型。基于碳纳米管（ｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓ，ＣＮＴｓ）空间梯度分布的数学表征，
考虑环境温度与ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ基体的热－力耦合效应，通过Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ板理论和能量变分原理构建了纳米增
强复合结构振动控制方程，求解了四边简支板的特征频率。分析了ＣＮＴｓ特征参数及热－力耦合效应对结构
固有频率的作用机制。研究表明，本构模型能有效表征ＣＮＴｓ尺度效应对结构动刚度的弱化作用。该效应同
时抑制基体弹性参数对刚度的增益效果，但显著提升温度变化的敏感性。同时，结构往复振动的临界体积分
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数与基体阻尼参数呈正相关。

关键词：非局部理论；ＥｓｈｅｌｂｙＭｏｒｉＴａｎａｋａ细观方法；碳纳米管增强复合材料；功能梯度
板；ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ基体
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　第３期 吴栋，等：热环境中黏弹性基体上ＦＧＣＮＴＲＣＫｉｒｃｈｈｏｆｆ板的自由振动特性分析

　　功能梯度材料是指增强相沿材料厚度方向连
续梯度变化的一类复合材料［１］，最早由学者于

１９８４年在研究航天飞机耐热材料时提出［２－３］。

与传统复合材料相比，功能梯度材料通过梯度界

面代替尖锐界面，实现了不同材料间的平滑过渡，

显著提升了抗分层、脱粘能力［４］和可设计性，在

航空航天等高端工业领域展示出广阔的应用前

景。碳纳米管（ｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓ，ＣＮＴｓ）以其优异
的力学性能成为功能梯度材料的理想增强

相［５－６］，功能梯度碳纳米管增强复合材料

（ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ，ＦＧＣＮＴＲＣ）已成为先进复合材料领域
研究的热点［７］。由于飞行器在复杂热环境下服

役，环境载荷会显著影响其结构动力学响应，针对

ＦＧＣＮＴＲＣ薄板的热机械振动问题研究成为推动
该类复合材料在航空航天领域应用的重要课题。

ＣＮＴＲＣ力学响应分析手段中，实验和分子动
力学模拟具有较高的精度，但前者的显著缺点是

周期长、成本高，而分子动力学模拟在宏观结构分

析中面临计算效率瓶颈［８］。相比之下，理论建模

则展现出快速高效、经济实用等突出优势，其预测

结果能有效指导实验设计与分子动力学模拟，体

现出独特的方法学价值。获取等效力学性能对纳

米增强复合材料力学响应分析至关重要。当前应

用较广的理论中，混合方法模型简单，但无法考虑

纳米纤维的固有特性，如波纹、团聚和尺度效

应［９］。ＥＭＴ（ＥｓｈｅｌｂｙＭｏｒｉＴａｎａｋａ）理论框架能考
虑纳米纤维的固有特性，且适用范围广［８，１０］。

Ａｄｈｉｋａｒｉ和Ｓｉｎｇｈ［１１］基于ＥＭＴ方法和代表性体积
有限元方法研究了 ＦＧＣＮＴＲＣ板的几何非线性
动力学响应。Ｔａｈｅｒｉ等［１２］基于 ＥＭＴ方法获取了
ＣＮＴＲＣ的等效力学性能，并通过扩展有限元法分
析了剪切载荷下含裂纹 ＣＮＴＲＣ板的屈曲特性。
Ｐａｋ等［１３］将有限元建模计算的界面热阻应用到

ＥＭＴ方法中，成功预测了具有完美和不完美界面
的ＣＮＴＲＣ的热导率，并通过有限元仿真和实验
验证了该方法的有效性。

研究表明，纳米材料存在显著的尺度效

应［１４］，导致其在纳米量级呈现与宏观体系显著差

异的力学响应。复合材料中采用纳米增强相时，

尺度效应的影响同样不可忽略［１５］。鉴于连续介

质理论未纳入尺度效应的影响机制，其对于纳米

结构力学响应的表征能力受到根本性限制。针对

这一理论局限性，学界发展出跨尺度理论分析框

架（包括非局部效应、应变梯度修正项及表面能

量耦合机制等模块），成功拓展了连续介质理论

在纳米力学领域的适域。分析表明，非局部理论

在参数匹配度方面与分子动力学模拟高度一

致［１６］，因此在纳米结构动力学特性表征中展现突

出适用性。Ｍａｒａｎｄｉ等［１７］基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型
和Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理研究了纳米尺度 ＣＮＴＲＣ夹层梁
的自由振动特性。Ｇｈｏｒｂａｎｐｏｕｒ等［１８］整合 ＥＭＴ
方法和改进型混合方法，构建了纳米增强材料的

刚度张量与其增强相特征参数的关联模型，运用

非局部理论揭示了表面应力对 ＣＮＴＲＣ纳米板双
轴临界屈曲承载力的调控机理。此外，系统的力

学响应受到外部环境和结构组成的显著影响。

Ａｍｉｒ等［１９］研究了非线性电磁环境下 Ｐａｓｔｅｒｎａｋ基
体连接的两个ＣＮＴｓ增强聚偏氟乙烯微米板的自
由振动响应。Ｄａｇｈｉｇｈ等［２０］探讨了热环境中

Ｐａｓｔｅｒｎａｋ基体上纳米ＣＮＴＲＣ板力学响应随ＣＮＴｓ
团聚、体积分数、Ｐａｓｔｅｒｎａｋ基体、温度及尺度效应
等参数的变化机制。研究团队在前期工作中，通

过发展非局部ＥＭＴ理论框架，成功揭示了尺度效
应对典型结构体系（含 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁［２１］与功能

梯度圆筒壳［２２］）静力学与动力学响应的跨尺度作

用机制。

综上所述，国内外学者在纳米尺度下

ＣＮＴＲＣ结构力学行为研究方面取得了丰硕成
果，但关于 ＣＮＴｓ尺度效应对宏观 ＣＮＴＲＣ结构
力学响应影响的研究相对缺乏。为此，构建

热 －力耦合作用下纳米增强复合材料结构的理
论框架，通过引入非局部理论框架表征纳米增

强相尺度效应的跨尺度影响机制，结合 ＥＭＴ方
法构建本构模型，实现宏观纳米增强复合材料

刚度的等效表征。基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ板理论和黏弹
性基体模型，以及 ＣＮＴｓ的空间梯度分布构型，
运用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理推导构建振动控制方
程，建立简支 ＣＮＴＲＣ板固有振动模态的数值解
法，分析揭示纳米增强相的尺度效应及其分布

特征、热 －力耦合环境对 ＣＮＴＲＣ板固有频率的
跨尺度作用机制。

１　理论建模

１．１　ＣＮＴＲＣ的力学特性

假设 ＣＮＴＲＣ中分布着一定量的直 ＣＮＴｓ，且
其轴线方向随机分布，单个ＣＮＴ的取向由欧拉角
αＥ和 β表征。ＣＮＴＲＣ中所有 ＣＮＴｓ的取向由概
率密度函数ｐ（αＥ，β）描述，且满足式（１）

［２３］。

∫
２π

０∫
π／２

０
ｐ（αＥ，β）ｓｉｎαＥｄαＥｄβ＝１ （１）

其中，当ＣＮＴｓ随机取向时ｐ（αＥ，β）＝（２π）
－１。

·５９１·
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根据ＥＭＴ方法和非局部理论，ＣＮＴｓ的平均
应变珔εｒ、平均应力 珚σｒ与基体的平均应变 εｍ和平
均应力σｍ之间的关系可表示为

珔εｒ＝珚ＡＥＭＴεｍ
［１－（ｅ０ａ）

２Δ］珚σｒ＝珚Ｃｒ珚ＡＥＭＴＣ
－１
ｍ σ{

ｍ

（２）

其中，ｅ０ａ为 ＣＮＴｓ的非局部特征参数；Δ为
Ｌａｐｌａｃｅ算子；Ｃｍ为基体的刚度矩阵，Ｃｒ为 ＣＮＴｓ
的刚度矩阵；珚ＡＥＭＴ为 ＥＭＴ方法引入的矩阵。若
ＣＮＴｓ沿相同方向排列，则有

ＡＥＭＴ＝［Ｉｕｍ＋ＳＣ
－１
ｍ （Ｃｒ－Ｃｍ）］

－１ （３）
式中：Ｉｕｍ为单位矩阵；Ｓ为 Ｅｓｈｅｌｂｙ矩阵，具体表
达式可参考文献［２３］。

对于随机取向的ＣＮＴｓ，珚ＡＥＭＴ可视为ＡＥＭＴ在空
间上的平均，即

珚ＡＥＭＴ ＝∫
２π

０∫
π
２

０
ｐ（αＥ，βＥ）ＡＥＭＴ（αＥ，βＥ）ｓｉｎαＥｄαＥｄβＥ

（４）
假设基体与 ＣＮＴｓ之间的黏接界面可忽略，

即二者之间具有完美的载荷传递，则有［２４］

σ＝ｆｍσｍ＋ｆｒ珚σｒ
ε＝ｆｍεｍ＋ｆｒ珔ε{

ｒ

（５）

其中：ｆｍ和ｆｒ分别为基体和ＣＮＴｓ的体积分数，且
ｆｍ＋ｆｒ＝１；σ和 ε为 ＣＮＴＲＣ的平均应力和平均
应变。

将式（２）代入式（５），可求得 ＣＮＴＲＣ平均应
力σ和平均应变ε之间的关系（如下式所示），进
而获得宏观ＣＮＴＲＣ的等效力学性能。
　 ［１－（ｅ０ａ）

２Δ］σ＝Ｃε－（ｅ０ａ）
２ＣｎΔε （６）

其中

　Ｃ＝（ｆｍＣｍ＋ｆｒＣｒ珚ＡＥＭＴ）（ｆｍＩｕｍ＋ｆｒ珚ＡＥＭＴ）
－１ （７）

需要指出的是，所构建的本构模型框架可拓

展至多类型纳米增强复合材料体系的跨尺度力学

建模，为先进纳米复合材料的优化设计提供普适

性理论工具。

１．２　自由振动控制方程

图１所示为所建立的黏弹性基体上 ＦＧ
ＣＮＴＲＣ板的示意图。在直角坐标系 ｏ－ｘｙｚ中，
原点位于板的一角，ｏ－ｘｙ平面与中面重合，ｘ轴
和 ｙ轴分别沿长度和宽度方向延伸，ｚ轴与 ｘ轴
和 ｙ轴形成右手系。板的几何尺寸由长度 Ｌ、宽
度 ｂ和厚度 ｈ表示。ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ基体的｛ｋｗ，
ｋＧ，ｃｔ｝分别表示其弹性层刚度、剪切层刚度和阻
尼参数。

目前，在功能梯度复合材料相关的理论建模

中，通常假设增强体沿ｚ轴方向的分布方式为

ｆｒ（ｚ）＝

ｆｒ　ＵＤ

１＋２ｚ( )ｈｆｒ　ＦＧＶ
２× １－２ｚ( )ｈ ｆｒ　ＦＧＯ

４ｚ
ｈｆ


ｒ













 　ＦＧＸ

（８）

图１　ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ基体上ＦＧＣＮＴＲＣ板示意图
Ｆｉｇ．１　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｅＦＧＣＮＴＲＣｐｌａｔｅｏｎ

ａｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋｓｕｂｓｔｒａｔｅ

显然，在四种分布方式下，ＣＮＴｓ的质量分数
均相等。

基于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ板理论，ＣＮＴＲＣ板的位移场可
表示为

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ









）
＝

ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ）－ｚ
ｗ０
ｘ

ｖ０（ｘ，ｙ，ｔ）－ｚ
ｗ０
ｙ

ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ













）

（９）

其中，ｕ、ｖ、ｗ表征材料点沿正交笛卡儿坐标系 ｘ、
ｙ、ｚ轴向的位移响应，ｕ０、ｖ０、ｗ０描述板中面参考点
在相同坐标系下的基础运动学量。

根据式（９），ＣＮＴＲＣ板的应变场可表示为

ε＝

εｘｘ
εｙｙ
γ









ｘｙ

＝

ε０ｘｘ
ε０ｙｙ
γ０









ｘｙ

＋ｚ

ε１ｘｘ
ε１ｙｙ
γ１









ｘｙ

　　　

＝

ｕ０
ｘ
ｖ０
ｙ

ｕ０
ｙ
＋
ｖ０


















ｘ

＋ｚ

－
２ｗ０
ｘ２

－
２ｗ０
ｙ２

－２
２ｗ０
ｘ

















ｙ

（１０）

将式（１０）代入式（６），并考虑环境温度变化
的影响，可得

［１－（ｅ０ａ）
２Δ］σ＝ＣεＴ－（ｅ０ａ）

２ＣｎΔε

εＴ＝

εｘｘ－α１１（ｚ）（Ｔ－Ｔｒ）

εｙｙ－α２２（ｚ）（Ｔ－Ｔｒ）

γ




















ｘｙ

（１１）
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其中：Ｔ－Ｔｒ为相对于参考环境温度Ｔｒ的温差，取
Ｔｒ＝３００Ｋ；横观各向同性热膨胀系数 αｉｉ（ｉ＝１，
２）表征ＣＮＴＲＣ板在材料主方向（ｘ，ｙ）的热 －力
耦合响应特性，其表达式满足文献［２５］提出的
模型

α１１＝ｆｒα
ＣＮＴ
１１ ＋ｆｍαｍ

α２２＝（１＋ν
ＣＮＴ
１２ ）ｆｒα

ＣＮＴ
２２ ＋（１＋νｍ）ｆｍαｍ－ν１２α１１

ν１２＝ｆｒν
ＣＮＴ
１２ ＋ｆｍν

{
ｍ

（１２）
基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ能量变分原理，可得结构固有

模态控制方程的定义式为［２６］

∫
Ｔ

０
（δＵ＋δＷ－δＫ）ｄｔ＝０ （１３）

其中，δＵ、δＷ和δＫ分别表示虚应变能、虚功和虚
动能。

虚应变能δＵ的表达式为

δＵ＝∫Ｖ（σｘｘδεｘｘ＋σｙｙδεｙｙ＋σｘｙδγｘｙ）ｄＶ
＝∫

Θ
（Ｎｘｘδε

０
ｘｘ＋Ｎｙｙδε

０
ｙｙ＋Ｎｘｙδγ

０
ｘｙ）ｄΘ＋

　∫
Θ
（Ｍｘｘδε

１
ｘｘ＋Ｍｙｙδε

１
ｙｙ＋Ｍｘｙδγ

１
ｘｙ）ｄΘ （１４）

其中，Θ为ＣＮＴＲＣ板的ｏ－ｘｙ面区域；且满足
Ｎｘｘ
Ｎｙｙ
Ｎ











ｘｙ

＝∫
ｈ／２

－ｈ／２

σｘｘ
σｙｙ
σ











ｘｙ

ｄｚ

Ｍｘｘ
Ｍｙｙ
Ｍ











ｘｙ

＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
ｚ
σｘｘ
σｙｙ
σ











ｘｙ

ｄ















ｚ

（１５）

虚动能δＫ可表示为

δＫ＝∫Ｖρｕｔδｕ＋ｖｔδｖ＋ｗｔδ( )ｗｄＶ
＝∫

Θ
Ｉ０
ｕ０
ｔδ
ｕ０＋

ｖ０
ｔδ
ｖ０＋

ｗ０
ｔδ
ｗ( )０[ ＋

　Ｉ２
２ｗ０
ｘｔ

δｗ０
ｘ
＋
２ｗ０
ｙｔ

δｗ０
( ) ]ｙ

ｄΘ （１６）

其中，ρ为 ＣＮＴＲＣ板的密度，有 ρ＝ｆｒρｒ＋ｆｍ ρｍ；
同时满足以下条件

Ｉｉ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
ρｚｉｄｚ　ｉ＝０，２ （１７）

虚功δＷ［２７］可表示为

δＷ＝∫
Θ
ＮＱδｗ０＋ＮＴｘ

ｗ０
ｘ
δｗ０
( ｘ
＋ＮＴｙ

ｗ０
ｙ
δｗ０
 )ｙ ｄΘ

（１８）
式中，ＮＱ表征黏弹性基体对 ＣＮＴＲＣ板的接触反
力，ＮＴｘ、ＮＴｙ为温度场作用形成的热载荷分量沿材
料主方向ｘ、ｙ轴的分布，且满足以下关系［２８］

ＮＱ＝ｋｗｗ０－ｋＧΔｗ０＋ｃｔ
ｗ０
ｔ

（１９）

ＮＴｘ
ＮＴ[ ]
ｙ

＝－∫
ｈ／２

－ｈ／２

ｃ１１（ｚ）α１１（ｚ）

ｃ２２（ｚ）α２２（ｚ[ ]）（Ｔ－Ｔｒ）ｄｚ
（２０）

其中，ｃ１１（ｚ）和ｃ２２（ｚ）为式（７）中刚度矩阵Ｃ的分
量，下标表示对应于刚度矩阵的元素位置。将

式（１４）、式（１６）和式（１８）代入式（１３），可推导出
自由振动控制方程如下

Ｎｘｘ，ｘ＋Ｎｘｙ，ｙ－Ｉ０
２ｕ０
ｔ２
＝０

Ｎｙｙ，ｙ＋Ｎｘｙ，ｘ－Ｉ０
２ｖ０
ｔ２
＝０

Ｍｘｘ，ｘｘ＋Ｍｙｙ，ｙｙ＋２Ｍｘｙ，ｘｙ＋

ＮＴｘ
２ｗ０
ｘ２
＋ＮＴｙ

２ｗ０
ｙ２
＋ＮＱ

＝Ｉ０
２ｗ０
ｔ２
－Ｉ２

４ｗ０
ｘ２ｔ２

＋
４ｗ０
ｙ２ｔ( )



















２

（２１）

基于式（１３），可同时获得 ＣＮＴＲＣ板的边界
条件。针对四边简支 ＣＮＴＲＣ板的自由振动问
题，其边界条件设置为

ｕ（ｘ，０）＝ｕ（ｘ，ｂ）＝ｖ（０，ｙ）＝ｖ（Ｌ，ｙ）＝０
ｗ（ｘ，０）＝ｗ（ｘ，ｂ）＝ｗ（０，ｙ）＝ｗ（Ｌ，ｙ）＝０
Ｍｘｘ（０，ｙ）＝Ｍｘｘ（Ｌ，ｙ）＝０

Ｍｙｙ（ｘ，０）＝Ｍｙｙ（ｘ，ｂ）










＝０

（２２）
假设ＣＮＴＲＣ板的初始速度和初始位移均为

零，即

ｕ０（ｘ，ｙ，ｚ，０）＝ｕ０（ｘ，ｙ，ｚ，０）＝０
ｖ０（ｘ，ｙ，ｚ，０）＝ｖ０（ｘ，ｙ，ｚ，０）＝０
ｗ０（ｘ，ｙ，ｚ，０）＝ｗ０（ｘ，ｙ，ｚ，０）

{
＝０

（２３）

式（２１）～（２３）严格确立了 ＦＧＣＮＴＲＣ板固
有模态问题的封闭解存在性条件。

２　四边简支ＦＧＣＮＴＲＣ板自由振动特性
求解

　　为简化问题求解，引入以下无量纲参数 珋ｘ＝

ｘ
Ｌ，珋ｙ＝

ｙ
ｂ，珔ｕ０＝

ｕ０
Ｌ，珋ｖ０＝

ｖ０
ｂ，珔ｗ０＝

ｗ０
ｈ，α＝

ｅ０ａ
Ｌ；η＝

ｈ
Ｌ，ξ＝

ｈ
ｂ，λ＝

Ｌ
ｂ，
珋Ｉ０＝

Ｉ０
ρｍｈ
，珋Ｉ２＝

Ｉ２
ρｍｈ

３，珋ｋｗ＝
ｋｗｈ
Ｅｍ
，

珋ｋＧ＝
ｋＧ
ＥｍＬ
；珋ｃｔ＝

ｃｔｈ
Ｌ Ｅｍρ槡 ｍ

，τ＝ｔＬ
Ｅｍ
ρ槡ｍ
。珚ＮＴｘ＝

ＮＴｘ
Ｅｍｈ
，

珚ＮＴｙ＝
ＮＴｙ
Ｅｍｈ
，珔Ａｉｊ＝

Ａｉｊ
Ｅｍｈ
，珔Ｂｉｊ＝

Ｂｉｊ
Ｅｍｈ

２；珚Ｄｉｊ＝
Ｄｉｊ
Ｅｍｈ

３，珔Ａｎｉｊ＝

·７９１·
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Ａｎｉｊ
Ｅｍｈ
，珔Ｂｎｉｊ＝

Ｂｎｉｊ
Ｅｍｈ

２，珚Ｄｎｉｊ＝
Ｄｎｉｊ
Ｅｍｈ

３。

基于 Ｎａｖｉｅｒ法求解 ＣＮＴＲＣ板的自由振动特
性，其位移场可表示为［２９］

珔ｕ（珋ｘ，珋ｙ，τ）＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
Ｕｍｎｅ

ｉΩｍｎτｃｏｓ（ζ珋ｘ）ｓｉｎ（β珋ｙ）

珋ｖ（珋ｘ，珋ｙ，τ）＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
Ｖｍｎｅ

ｉΩｍｎτｓｉｎ（ζ珋ｘ）ｃｏｓ（β珋ｙ）

珔ｗ 珋ｘ，珋ｙ，( )τ＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
Ｗｍｎｅ

ｉΩｍｎτｓｉｎ（ζ珋ｘ）ｓｉｎ（β珋ｙ













）

（２４）
其中：ｍ和 ｎ是半波数；Ｕｍｎ、Ｖｍｎ和 Ｗｍｎ为 Ｆｏｕｒｉｅｒ

系数；ζ＝ｍπ，β＝ｎπ， 槡ｉ＝ －１；Ωｍｎ为 ＦＧＣＮＴＲＣ
板的无量纲复特征频率，与有量纲特征频率 ωｍｎ
之间的转换关系为

Ωｍｎ＝ωｍｎＬ
ρｍ
Ｅ槡ｍ

（２５）

基于式（２１）、式（２４）～（２９），可将振动控制
方程改写为无量纲形式，具体如下

（Ｋ３×３－Ω
２
ｍｎＭ３×３＋ｉΩｍｎＣｔ，３×３）Ξ３×１＝０

（２６）
其中

Ξ３×１＝

Ｕｍｎ
Ｖｍｎ
Ｗ









ｍｎ

（２７）

由于 Ｋ３×３、Ｍ３×３和 Ｃｔ，３×３中元素的具体表达
式较为冗长，为保持内容的简洁性，此处不再详

细列出，相应的表达式可通过 Ｍａｐｌｅ软件进行
推导。

对于式（３１），ＣＮＴＲＣ板的位移 Ξ３×１存在非
零解的充要条件为系数矩阵的行列式为零，即

ｄｅｔ（Ｋ３×３－Ω
２
ｍｎＭ３×３＋ｉΩｍｎＣｔ，３×３）＝０

（２８）
式（３３）中绝对值最小的一组解对应于

ＣＮＴＲＣ板自由振动的无量纲固有频率。求得
式（３３）的显式解析表达式较为困难，为此基于
Ｎｅｗｔｏｎ迭代算法进行半解析求解。

Ｈｅ等［３０］和 Ｚｈａｏ等［３１］分别采用有限元法

（ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，ＦＥＭ）和无网格 ｋｐＲｉｔｚ方
法（ｅｌｅｍｅｎｔｆｒｅｅｋｐＲｉｔｚｍｅｔｈｏｄ，ＥＦＲＭ）对功能梯
度材料（ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｍａｔｅｒｉａｌｓ，ＦＧＭ）板的自
由振动特性进行了分析，二者均假设增强相体积

分数的分布方式为

ｆｒ（ｚ）＝
２ｚ＋ｈ
２( )ｈ

Ｎ

　Ｎ≥０ （２９）

文献［３０－３１］中给出了式（２９）在 Ｎ＝０和
Ｎ＝２０００时简支 ＦＧＭＫｉｒｃｈｈｏｆｆ板的固有频率。
图２展示了 ＦＧＭ Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ板的固有频率与
ＦＥＭ［３０］和 ＥＦＲＭ［３１］的对比结果，结果表明，ＦＧＭ
Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ板固有频率的计算结果与文献［３０－
３１］具有良好的一致性。

图２　简支ＦＧＭＫｉｒｃｈｈｏｆｆ板的固有频率对比
结果（Ｌ＝ｂ＝０．４，ｈ＝０．００５）

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｆｏｒｔｈｅ
ｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄＦＧＭＫｉｒｃｈｈｏｆｆｐｌａｔｅ

（Ｌ＝ｂ＝０．４，ｈ＝０．００５）

进一步，将四边简支 Ｐａｓｔｅｒｎａｋ基体上 ＦＧＭ
板无量纲基频的计算结果与文献［３２］中的解析
结果进行对比，如表１所示，结果表明二者具有良
好的一致性。其中，ＦＧＭ的性能参数沿板厚度方
向变化的表达式为

Ｐ（ｚ）＝Ｐｍ＋（Ｐｒ－Ｐｍ）
１
２－

ｚ( )ｈ
Ｎ

（３０）

式中，Ｐ表示ＦＧＭ的弹性模量和密度。

表１　Ｐａｓｔｅｒｎａｋ基体上简支ＦＧＭＫｉｒｃｈｈｏｆｆ板的无量纲
基频对比结果（Ｌ＝ｂ，珋ｋｗ＝珋ｋＧ＝１００）

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ
（ＤＦＦ）ｆｏｒｔｈｅｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄＦＧＭＫｉｒｃｈｈｏｆｆｐｌａｔｅｏｎａ

Ｐａｓｔｅｒｎａｋｓｕｂｓｔｒａｔｅ（Ｌ＝ｂ，珋ｋｗ＝珋ｋＧ＝１００）

Ｌ／ｈ

Ｎ＝０．５ Ｎ＝１ Ｎ＝２

半解

析法

解析

法［３２］

半解

析法

解析

法［３２］

半解

析法

解析

法［３２］

１０ ０．１５８８０．１５６３０．１５５５０．１５４２０．１５２７０．１５３５

２０ ０．０３９８０．０３９５０．０３８９０．０３８８０．０３８２０．０３８６

３　参数影响分析

本节分析 ＣＮＴｓ体积分数及其分布类型、尺
度效应参数、ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ基体参数和环境温
度等因素对四边简支 ＣＮＴＲＣ板自由振动特性

·８９１·
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的影响。若无特别说明，ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ基体的
参数和 ＣＮＴＲＣ板的几何尺寸如表２所示；选取
聚甲 基 丙 烯 酸 甲 酯 （ｐｏｌｙｍｅｔｈｙｌｍｅｔｈａｃｒｙｌａｔｅ，
ＰＭＭＡ）作为复合材料的连续相，增强相为单壁
碳 纳 米 管 （ｓｉｎｇｌｅｗａｌｌｅｄ ｃａｒｂｏｎ ｎａｎｏｔｕｂｅｓ，
ＳＷＣＮＴｓ），其温度不相关的材料参数列于表３。
ＰＭＭＡ和 ＳＷＣＮＴｓ的温度相关参数随温度变化
的表达式［３３－３４］为

Ｅｍ＝（３．５２－０．００３４Ｔ）

αｍ＝４５×［１＋０．０００５（Ｔ－Ｔｒ）］×１０
－６

ＱＣＮＴ（Ｔ）＝Ｑ０（１＋Ｑ１Ｔ＋Ｑ２Ｔ
２＋Ｑ３Ｔ

３{
）

（３１）
其中：Ｅｍ和αｍ为ＰＭＭＡ的杨氏模量和热膨胀系
数；ＱＣＮＴ表示 ＳＷＣＮＴｓ的温度相关参数，Ｑ０～Ｑ３

为材料常数，具体数值如表４［３４］所示。

表２　ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ基体的参数和ＣＮＴＲＣ板的尺寸
Ｔａｂ．２　ＶｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋｓｕｂｓｔｒａｔｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄ

ＣＮＴＲＣｐｌａｔｅｓｉｚｅ

ｋｗ／（Ｎ／ｍ
３） ｋＧ／（Ｎ／ｍ） ｃｔ／（Ｎ·ｓ·ｍ

－２）Ｌ／ｍｂ／ｍｈ／ｍ

２．０２６６×１０８ ６６６８７５００ １４１１６５ １ １ ０．１

表３　ＰＭＭＡ和ＳＷＣＮＴｓ的温度不相关材料参数
Ｔａｂ．３　Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ

ＰＭＭＡａｎｄＳＷＣＮＴｓ

νｍ ρｍ／（ｋｇ／ｍ
３） νＣＮＴ１２ ρＣＮＴ／（ｋｇ／ｍ

３） ｆｒ／％

０３４ １１５０ ０．１７５ １４００ ５

表４　ＳＷＣＮＴｓ的温度相关参数表达式的系数
Ｔａｂ．４　ＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｔｈｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｆｏｒＳＷＣＮＴｓ

ＱＣＮＴ Ｑ０ Ｑ１ Ｑ２ Ｑ３

ＥＣＮＴ１１ ／ＧＰａ ６３９９．８０ ６．７７８９９×１０－１ １．１６０９７×１０－３ ６．９６６３６×１０－７

ＥＣＮＴ２２ ／ＧＰａ ８０２１．５５ ６．７５７２７×１０－１ １．１５６２６×１０－３ ６．９３４４５×１０－７

ＧＣＮＴ１２ ／ＧＰａ １０４７．５５ ２．４６９６９×１０ ４．９４８３１×１０－３ ３．１８２２４×１０－６

αＣＮＴ１１ ／Ｋ １．１２５１５×１０－６ ２．０３６７８×１０－８ ２．５６５８８×１０－１１ １．００９８７×１０－１４

αＣＮＴ２２ ／Ｋ ５．４３７１５×１０－６ １．８１０９２×１０－１０ ５．３３３６８×１０－１４ ２．２９９００×１０－１８

　　分析结果的合理性与非局部参数ｅ０ａ的选取
密切相关。为标定该参数，通常通过建立理论解

与实验或跨尺度仿真表征数据的定量匹配关

系［３５］。结果表明，该参数的物理量值受工况、构

型及多物理场耦合特性的协同作用［３６］。为此，参

数分析成为采用非局部理论研究尺度效应与结构

响应关联的通用方法，其中非局部参数 ｅ０ａ通常
设定为０１，下文采用该参数化分析体系。

表５列出了四种 ＣＮＴｓ分布类型在不同非局
部参数下对应的 ＣＮＴＲＣ板前两阶无量纲固有频
率。无量纲固有频率由实部和虚部构成，实部用

于描述系统的衰减速率和阻尼特性，负值表明系

统稳定［２７，３７］；虚部则代表系统衰减后的固有频

率，表征ＣＮＴＲＣ板的动刚度特性［２９］。后续研究

重点放在 ＣＮＴＲＣ板自由振动的刚度特性上，即
固有频率虚部。不同 ＣＮＴｓ分布类型下，无量纲
固有频率虚部的大小顺序为：ＦＧＯ＜ＦＧＶ＜
ＵＤ＜ＦＧＸ，与文献［２５，３８］的结论一致。这是由
于板的上下表面对其动刚度影响显著，因此在上

下表面填充更多 ＣＮＴｓ的结构具有更高的动刚
度，使得ＦＧＸＣＮＴＲＣ板的频率虚部最大，而ＦＧ
ＯＣＮＴＲＣ板的频率虚部最小。ＣＮＴｓ的尺度效应
会削弱 ＣＮＴＲＣ板的刚度，表５中考虑这一效应
后，无量纲固有频率虚部有所减小。此外，非局部

参数对ＦＧＸ、ＦＧＯ和ＵＤ分布方式下 ＣＮＴＲＣ板
的无量纲固有频率实部影响较小，但在 ＦＧＶ分
布方式下，实部绝对值随非局部参数的增加而增

大，这归因于ＦＧＶ分布的 ＣＮＴｓ沿 ｚ轴的不对称
特性。后续的分析中，选取ＦＧＶ作为ＣＮＴｓ的典
型分布方式，以探讨不同参数对 ＦＧＣＮＴＲＣ板自
由振动特性的影响。

此外，表５还显示无量纲固有频率虚部的下降
幅度随结构动刚度的增加而增大。当非局部参数

从０增至０．２时，不同ＣＮＴｓ分布类型下ＣＮＴＲＣ板
无量纲基频虚部的下降幅度分别为：ＦＧＯ
（１７５２％）＜ＦＧＶ（１７６３％）＜ＵＤ（２０７１％）＜ＦＧ
Ｘ（２２１０％）。这一发现进一步证明了在研究宏
观ＣＮＴＲＣ结构时考虑ＣＮＴｓ尺度效应的重要性。

·９９１·
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表５　不同ＣＮＴｓ分布类型和非局部参数下ＣＮＴＲＣ板的无量纲基频
Ｔａｂ．５　ＤＦＦｏｆＣＮＴＲＣｐｌａｔｅｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔＣＮＴｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｔｙｐｅｓａｎｄｎｏｎｌｏｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

α
ＣＮＴｓ分布类型

ＵＤ ＦＧＶ ＦＧＸ ＦＧＯ

０ －０．４１１８＋３．０８８６ｉ －０．４０９６＋２．６４１２ｉ －０．４１１８＋３．７２３４ｉ －０．４１１８＋２．３４５４ｉ

０．０５ －０．４１１８＋３．０２６９ｉ －０．４０９６＋２．５９５４ｉ －０．４１１８＋３．６４４６ｉ －０．４１１８＋２．３０５１ｉ

０．１０ －０．４１１８＋２．８６６４ｉ －０．４０９７＋２．４７７１ｉ －０．４１１８＋３．４３９０ｉ －０．４１１８＋２．２００９ｉ

０．１５ －０．４１１８＋２．６５９１ｉ －０．４０９９＋２．３２６０ｉ －０．４１１８＋３．１７２４ｉ －０．４１１８＋２．０６７６ｉ

０．２０ －０．４１１８＋２．４４９０ｉ －０．４１０１＋２．１７５５ｉ －０．４１１８＋２．９００５ｉ －０．４１１８＋１．９３４５ｉ

　　图３展示了ＦＧＶＣＮＴＲＣ板无量纲基频虚部
随非局部参数及基体刚度（含弹性层刚度和剪切

层刚度）的变化规律，其中 Ｉｍ（Ωα）表示无量纲基
频虚部，（ｋｗ，ｋＧ）表示相对表 ２中数值的倍数。
从图３中可以看出，随着非局部参数的增大，ＦＧ
ＶＣＮＴＲＣ板的无量纲基频虚部逐渐减小，且减小
速度不断加快，表明非局部参数越大，ＦＧＶ
ＣＮＴＲＣ板的动刚度越低，且动刚度下降梯度与非
局部参数呈正相关。

图３　ＣＮＴＲＣ板在不同非局部参数及基体刚度下的
无量纲基频虚部

Ｆｉｇ．３　ＩｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｏｆＤＦＦｆｏｒＣＮＴＲＣｐｌａｔｅｓｕｎｄｅｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｎｌｏｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｓｕｂｓｔｒａｔｅｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

由图３还可以观察到，ＦＧＶＣＮＴＲＣ板的无
量纲基频虚部随基体刚度的增加而上升，表明基

体支撑作用能够增强 ＦＧＶＣＮＴＲＣ板的动刚度。
同时，由于基体刚度和非局部参数对 ＦＧＶ
ＣＮＴＲＣ板刚度的影响存在竞争关系，提高基体刚
度可以减弱非局部参数对板动刚度的作用。此

外，在基体弹性层刚度 ｋｗ和剪切层刚度 ｋＧ相对
于初始值以相同比例增加时，提升 ｋｗ对 ＦＧＶ
ＣＮＴＲＣ板动刚度的增强效果更为显著。

图４描绘了ＦＧＶＣＮＴＲＣ板无量纲固有频率
虚部随温度场和非局部参数的变化趋势。分析表

明，温度场和非局部参数对 ＦＧＶＣＮＴＲＣ板无量
纲基频的影响方向一致，均会导致板的动刚度降

低，且刚度下降梯度与温度呈正相关。当环境温

度从２８０Ｋ升高至３８０Ｋ时，不同非局部参数下
ＦＧＶＣＮＴＲＣ板无量纲基频虚部的降幅分别为：
１０２１％（α＝０）、１０９０％（α＝００５）、１２９０％
（α＝０．１０）、１５９５％（α＝０１５）和１９７１％（α＝
０２０）。这一现象说明，考虑 ＣＮＴｓ的尺度效应会
显著放大温度场对 ＦＧＶＣＮＴＲＣ板动刚度的负
面作用。

图４　ＣＮＴＲＣ板在不同温度场和非局部参数下的
无量纲基频虚部

Ｆｉｇ．４　ＩｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｏｆＤＦＦｆｏｒＣＮＴＲＣｐｌａｔｅｓｕｎｄｅｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｆｉｅｌｄｓａｎｄｎｏｎｌｏｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

图５展示了ＦＧＶＣＮＴＲＣ板无量纲固有频率
虚部随ＣＮＴｓ体积分数和基体阻尼参数的变化规
律，其中基体阻尼参数 ｃ０ｔ＝１４１１６５Ｎ·ｓ·ｍ

－２。

从图中可以看出，在不同基体阻尼参数下，当

ＣＮＴｓ体积分数小于或等于临界值 ｆｃｒｉｔｒ 时，ＦＧＶ
ＣＮＴＲＣ板无量纲基频虚部为零，表明此时板未发
生往复振荡；当 ＣＮＴｓ体积分数超过 ｆｃｒｉｔｒ 时，无量
纲基频虚部随 ＣＮＴｓ体积分数的增加而上升，但
上升速度逐渐减缓，说明 ＦＧＶＣＮＴＲＣ板的动刚
度随 ＣＮＴｓ体积分数的增加而提高，但增长梯度
逐渐减小。此外，临界体积分数 ｆｃｒｉｔｒ 随阻尼参数
的增大而增加，这是因为基体阻尼参数会消耗

ＦＧＶＣＮＴＲＣ板自由振动的能量，而ＣＮＴｓ体积分
数的增加会提高板的自由振动的能量。因此，阻
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尼参数越大，能量耗散越多，对应的临界体积分数

也越大。

图５　ＣＮＴＲＣ板无量纲基频虚部随ＣＮＴｓ体积分数和
基体阻尼参数的变化曲线

Ｆｉｇ．５　ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｍａｇｎａｒｙｐａｒｔｏｆＤＦＦｆｏｒＣＮＴＲＣ
ｐｌａｔｅｓｗｉｔｈＣＮＴｓｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎａｎｄ
ｓｕｂｓｔｒａｔｅｄａｍｐｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

４　结论

通过将非局部理论与传统ＥＭＴ模型相结合，
提出了一种能够有效表征 ＣＮＴＲＣ力学性能的非
局部ＥＭＴ理论框架，解决了传统 ＥＭＴ模型无法
考虑纳米材料尺度效应的局限性。依据Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
理论与 ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ基体模型，运用能量变分
原理构建了热 －力耦合作用下 ＦＧＣＮＴＲＣ薄板
固有模态问题分析的控制方程，得到了简支

ＣＮＴＲＣ板的固有频率半解析解。重点分析了尺
度效应、纳米增强相的空间特征分布与热 －力耦
合因素对 ＣＮＴＲＣ板固有频率的影响，得出以下
主要结论：

１）建立的非局部 ＥＭＴ本构模型可有效表征
纳米增强相尺度效应对 ＣＮＴＲＣ板固有频率特性
的影响，为纳米增强复合材料宏观结构的力学响

应分析提供了理论框架。

２）不同 ＣＮＴｓ分布类型下，板的动刚度大小
顺序为：ＦＧＯ＜ＦＧＶ＜ＵＤ＜ＦＧＸ。
３）考虑 ＣＮＴｓ的尺度效应会显著降低

ＣＮＴＲＣ板的动刚度，同时非局部参数会削弱基体
刚度对ＣＮＴＲＣ板的增强作用。
４）ＣＮＴＲＣ板的动刚度随环境温度的升高而

降低，且考虑 ＣＮＴｓ的尺度效应后，温度场的影响
更加显著。

５）增加 ＣＮＴｓ体积分数可显著提升 ＦＧ
ＣＮＴＲＣ板的动刚度；而增大基体的阻尼参数会提
高板开始往复振荡所需的临界体积分数。
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