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摘　要：针对复杂结构系统的可靠性优化设计问题，提出一种高效的基于扩展空间子集模拟及马尔可夫
链模拟的优化方法。在扩展空间中将设计参数为基本随机变量分布参数的可靠性优化问题进行转化，优化

目标失效概率函数，等价转化成参数后验密度函数，通过子集模拟方法获得覆盖全设计域的初始失效样本

点，再结合近似序列优化框架，采用高效的马尔可夫链模拟方法在逐步缩小的设计域内进行模拟，逐次更新

设计参数后验密度函数的估计，并解耦求解得到优化问题的最优解。与已有方法相比，所提方法仅需一次可

靠性分析即可避免局部优化解，得到全局最优解。所给算例说明所提方法在分析计算精度和效率上的优越性
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　　在实际工程中，不确定性的广泛存在给工程
结构的分析、设计与制造过程带来了挑战。基于

结构可靠性的优化设计（ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｂａｓｅｄｄｅｓｉｇｎ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＲＢＤＯ）已成为解决考虑不确定性因
素下的结构分析设计的有力工具，在实际工程中

得到了广泛应用。

在可靠性优化问题的研究过程中，已发展了

多种计算方法，主要分为三类：双循环方法［１－２］、

单循环方法［３］和解耦方法［４－５］。

双循环方法包括可靠性分析计算与优化求解

两个循环的嵌套求解，是最直接的可靠性优化设

计方法，其 缺 点 是 需 要 大 量 的 计 算 代 价。
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Ｅｎｅｖｖｏｌｄｓｅｎ等［１］将可靠性分析中的可靠度指标

替换为性能约束来求解可靠性优化设计问题；

Ｌｅｈｋｙ＇等［６］利用拉丁超立方抽样及相关控制，提

出了一种基于小样本仿真的双循环方法，有效提

高了计算效率。

单循环方法通过确定性约束来替代双循环方

法中的可靠性分析内层循环［７］，能够有效降低计

算成本，但在精度方面有所损失。Ｌｉａｎｇ等［３］利

用单循环方法思想提出了一种计算效率较高的可

靠性优化算法，可同时搜索最优设计和最可能失

效点，提高了求解的稳定性；Ｙａｎｇ等［８］提出了一

种混合自适应Ｋｒｉｇｉｎｇ单循环算法，在单循环方法
中应用构建Ｋｒｉｇｉｎｇ代理模型，来提高求解的计算
效率和精度；Ｙａｎｇ等［９］还提出了一种基于单循环

方法的局部自适应Ｋｒｉｇｉｎｇ近似方法，通过Ｋｒｉｇｉｎｇ
代理模型来代替目标函数和约束函数，大大降低

了计算代价。

解耦方法通过显式表达出近似概率约束从而

将可靠性优化问题解耦转化为确定性的优化问

题，利用常规的优化算法对其进行求解，为解决

ＲＢＤＯ问题提供了一种有效途径。其中，概率约
束的近似表达，也就是失效概率函数（ｆａｉｌｕｒｅ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＦＰＦ）的求解是解耦方法中的
关键［１０］。目前已经发展了多种构建失效概率函

数的方法，例如，利用响应面法［１１］对失效概率函

数的对数进行一次［１２］和二次近似拟合［１３］。类似

地，可以利用泰勒级数展开，并基于失效概率函数

值及导数值得到失效概率函数的近似表达［１４］；此

外，还可利用其他代理模型方法，如 Ｋｒｉｇｉｎｇ代理
模型［１５］、支持向量机方法［１６－１７］或者多项式展

开［１８］等广泛应用于可靠性分析以及可靠性优化

设计中。基于扩展空间的策略能仅在一次可靠性

分析中获得失效概率函数［１９］，可用于解耦求解可

靠性优化问题。Ｆａｅｓ等［４］针对线性系统获得失

效概率函数的近似估计，然后将可靠性优化问题

进行解耦。Ｙｕａｎ等［５］通过加权重要抽样方法［２０］

获得失效概率函数的估计，只需执行一次重要抽

样模拟就能解耦原优化问题，同时 Ｙｕａｎ等［２１］还

提出一种基于增强线抽样以及最优化组合算法的

解耦可靠性优化方法，显著提高了计算效率。

Ｆａｅｓ等［２２］利用解耦方法的思想，通过提出的算子

范数框架建立适当模型，有效解决了受高斯动载

荷的线性结构的可靠性优化问题。Ｚｈａｏ等［２３］利

用改进的极值矩法提出一种新的解耦方法，用于

解决时变可靠性优化问题。

虽然结构可靠性的优化方法已经得到广泛应

用，但依然可能出现效率低、鲁棒性差［２４］、精度损

失大［２５］等情况，这些可靠性优化方法在实际工程

应用中还需要进一步深入研究和完善。

本文提出一种基于扩展空间子集模拟抽样及

马尔可夫链模拟的可靠性优化方法。通过子集模

拟抽样方法［２６－２７］生成覆盖整个设计域的初始失

效样本，利用马尔可夫链模拟方法［２７］在逐步缩小

的设计域内进行模拟，结合序列优化及样本重用

策略，对目标密度函数进行估计并逐步更新，进而

解耦求解原优化问题。

１　可靠性优化问题的定义

设随机变量向量 ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］（ｎ为随

机变量个数），其中变量的某些分布参数为对应

的设计参数θ＝［θ１，θ２，…，θｎθ］（ｎθ为设计参数个
数）。在θ取不同值时，对应的失效概率用ＰＦ（θ）
表示，即失效概率函数，即：

ＰＦ（θ）＝∫ＩＦ（ｘ）ｆ（ｘθ）ｄｘ （１）

式中：ＩＦ（ｘ）为指示函数，若 ｘ∈Ｆ，ＩＦ（ｘ）＝１，否
则，ＩＦ（ｘ）＝０；Ｆ｛ｘ：ｇ（ｘ）≤０｝为失效域，ｇ（ｘ）为
极限状态函数；ｆ（ｘθ）为 ｘ在 θ条件下的概率密
度函数。

可靠性优化问题可以表示为：

ｍｉｎＰＦ（θ）

ｓ．ｔ．
Ｃｊ（θ）≤０　ｊ＝１，２，…，ｎＣ
θｉ≤θｉ≤珋θｉ　ｉ＝１，２，…，ｎ{

θ （２）
其中，Ｃｊ（θ）为第 ｊ个确定性约束，θｉ与 珋θｉ分别为
第ｉ个设计参数θｉ的最小值与最大值。该优化问
题为在制造或经济成本的约束下，使系统的失效

概率最小。在求解式（２）中包含的双循环可靠性
优化问题时，如采用传统的模拟方法，所需的计算

代价会十分庞大，这对于实际工程问题有时变得

不可行。

针对该难题，提出一种高效的方法求解可靠

性优化问题。该方法基于扩展空间思想，将失效

概率函数转化为目标分布的期望形式，从而高效

解耦原始可靠性优化问题，提高了求解效率。

２　扩展空间优化方法

２．１　可靠性优化问题在扩展空间中的转化

该节给出将原始可靠性优化问题转化为在扩

展空间中的等价问题的过程。将设计参数θ看作
随机变量向量，且θ服从先验概率分布φ（θ）。依
据贝叶斯定理，式（２）可靠性优化问题的目标函

·４０２·
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数可以表示为：

ＰＦ（θ）＝
φ（θＦ）Ｐ（Ｆ）
φ（θ）

（３）

式中，Ｐ（Ｆ）表示扩展空间中的失效概率，由
式（４）给出。

Ｐ（Ｆ）＝ＩＦ（ｘ）ｆ（ｘθ）φ（θ）ｄｘｄθ （４）

其中：ＩＦ（ｘ）为失效域指示函数；φ（θ）为先验分
布，可人为选定，理论上θ的分布类型并不影响失
效概率函数［２８］，一般为均匀分布或正态分布，在

这里选为均匀分布，即θ～Ｕ［θ，珔θ］，此时 φ（θ）可
表示为：

φ（θ）＝∏
ｎθ

ｉ＝１

１
珋θｉ－θｉ

（５）

式（３）中的 φ（θＦ）为设计参数 θ在失效事件发
生的条件下的后验分布。由于 θ服从均匀分布，
因此φ（θ）为确定的常数，不随θ变化而变化。且
式（３）中的Ｐ（Ｆ）也为常数，故式（２）可靠性优化
问题的目标函数转化为：

ｍｉｎ［ＰＦ（θ）］∝ｍｉｎ［φ（θＦ）］ （６）
又由条件概率公式可得：

φ（θＦ）＝∫φ（θｘ，Ｆ）ｆ（ｘＦ）ｄｘ
＝Ｅｘ Ｆ［φ（θｘ，Ｆ）］ （７）

式中，Ｅｘ Ｆ［·］为条件概率密度函数ｆ（ｘＦ）的期
望。因此，后验分布 φ（θＦ）可以改写为期望的
形式，如果已知φ（θｘ，Ｆ），就能通过模拟方法，
利用样本均值来估计期望得到后验分布，避免使

用密度拟合方法来获得。

由贝叶斯理论可知：

φ（θｘ，Ｆ）＝
ＩＦ（ｘ）φ（θｘ）

∫ＩＦ（ｘ）φ（θｘ）ｄθ
＝ＩＦ（ｘ）φ（θｘ） （８）

φ（θｘ）＝ｆ（ｘθ）φ（θ）ｆ（ｘ） （９）

式中，ｆ（ｘ）为ｘ在扩展空间（ｘ，θ）中的边缘分布，
可以近似写为：

　ｆ（ｘ）＝∫
珋θ

θ
ｆ（ｘθ）φ（θ）ｄθ＝φ（θ）Δ（ｘ） （１０）

其中，Δ（ｘ）＝∫
珋θ

θ
ｆ（ｘθ）ｄθ表示在设计区间上的

积分，可以直接通过数值计算得到。

由式（９）和式（１０）可得：

φ（θｘ）＝ｆ（ｘθ）φ（θ）ｆ（ｘ） ＝ｆ（ｘθ）
Δ（ｘ）

（１１）

将式（８）和式（１１）代入式（７），得到后验分
布φ（θＦ）的表达式：

φ（θＦ）＝∫ＩＦ（ｘ）ｆ（ｘθ）Δ（ｘ）
ｆ（ｘＦ）ｄｘ

＝Ｅｘ Ｆ［
ｆ（ｘθ）
Δ（ｘ）

］ （１２）

式中，ｆ（ｘＦ）为ｘ在失效域Ｆ条件下的概率密度
函数。可看出，后验分布 φ（θＦ）表示为期望的
形式，可由计算样本均值获得。设共有 Ｎ个样本
由概率分布ｆ（ｘＦ）生成（其具体过程会在２２节
和２３节说明），则后验分布 φ（θＦ）的估计量
φ^（θＦ）为：

φ^（θＦ）＝１Ｎ∑
Ｎ

ｊ＝１

ｆ（ｘ（ｊ） θ）
Δ（ｘ（ｊ））

（１３）

最终，原可靠性优化问题就可以改写为：

ｍｉｎφ^（θＦ）＝１Ｎ
∑
Ｎ

ｊ＝１

ｆ（ｘ（ｊ） θ）
Δ（ｘ（ｊ））

ｓ．ｔ．
Ｃｊ（θ）≤０　 ｊ＝１，２，…，ｎＣ
θｉ≤θｉ≤珋θｉ　ｉ＝１，２，…，ｎ{

θ （１４）
由式（１４）可知，优化目标函数的关键就是计

算后验分布 φ（θＦ）的估计，则需获得后验分布
φ（θＦ）的样本。可以看出，所提方法是建立在扩
展空间的可靠性思想［１９］上来解决可靠性优化问

题［２９－３０］，能够同时模拟变量和设计参数，从而实

现单循环求解优化目标失效概率函数。

２．２　扩展空间子集模拟获取初始失效样本

原扩展空间方法［２８］随机选取失效点作为初

始失效样本，若选取不当则会导致优化结果达到

局部最优解。所提方法则提出通过扩展空间中子

集模拟来得到失效样本。与已有方法［２８］相比，能

够有效避免原方法由于单条马尔可夫链模拟而可

能出现的局部优化的情况。

在扩展空间（ｘ，θ）中，子集模拟抽样的基本
思想是通过引入一系列中间失效事件 Ｆｋ＝｛ｘ：
ｇ（ｘ）≤ｂｋ｝（ｋ＝１，２，…，ｍ）和临界值ｂ１＞ｂ２＞… ＞
ｂｍ＝０（中间失效事件满足 Ｆ１Ｆ２…Ｆｍ＝
Ｆ），将小失效概率问题转化为一系列较大的条件
概率的乘积，更高效地获得失效样本。给定条件

概率值ｐ０，根据自动分层策略得到中间失效事件
个数ｍ。同时，利用马尔可夫链模拟（２３节给
出）在扩展空间中生成样本点，直至分层结束。

落入最后一层失效域的样本点即为所需的初始失

效点。

扩展空间子集模拟法获得失效样本的过

程为：

１）扩展空间蒙特卡罗模拟生成样本［３１］。根

据φ（θ）分布生成样本｛θ（ｊ），ｊ＝１，…，Ｎ｝；对每
一个样本 θ（ｊ），生成服从 ｆ（ｘθ（ｊ））分布的样本

·５０２·
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｛ｘ（ｊ），ｊ＝１，…，Ｎ｝；从而得到一组服从 ｆ（ｘ，θ）
分布的样本集｛（ｘ（ｊ），θ（ｊ）），ｊ＝１，…，Ｎ｝。
２）执行自动分层及马尔可夫链模拟，直至得

到初始失效样本。基于上一步中得到的样本，根

据自动分层策略以及ＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓＨａｓｔｉｎｇ算法在扩
展空间中进行模拟，最终得到落入最后一个失效

事件的失效域中的 ＮＦ个样本｛（ｘ
（ｊ），θ（ｊ）），ｊ＝

１，…，ＮＦ｝，得到的失效样本服从分布 ｆ（ｘ，
θＦ）。具体的马尔可夫链模拟过程见２．３节。

２．３　马尔可夫链模拟

根据 ＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓＨａｓｔｉｎｇ算法，取 ｆ（ｘ，θＦ）
为马尔可夫链的平稳分布 Ｌ（ｘ，θ），也叫极限分
布，即：

Ｌ（ｘ，θ）＝ｆ（ｘ，θＦ）＝
ＩＦ（ｘ）ｆ（ｘ，θ）
Ｐ（Ｆ） （１５）

下面简单介绍马尔可夫链模拟生成失效样本

的过程［３０］。

１）选取落入当前层的失效样本作为马尔可
夫链的初始状态点（ｘ（ｊ－１），θ（ｊ－１））（ｊ＝１）。
２）由建议分布 ｐ（ｘ，θｘ（ｊ－１），θ（ｊ－１））（一般

为高斯分布或均匀分布，这里选择高斯分布）产

生下一个状态点的备选状态点（ｘｃ，θｃ），计算备
选状态点与前一个状态点的平稳分布的比值

ｒ＝ＩＦ（ｘ
（ｊ），θ（ｊ））

ｆ（ｘｃθｃ）
ｆ（ｘ（ｊ－１） θ（ｊ－１））

，然 后 根 据

ＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓＨａｓｔｉｎｇｓ准则，按照ｍｉｎ｛１，ｒ｝的概率接
受该备选状态点（ｘｃ，θｃ），按照１－ｍｉｎ｛１，ｒ｝的概
率维持该状态点（ｘ（ｊ－１），θ（ｊ－１））。

（ｘ（ｊ），θ（ｊ））＝
（ｘｃ，θｃ） ｍｉｎ｛１，ｒ｝＞ｒａｎｄｏｍ［０，１］

（ｘ（ｊ－１），θ（ｊ－１）） ｍｉｎ｛１，ｒ｝≤ｒａｎｄｏｍ［０，１{ ］

（１６）
其中，ｒａｎｄｏｍ［０，１］是在［０，１］区间内服从均匀分
布的随机数。

３）重复步骤２，直至得到一定数量 Ｎ的马尔
可夫链状态点。

当获得服从分布 ｆ（ｘ，θＦ）的样本后，可以
得出式（１３）中的估计量 φ^（θＦ）。

２．４　近似序列优化和信息重用策略

所提优化方法是一种解耦优化方法，通过得到

失效概率关于设计参数的显式函数，将原优化问题

解耦为确定性优化问题。在解耦框架基础上，采用

近似序列优化策略［３２］来保证优化过程的稳健性，

即在一系列子区域中进行解耦优化求解，直到收敛

至最优解。本文还提出在该过程中采用信息重用

策略［２８］，从而进一步提高计算精度和效率。

假设近似序列优化中的一系列子域为Θ（１）
Θ（２）…Θ（ｍ），ｍ代表序列优化的迭代次数。
由于子域的选择会影响优化的效果，因此需要选

择适当的子域。优化子域的具体选择可以按照以

下方式进行：

假设第一个子域 Θ（１）＝［θ（１），珔θ（１）］，后续子
域Θ（ｋ）＝［θ（ｋ），珔θ（ｋ）］（ｋ＝２，３，…，Ｋ；Ｋ为总迭代
次数），其中：

θ（ｋ）＝ｍａｘ｛θ（ｋ－１）ｏｐｔ （１－Ｒｋ），θ
（ｋ－１）｝ （１７）

珔θ（ｋ）＝ｍｉｎ｛θ（ｋ－１）ｏｐｔ （１＋Ｒｋ），珔θ
（ｋ－１）｝ （１８）

θ（ｋ－１）ｏｐｔ 为第ｋ－１次迭代中求得的最优值；Ｒｋ表示
局部优化子域大小的控制系数，一般取 Ｒｋ＝Ｒ０·
ｒｋｃ，Ｒ０∈［０１，０５］为控制系数的初始值，ｒｃ∈
［０８，１］为子域的缩减系数。在每次迭代中求出
下一个子域，下一个子域小于或等于前一个子域，

并嵌套在前一个子域中。

假设在优化过程中的第 ｋ次迭代中，优化子
域为［θ（ｋ），珔θ（ｋ）］，目标密度函数为：

　 φ（ｋ）（θＦ）＝∫ＩＦ（ｘ）ｆ（ｘθ）Δ（ｋ）（ｘ）
ｆ（ｘＦ）ｄｘ （１９）

在优化子域变化的过程中，目标分布

φ（ｋ）（θＦ）也会发生变化，而 Δ（ｋ）（ｘ）只取决于子
域的边界θ（ｋ）和 珔θ（ｋ），与 θ无关，因此并不会改变
原优化问题。若对 φ（ｋ）（θＦ）的估计足够准确，
就可以在每次迭代中筛选出包含最优解的子域，

最终获得一系列收敛到最优解的候选解。

为了进一步提高上述序列优化的效率，所提

方法还采用了一种信息重用策略，即在本次迭代

获得的样本中筛选出合适的样本用到下一次迭代

中，使收敛效果更快更好，有效节省计算成本。该

策略的具体过程如下：

设在序列优化过程的第 ｋ次迭代中，生成失
效域 Ｆ中 Ｎｋ个样本｛（ｘ（ｊ），θ（ｊ）），ｊ＝１，２，…，
Ｎｋ｝，其服从：

ｆ（ｉ）（ｘ，θＦ）＝ＩＦ（ｘ）
ｆ（ｘθ）φ（ｉ）（θ）

∫ＩＦ（ｘ）ｆ（ｘθ）φ（ｉ）（θ）ｄｘ
（２０）

式中，θ∈［θ（ｋ），珔θ（ｋ）］。由于 φ（ｉ）（θ）表示子域
Θ（ｋ）上的均匀分布，按照 φ（ｉ）（θ）生成的样本 θ（ｊ）

的分布为 φ（ｋ）（θ）～Ｕ［θ（ｋ），珔θ（ｋ）］。同时，将前
ｋ－１次迭代中所有满足子域Θ（ｋ）的可重用样本挑
选出来，与当前迭代过程中通过马尔可夫链模拟

生成的样本合并，此时样本总数为：

Ｎ（ｋ）Ｔ ＝Ｎｋ＋∑
ｋ－１

ｉ＝１
Ｎｉｒｅ （２１）

·６０２·
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式中，Ｎｉｒｅ为第ｉ次迭代中可重用的样本数。
因此，经过信息重用策略后的 φ^（ｋ）Ｆ （θＦ）的

估计值可以写为：

φ^（ｋ）Ｆ （θＦ）＝
１
Ｎ（ｋ）Ｔ
∑
Ｎ（ｋ）Ｔ

ｊ＝１

ｆ（ｘ（ｊ） θ）
Δ（ｘ（ｊ））

（２２）

将式（２２）代入式（１４），在对应的优化子域中
的确定性优化问题可以写为：

ｍｉｎφ^（ｋ）Ｆ （θＦ）＝
１
Ｎ（ｋ）Ｔ
∑
Ｎ（ｋ）Ｔ

ｊ＝１

ｆ（ｘ（ｊ） θ）
Δ（ｘ（ｊ））

ｓ．ｔ．
Ｃｊ（θ）≤０　 　 ｊ＝１，２，…，ｎＣ
θ（ｋ）ｉ ≤θｉ≤珋θ

（ｋ）
ｉ 　ｉ＝１，２，…，ｎ{

θ（２３）
最终，通过求解等价的式（２３），即可得到可

靠性优化问题的解。需要指出的是，在求解该优

化问题中，由于没有涉及极限状态函数的计算

（解耦后的确定性优化问题），可以采用各种优化

算法来进行求解。

２．５　优化方法的过程

所提优化方法的具体过程如下，流程如图１
所示。

图１　所提方法的流程图
Ｆｉｇ．１　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ

１）扩展空间子集模拟。通过执行一次扩展
空间子集模拟得到失效域中的初始失效样本。

２）马尔可夫链模拟。根据 ＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓＨａｓｔｉｎｇ
算法，在设计子域上生成更多所需样本。

３）估计后验分布 φ（θＦ）并解耦优化问题。
根据信息重用策略，收集前面各次和当前次迭

代中可用的样本，得到后验分布的估计量

φ^（ｋ）Ｆ （θＦ），将原始可靠性优化问题解耦为确定
性优化问题。

４）求解确定性优化问题。在子域中求解该
确定性优化问题，并寻找出下一个候选优化设计，

同时更新下一次优化的子域。

５）重复步骤２～４，直至得到的优化候选值收
敛到最优值。

３　算例

为了说明所提方法的优越性，本节给出算例

进行说明，并与其他方法进行对比，包括原扩展空

间方法［３０］、基于一次指数函数拟合［１２］和二次指

数函数拟合［１３］的解耦方法（可靠性分析部分同样

采用子集模拟方法），以及基于直接蒙特卡罗抽

样和重要抽样的双循环方法。取基于直接蒙特卡

罗抽样的双循环方法的结果（或不同初始点情况

下的均值）作为精确值。各算例的收敛准则设定

为
１
ｎθ
θ（ｋ）－θ（ｋ－１） ／θ（ｋ） ＜１％。

３．１　算例１：复合材料梁

考虑包含多失效模式的复合材料梁结构（该

算例参考文献［３３］），如图２所示。该复合梁的尺
寸参数分别为宽度 Ａ（ｍｍ）、高度 Ｂ（ｍｍ）、长度
Ｌ（ｍｍ），而复合梁材料的杨氏模量为 Ｅｗ（ＧＰａ）。
同时，有杨氏模量为Ｅａ（ＧＰａ）的铝板加固在梁的底
部，其横截面如图３所示，横截面宽度为Ｃ（ｍｍ）、
高度为Ｄ（ｍｍ）。在梁上施加６个垂直于地面的外
力Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５、Ｐ６（ｋＮ），这些纵向力的施加位
置分别为Ｌ１、Ｌ２、Ｌ３、Ｌ４、Ｌ５、Ｌ６（ｍｍ）。

图２　复合材料梁的结构示意图
Ｆｉｇ．２　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍ

图３　复合材料梁的横截面
Ｆｉｇ．３　Ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍ

·７０２·
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该结构失效情况定义为复合梁的最大主应力

σｍａｘ（ｘ）大于许用应力 Ｓ＝００１９５ＧＰａ。系统的
基本随机变量向量 ｘ中包含 １９个变量，即 ｘ＝
［Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３，Ｌ４，Ｌ５，Ｌ６，Ｌ，Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，Ｐ４，
Ｐ５，Ｐ６，Ｅａ，Ｅｗ］，这些随机变量包括梁的尺寸、梁
和铝板的弹性模量以及外加垂直作用力的位置和

大小等。最大弯曲应力 σｍａｘ（ｘ）＝ｍａｘ｛σｋ（ｘ）：
ｋ＝１，…，６｝，σｋ（ｘ）为第ｋ个横截面处的应力，可
以通过式（２４）得出。

σ１（ｘ）＝
（Ｌ１／Ｌ）∑

６

ｉ＝１
Ｐｉ（Ｌ－Ｌｉ[ ]）Ｙｍａｘ（ｘ）

Ｗ（ｘ）
（２４）

σｋ（ｘ）＝
（Ｌｋ／Ｌ）∑

６

ｉ＝１
Ｐｉ（Ｌ－Ｌｉ）－∑

ｋ－１

ｉ＝１
Ｐｉ（Ｌｋ－Ｌｉ[ ]）Ｙｍａｘ（ｘ）

Ｗ（ｘ）
（２５）

式中，ｋ＝２，３，４，５，６。

　 Ｙｍａｘ（ｘ）＝
０．５ＡＢ２＋ＤＣ（Ｂ＋Ｄ）Ｅａ／Ｅｗ

ＡＢ＋ＤＣＥａ／Ｅｗ
（２６）

Ｗ（ｘ）＝ＡＢ
３

１２＋ＡＢＹｍａｘ（ｘ）－
Ｂ[ ]２

２

＋

ＣＤ３Ｅａ
１２Ｅｗ

＋
ＣＤＥａ
Ｅｗ

Ｄ
２＋Ｂ－Ｙｍａｘ（ｘ[ ]）

２

（２７）

该结构的极限状态函数可以表示为：

ｇ（ｘ）＝ｍｉｎ｛ｇｋ（ｘ）｝

ｇｋ（ｘ）＝Ｓ－σｋ（ｘ{ ）
　ｋ＝１，２，３，４，５，６

（２８）
本例中随机变量 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ的均值为设计参

数，即θ＝［θ１，θ２，θ３，θ４］＝［μＡ，μＢ，μＣ，μＤ］，设计
域为θ１∈［９５，１０５］，θ２∈［１９０，２１０］，θ３∈［７５，
８５］，θ４∈［１８，２２］。本例各变量分布信息如表１
所示，且所有随机变量都相互独立。

该例的可靠性优化问题为：

ｍｉｎＰＦ（θ）

ｓ．ｔ．

Ｃ（θ）＝θ１θ２＋θ３θ４－２２０００≤０

９５≤θ１≤１０５

１９０≤θ２≤２１０

７５≤θ３≤８５

１８≤θ４≤













２２ （２９）
式（２９）中优化目标为最小化失效概率函数，

而确定性约束为梁的横截面积不超过２２０００ｍｍ２。
采用不同方法求解该复合材料梁结构的可靠

性优化问题，选取 ＣａｓｅＡ：θ（０）＝［９５，１９０，７５，
１８］，ＣａｓｅＢ：θ（０）＝［１００，２００，８０，２０］和 ＣａｓｅＣ：
θ（０）＝［１０５，２１０，８５，２２］三个不同参数初始值进

表１　随机变量分布信息（算例１）
Ｔａｂ．１　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｒａｎｄｏｍｖａｒｉａｂｌｅｓ（ｅｘａｍｐｌｅ１）

序号 变量 均值
标准

差

分布

类型

１ Ａ／ｍｍ μＡ＝θ１∈［９５，１０５］ ５ 正态

２ Ｂ／ｍｍ μＢ＝θ２∈［１９０，２１０］ １０ 正态

３ Ｃ／ｍｍ μＣ＝θ３∈［７５，８５］ ４ 正态

４ Ｄ／ｍｍ μＤ＝θ４∈［１８，２２］ １ 正态

５ Ｌ１／ｍｍ ２００ ２ 正态

６ Ｌ２／ｍｍ ４００ ４ 正态

７ Ｌ３／ｍｍ ６００ ６ 正态

８ Ｌ４／ｍｍ ８００ ８ 正态

９ Ｌ５／ｍｍ １０００ １０ 正态

１０ Ｌ６／ｍｍ １２００ １２ 正态

１１ Ｌ／ｍｍ １４００ １４ 正态

１２ Ｐ１／ｋＮ １５ ３ 极值

１３ Ｐ２／ｋＮ １５ ３ 极值

１４ Ｐ３／ｋＮ １５ ３ 极值

１５ Ｐ４／ｋＮ １５ ３ 极值

１６ Ｐ５／ｋＮ １５ ３ 极值

１７ Ｐ６／ｋＮ １５ ３ 极值

１８ Ｅａ／ＧＰａ ７０ ０．７ 正态

１９ Ｅｗ／ＧＰａ ８．７５ ０．０８７５ 正态

行优化。各方法所得结果及所需的样本数列于

表２，其中误差为优化结果各分量的相对误差的
最大值（以双循环蒙特卡罗结果为参考准确

值）。

如表２所示，除扩展空间方法外，各方法的结
果较为一致。需要指出的是，所需样本数 Ｎ包括
三部分：子集模拟中间层的样本数、最终层失效样

本数以及马尔可夫链模拟样本数。由表２看出，
所提方法所需样本数在所有方法中最小（小于

４０００）。而原方法即便采用较多样本，还是出现
了局部解的情况，误差较大（大于１０％）。而所提
方法在不同初始点情况下的最终优化结果误差在

１％以内（以双循环蒙特卡罗为精确值）。此外，
所提方法所需计算代价仅为同样是解耦的一次指

数和二次指数拟合方法的１／１０左右。而双循环
方法由于需要反复进行可靠性分析计算，因此需

要更大的计算代价，远多于所提方法。

综上，所提方法相比于原方法，保证了计算结

果的全局性和稳定性，相比于双循环方法，则拥有

极高的求解效率优势。

·８０２·
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表２　复合材料梁的可靠性优化结果
Ｔａｂ．２　Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍｓ

所用方法 初始点θ（０） 优化结果θ（ｋ）ｏｐｔ 样本数 误差／％

所提方法

［９５，１９０，７５，１８］ ［９５．８６，２１０．００，８５．００，２２．００］ ２０００＋９５０＋９５０ 　０．３３

［１００，２００，８０，２０］ ［９５．８６，２１０．００，８５．００，２２．００］ ２０００＋９６４＋９６４ 　０．３３

［１０５，２１０，８５，２２］ ［９５．８６，２１０．００，８５．００，２２．００］ ２０００＋９２５＋９２５ 　０．３３

原扩展空间方法［３０］
［９５，１９０，７５，１８］ ［９８．３３，２１０．００，７５．００，１８．００］ ２×２０００ １８．１８

［１０５，２１０，８５，２２］ ［９７．４７，２１０．００，８５．００，１８．００］ ２×２０００ １８．１８

一次指数解耦方法［１２］
［９５，１９０，７５，１８］ ［９６．９０，２１０．００，７５．００，２２．００］ ７．５×１０４ １１．７６

［１００，２００，８０，２０］ ［９５．８６，２１０．００，８５．００，２２．００］ ３．４×１０４ 　０．３３

二次指数解耦方法［１３］
［９５，１９０，７５，１８］ ［９５．８６，２１０．００，８５．００，２２．００］ ４．７×１０４ 　０．３３

［１００，２００，８０，２０］ ［９５．８６，２１０．００，８５．００，２２．００］ ５．２×１０４ 　０．３３

双循环（重要抽样）
［９５，１９０，７５，１８］ ［９５．８６，２１０．００，８５．００，２２．００］ ２３×１０５ 　０．３３

［１０５，２１０，８５，２２］ ［９５．８６，２１０．００，８５．００，２２．００］ １８×１０５ 　０．３３

双循环（蒙特卡罗） ［１０５，２１０，８５，２２］ ［９６．１８，２１０．００，８５．００，２２．００］ １６×１０６

３．２　算例２：飞机内襟翼结构

该例中，考虑飞机的内襟翼结构的可靠性优

化问题（来自文献［３４］）。该问题包含了有限元
的分析，内襟翼三维有限元模型如图４所示。

图４　飞机内襟翼结构的有限元模型
Ｆｉｇ．４　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆａｉｒｃｒａｆｔ

ｉｎｎｅｒｆｌａｐｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

该结构受气动载荷作用，将气动载荷等效为

有限元模型各节点上的载荷形式。假设在最坏的

工况条件下，当结构产生的最大位移超过了最大

许用位移Ｄａ时，即认定为失效。对应包含有限元
分析的隐式极限状态函数可表示为：

ｇ（ｘ）＝Ｄａ－ｆ（ｔ１，ｔ２，ｔ３，ｔ４，Ａ１，Ａ２，Ｅ１，Ｇ１，Ｅ２，Ｇ２，ＦＡ）

（３０）
式中：Ｄａ＝３４．１ｍｍ；ｔ１、ｔ２、ｔ３、ｔ４为内襟翼四根梁
的厚度；Ａ１和 Ａ２为其中两个梁的横截面积；Ｅ１、
Ｅ２和Ｇ１、Ｇ２分别为模型材料的弹性模量和剪切
模量；随机变量 ＦＡ则与载荷施加到的不同节点

有关，如果载荷施加在节点 ｉ上，则载荷值 Ｆｉ＝
（１＋ＦＡ）Ｆｉ０，式中的Ｆｉ０为一个常数。本算例中所
有随机变量均为服从高斯分布且相互独立，其分

布信息如表３所示。

表３　随机变量的分布信息（算例２）

Ｔａｂ．３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｒａｎｄｏｍｖａｒｉａｂｌｅｓ（ｅｘａｍｐｌｅ２）

随机变量 均值 变异系数

ｔ１ θ１ ０．０５

ｔ２ ２ｍｍ ０．０５

ｔ３ ４ｍｍ ０．０５

ｔ４ θ２ ０．０５

Ａ１ ５０ｃｍ２ ０．０５

Ａ２ １５０ｃｍ２ ０．０５

Ｅ１ ７０３８０ＭＰａ ０．０５

Ｇ１ ２６４５８．６ＭＰａ ０．０５

Ｅ２ ７２４５０ＭＰａ ０．０５

Ｇ２ ２７２３６．８ＭＰａ ０．０５

ＦＡ ０ ０．０５

本算例中，取ｔ１和ｔ４的均值分别作为该算例
的设计参数 θ１与 θ２，其设计域分别为 θ１＝μｔ１∈
［１．５，２．５］，θ２＝μｔ４∈［１．３，１．７］。该算例的优化
问题可以写为：

·９０２·



国 防 科 技 大 学 学 报 第４７卷

ｍｉｎＰＦ（θ）

ｓ．ｔ．

Ｃ（θ）＝８７１６．４９θ１＋６９θ２≤１７５５７．５２

１．５≤θ１≤２．５

１．３≤θ２≤１．
{

７ （３１）
式中的确定性约束 Ｃ（θ）与内襟翼结构的质量
有关。

选取三个不同的参数设计初始点，采用各

方法求解该可靠性优化问题。优化结果如表 ４
所示。由于该机翼结构算例包含有限元分析，

考虑到计算代价的问题，其他方法在优化过程

中均采用基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ方法建立极限状态函数
的代理模型再进行优化求解。所提方法则分

别直接结合有限元模型和结合 Ｋｒｉｇｉｎｇ模型来
进行。

表４　内襟翼结构的可靠性优化结果
Ｔａｂ．４　Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｎｎｅｒｆｌａｐｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

所用方法 初始点θ（０） 优化结果θ（ｋ）ｏｐｔ 样本数 误差／％

所提方法（结合有限元模型）

［１．５０００，１．３０００］ ［２．０００８，１．７０００］ ２０００＋２３８＋５０９ 　０

［２．５０００，１．３０００］ ［２．０００８，１．７０００］ ２０００＋３１２＋５０７ 　０

［２．５０００，１．７０００］ ［２．０００８，１．７０００］ ２０００＋２９１＋４３６ 　０

所提方法（结合Ｋｒｉｇｉｎｇ模型）

［１．５０００，１．３０００］ ［２．０００８，１．７０００］ ２０００＋２２６＋４３８ 　０

［２．５０００，１．３０００］ ［２．０００８，１．７０００］ ２０００＋２５２＋５１７ 　０

［２．５０００，１．７０００］ ［２．０００８，１．７０００］ ２０００＋２７３＋４９４ 　０

一次指数解耦方法［１２］（结合Ｋｒｉｇｉｎｇ模型）
［１．５０００，１．３０００］ ［１．５０００，１．７０００］ ３．８×１０４ ２５

［２．５０００，１．７０００］ ［２．０００８，１．７０００］ ４．４×１０４ 　０

二次指数解耦方法［１３］（结合Ｋｒｉｇｉｎｇ模型）
［１．５０００，１．３０００］ ［２．０００８，１．７０００］ ６．１×１０４ 　０

［２．５０００，１．７０００］ ［２．０００８，１．７０００］ ６．７×１０４ 　０

原扩展空间方法［３０］（结合Ｋｒｉｇｉｎｇ模型）
［１．５０００，１．３０００］ ［１．５０００，１．３０００］ ２×１４００ ２５

［２．５０００，１．７０００］ ［１．５０００，１．７０００］ ２×１４００ ２５

双循环（蒙特卡罗＋结合Ｋｒｉｇｉｎｇ模型） ［２．５０００，１．７０００］ ［２．０００８，１．７０００］ ７×１０６

　　由表４结果可知，在不同初始值下，所提方法
结合Ｋｒｉｇｉｎｇ模型与结合有限元模型的结果均与
双循环方法的结果一致，且仅需两次迭代就能够

收敛到最优解，所需要的计算量（均小于３０００）也
远小于其他解耦及双循环方法。而原扩展空间方

法在同样量级的计算样本数（２８００）的情况下，出
现了陷入局部解的情况。而所提方法计算效率高

（可直接结合有限元来进行分析），且能够保证全

局性。表４中显示一次指数解耦方法亦出现局部
解情况。从计算代价上来看，所提方法依然比指

数拟合方法的解耦方法的计算代价少一个数量

级。因此，该工程结构分析结果表明了所提方法

的高效性和优越性。

４　结论

针对复杂结构可靠性优化设计问题，提出了

一种高效的扩展空间子集模拟及马尔可夫链的优

化方法。所提方法将失效概率函数转化为设计参

数的后验分布，并表示为积分的形式，使得求解过

程无须密度函数的拟合计算。同时，通过扩展空

间中的子集模拟获得多个初始失效样本；采用马

尔可夫链模拟高效地生成样本，无须再次进行可

靠性分析；还结合了近似序列优化与信息重用策

略，将逐次迭代的样本充分利用求解当前目标函

数，进一步提高了优化效率。

通过数值算例和机翼结构有限元算例来说明

所提方法的优越性，结果表明：

１）所提方法仅需进行一次子集模拟的可靠
性分析，而在马尔可夫链模拟过程中不会涉及可

靠性分析，避免了进行重复的可靠性分析；

２）所提方法对优化问题的失效概率大小不
敏感，均能通过数次迭代即可求得优化解，因此适

·０１２·
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用于解决小失效概率优化问题；

３）所提方法采用了子集模拟来获取初始失
效样本，能够避免出现局部优化，提高了优化计算

的稳健性。

需要指出的是，所提方法的高效性建立在仅

针对特定的可靠性优化问题上，即设计参数为随

机变量的分布参数形式。针对设计参数为包含在

极限状态方程中的确定性变量的问题还有待进一

步拓展研究。
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