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试验飞行器 ＭａｘＭａｘ类再入轨迹优化的序列差凸规划方法
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摘　要：靶场试验前，利用轨迹优化方法对飞行器的极端边界进行模拟是一项有效仿真手段。采用差凸
（ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｃｏｎｖｅｘ，ＤＣ）规划方法，对试验再入飞行器在峰值热流密度方面的极端性能进行了研究。通过
ＤＣ分解方法对热流、动压和过载约束进行处理，将其分解思路推广到 ＭａｘＭａｘ类代价函数，如峰值热流、峰
值动压和峰值过载等。采用大－Ｍ法将原问题转为混合整数非线性规划子问题，将凹凸分解和罚函数结合，
解决迭代过程中代价函数的振荡不收敛问题，并提出基于ＤＣ松弛模型的改进序列ＤＣ规划算法。数值实验
表明基于ＤＣ松弛模型比传统直接线性化的近似精度要高，且提出的算法具有较高的数值稳定性、算法鲁棒
性和代价函数最优性。
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　　在靶场试验中，为测试飞行器在材料、气动和
结构等方面的特性，需要在有限的条件下，如有限

射程和有限空域，通过进行力、热和大范围机动等

破坏性试验，探索获得飞行器的极端性能边界。

利用轨迹优化设计方法对极端边界进行模拟逼近

是其中一项有效仿真手段。分析飞行器的最大／
最小热流密度、动压和过载轨迹能为新防热材料、

气动／结构、大范围机动能力提供设计和测试参考



国 防 科 技 大 学 学 报 第４８卷

依据。

凸优化是其中一种常见的飞行器轨迹优化方

法，包含丰富的研究成果、严密的理论证明以及多

项式时间收敛速度，被认为具备在线轨迹生成应

用的潜力［１－４］。Ｌｉｕ等［４－７］首先将凸优化方法应

用于高超声速飞行器再入轨迹优化问题，通过定

义新“虚拟”控制量的方式将微分方程转换为仿

射控制形式，并给出了附加控制量等式约束的无

损凸松弛方法与等价证明。Ｗａｎｇ［８－９］在研究再
入飞行器机动性能和结构承载能力指标时发现，

再入最大峰值过载轨迹优化不同于传统的轨迹优

化问题，也不同于微分对策论的 ＭｉｎＭａｘ／Ｍａｘ
Ｍｉｎ代价函数类型的最优控制问题，是一类特殊
的ＭａｘＭａｘ代价函数类型的最优控制问题，无法
直接采用基于梯度的优化方法，进而提出了求解

离散事件 ＭａｘＭａｘ优化问题的序列混合整数凸
规划方法，优化得到了最大峰值过载轨迹。祝静

娴等［１０］研究传统序列凸优化方法代价函数后期

振荡不收敛问题，提出了一种基于罚函数的改进

保守凸近似的序列凸优化方法。陈扬等［１１］针对

复杂多禁绕飞区绕飞问题，使用整数变量方法重

新对其进行建模，提出了一种初值依赖性小、适应

能力更广的序列混合整数二阶锥规划方法。更多

关于凸优化方法和高超声速飞行器轨迹优化方面

应用可以参考文献或综述［１２－１５］。
差凸（ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｃｏｎｖｅｘ，ＤＣ）规划理论是优

化领域的一个重要分支，它通过变量替代、等价变

换和ＤＣ分解等数学变换，将代价函数及其约束
条件转化为两个凸函数之差的形式，即 ＤＣ结构，
利用这些函数结构为解决航空航天领域中非线

性、非凸优化轨迹优化问题提供了新的视角和方

法。Ｍｉｓｒａ等［１６］在文献［１７］的基础上，提出了一
种基于凹凸程序、平方和规划的序列凸优化的方

法，并在包含羽流撞击、阻挡区和避障约束和

ＣｌｏｈｅｓｓｙＨｉｌｌＷｉｔｓｈｉｒｅ动力学的轨迹优化模型上，
验证了该方法可用于相对航天器燃料最优制导问

题。Ｍｉｓｒａ的方法本质上就是序列凹凸程序方法
在航空航天方面的一种应用。Ｌｕ［１８］提出使用
凸－凹分解来处理一类非线性等式约束，在松弛
问题中该类非线性等式约束由三个或凸或凹的不

等式约束表示，并通过在燃料优化的有限推力航

天器环绕问题中的应用证明了该方法的有效性。

ＤｏｆｆＳｏｔｔａ等［１９］将凸优化、ＤＣ分解和管状非线性
模型预测控制等方法结合提出了序列鲁棒优化方

法，并将其应用于倾斜旋翼垂直起降飞行器过渡

轨迹的优化，获得了鲁棒的最优轨迹。Ｚｈａｏ和

Ｓｈａｎｇ［２０］结合饱和函数和罚函数技术来研究航天
器编队重构问题，扩展了ＤＣ优化问题的可行域，
避免了传统序列凸优化方法常见的人为不可行性

问题，提高了算法的鲁棒性和收敛性。

与传统的再入轨迹优化问题不同，试验再入

飞行器的轨迹设计有着极高的力、热等极端环境

模拟需求，以确保试验考核的充分性。本文采用

ＤＣ规划方法，对试验再入飞行器在力热方面的
固有边界进行深入研究，以提高飞行器探索复杂

环境的能力。为提高对热流密度、动压和过载等

过程约束边界逼近精度，采用凹凸程序、变量替代

和罚函数方法对热流、动压、过载、阻力等复杂约

束进行ＤＣ松弛逼近。引入二值变量，运用ＤＣ松
弛、大－Ｍ法等方法将最大峰值热流问题转化为
混合整数非线性规划子问题形式，并提出基于ＤＣ
松弛改进的序列 ＤＣ规划方法，用于 ＭａｘＭａｘ类
再入轨迹优化问题的求解。最后以数值算例验证

提出方法的精度、稳定性以及最优性。

１　再入轨迹优化模型

由于大气阻力的作用，飞行器能量是单调递

减的，为降低优化变量的数目，本文采用 Ｅ作为
自变量，忽略地球自转。
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其中：μ为地球引力常数；ｒ为地心距；Ｖ为速度；τ
为无量纲时间。以能量为自变量的再入质心动力
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ｄｒ
ｄＥ＝－

ｓｉｎθ
Ｄ

ｄλ
ｄＥ＝－

ｃｏｓθｓｉｎσ
Ｄｒｃｏｓ

ｄ
ｄＥ＝－

ｃｏｓθｃｏｓσ
Ｄｒ

ｄθ
ｄＥ＝－

Ｌｃｏｓν
ＤＶ２

＋ １
ｒ２
－Ｖ

２

( )ｒｃｏｓθＤＶ２＋Ｃθ＋Ｃ′θ
ｄσ
ｄＥ＝－

Ｌｓｉｎν
ＤＶ２ｃｏｓθ

－ｔａｎｃｏｓθｓｉｎσＤｒ ＋Ｃσ＋Ｃ′

















 σ

（３）
其中：λ为经度；为地心纬度；θ为速度倾角；σ
为速度方位角；ν为倾侧角。Ｌ和 Ｄ分别为升力
和阻力加速度，

Ｌ＝Ｒ０ρＶ
２ＳｒｅｆＣＬ／（２Ｍｒｅｆ）

Ｄ＝Ｒ０ρＶ
２ＳｒｅｆＣＤ／（２Ｍｒｅｆ{ ）

式中，Ｍｒｅｆ为质量，Ｓｒｅｆ为参考面积，ＣＬ和 ＣＤ分别
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为升力和阻力系数。大气模型采用指数大气，ρ＝
ρ０ｅｘｐ（－βｈ），ｈ＝ｒＲ０－Ｒ０为飞行高度，Ｒ０为地球
平均半径，β＝１／ｈＳｃａｌｅ，ｈＳｃａｌｅ为标称高度，ρ０为参考
密度。Ｃσ、Ｃθ、Ｃ′σ和 Ｃ′θ分别为哥氏加速度项及牵
连加速度项。

Ｃθ＝－
２ωｅ
ＤＶｓｉｎσｃｏｓ

Ｃ′θ＝－
ω２ｅｒ
ＤＶ２
ｃｏｓ（ｃｏｓｃｏｓθ＋ｓｉｎｃｏｓσｓｉｎθ）

Ｃσ＝－
２ωｅ
ＤＶ（ｓｉｎ－ｃｏｓσｔａｎθｃｏｓ）

Ｃ′σ＝－
ω２ｅｒｃｏｓｓｉｎｓｉｎσ
ＤＶ２ｃｏｓθ

其中，ωｅ为地球自转角速度。
直接采用攻角α和倾侧角ν作为控制变量会

增加后续动力学方程线性化的复杂性，因此定义

新的控制变量如下：

ｕ＝［ｕ１　ｕ２　ｕ３］
Ｔ

ｕ１＝χｃｏｓν，ｕ２＝χｓｉｎν，ｕ３＝χ
式中，χ＝Ｌ／Ｄ是升阻比，为攻角和马赫数的拟合
函数，χ＝ｆ（α，Ｍａ）。

攻角和倾侧角的幅值约束转换为

χｍｉｎ≤ｕ３≤χｍａｘ （４）
ｕ３ｓｉｎνｍｉｎ≤ｕ２≤ｕ３ｓｉｎνｍａｘ （５）

其中：χｍｉｎ和χｍａｘ分别表示最小和最大升阻比；νｍｉｎ
和νｍａｘ分别表示最小和最大倾侧角。

在三个虚拟控制变量 ｕ１、ｕ２和 ｕ３之间隐含
着非线性等式关系，为附加控制量等式约束：

ｕ２１＋ｕ
２
２＝ｕ

２
３ （６）

过程约束包括热流密度、动压、法向过载和最

小阻力加速度：

Ｑ·＝ｋＱ槡ρＶ
３．１５Ｖ３．１５Ｓｃａｌｅ≤Ｑ

·
ｍａｘ （７）

ｑ＝１２ρＶ
２Ｖ２Ｓｃａｌｅ≤ｑｍａｘ （８）

ｎ＝ Ｌ２＋Ｄ槡
２≤ｎｍａｘ （９）

Ｄ≥Ｄｍｉｎ （１０）

其中：Ｑ·、ｑ和 ｎ分别是热流密度、动压和法向
过载；ｋＱ为飞行器材料参数；ＶＳｃａｌｅ为速度无量
纲因子。值得说明的是，最小阻力加速度是一

个“软约束”，在飞行器初始下降时可以不满足

条件。

以Ｅ为自变量的初始点和终端点边界条
件为

ｘ（Ｅ０）＝ｘ０
ｘ（Ｅｆ）＝ｘ{

ｆ

（１１）

再入轨迹优化问题的代价函数是为满足特定

的任务目标而人为设定的，可以分为三个不同的

类别：积分型、终端型和复合型。代价函数的一般

形式如下所示：

Ｊ（ｘ，ｕ，ｔ）＝Φ（ｘｆ，ｔｆ）＋∫
ｔｆ

ｔ０
Ｌ（ｘ，ｕ，ｔ）ｄｔ

（１２）
以能量为自变量时式中时间ｔ可替换为能量

Ｅ。最小化终端误差代价函数为
Ｊ：＝ λｆ－λｆ ＋ ｆ－ｆ （１３）

为了评估升力体飞行器的力和热性能，并为

热和结构设计部门提供设计指导，代价函数可以

定制为ＭａｘＭａｘ类型，如代价函数定义为最大头
部驻点处的峰值热流密度、最大峰值动压、最大峰

值过载：

Ｊ：＝｛ｍａｘｍａｘＱ·，ｍａｘｍａｘｑ，ｍａｘｍａｘｎ｝
（１４）

由于无法提前确定最大峰值点发生的能量状

态，ＭａｘＭａｘ类型代价函数与传统的积分型或终
端型代价函数不同，不能直接使用变分法或庞特

里亚金最大原理求解此类问题。

２　模型离散与ＤＣ分解

附加控制量等式约束和热流、动压、过载、最

小阻力等约束都是非凸非线性的，给再入轨迹优

化问题的求解带来了极大的挑战。利用约束函数

的ＤＣ性质，通过变量替代、等价变换和 ＤＣ分解
等数学变换，对非凸非线性方程约束进行处理，得

到易于序列求解的形式。

２．１　动力学方程线性化和离散化

动力学方程（３）关于新的控制变量重新表述
为如下仿射形式：

ｘ′＝ｆ（ｘ，ｕ）＋ｈ（ｘ） （１５）
式中：ｘ为状态向量，ｘ＝［ｒ　λ　　θ　σ］Ｔ；

ｆ（ｘ，ｕ）＝

－ｓｉｎθＤ

－ｃｏｓθｓｉｎσＤｒｃｏｓ

－ｃｏｓθｃｏｓσＤｒ

－
ｕ１
ＤＶ２
＋ μ
ｒ２
－Ｖ

２

( )ｒｃｏｓθＤＶ２
－

ｕ２
ＤＶ２ｃｏｓθ

－ｔａｎｃｏｓθｓｉｎσ



























Ｄｒ

ｈ（ｘ）＝［０ ０ ０ Ｃθ＋Ｃ′θ Ｃσ＋Ｃ′σ］Ｔ

在参考轨迹ｘ（ｋ）处作泰勒展开：
ｘ′＝Ａｘ＋Ｂｕ＋Ｃ （１６）

·５８１·
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式中，

Ａ＝ｆ（ｘ，ｕ）ｘ ｘ＝ｘ（ｋ）

Ｂ＝ｆ（ｘ，ｕ）ｕ ｕ＝ｕ（ｋ）

Ｃ＝ｆ（ｘ（ｋ），ｕ（ｋ））－ｆ（ｘ，ｕ）ｘ ｘ＝ｘ（ｋ）
ｘ（ｋ）－

ｆ（ｘ，ｕ）
ｕ ｕ＝ｕ（ｋ）

ｕ（ｋ）＋ｈ（ｘ（ｋ））

将能量、状态变量、控制变量分别等距离散为

Ｅ１，Ｅ２，…，ＥＮ－１，ＥＮ；ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ－１，ｘＮ；ｕ１，
ｕ２，…，ｕＮ－１，ｕＮ。对式（１６）应用梯形规则：

ｘｊ＋１－ｘｊ＝
ΔＥ
２（Ａｊｘｊ＋Ｂｊｕｊ＋Ｃｊ＋

Ａｊ＋１ｘｊ＋１＋Ｂｊ＋１ｕｊ＋１＋Ｃｊ＋１） （１７）
式中：ΔＥ＝（Ｅｆ－Ｅ０）／Ｎ；下标 ｊ表示离散点的索
引号，ｊ＝１，２，…，Ｎ－１。整理上述方程得

Ｌｊｘｊ－Ｌｊ＋１ｘｊ＋１＋Ｍｊｕｊ＋Ｍｊ＋１ｕｊ＋１＋Ｆｊ＝０

（１８）

式中，Ｌｊ＝Ｉ＋
ΔＥ
２Ａｊ，Ｌｊ＋１＝Ｉ－

ΔＥ
２Ａｊ＋１，Ｍｊ＝

ΔＥ
２Ｂｊ，

Ｍｊ＋１＝
ΔＥ
２Ｂｊ＋１，Ｆｊ＝－

ΔＥ
２（Ｃｊ＋Ｃｊ＋１）。

写成线性形式表达如下：

Ｐｚ＋ｆ＝０ （１９）
式中，ｚ为决策变量，ｚ＝［ｘＴ１，…，ｘ

Ｔ
Ｎ，ｕ

Ｔ
１，…，ｕ

Ｔ
Ｎ］
Ｔ。

为了降低线性化带来的误差和防止“人为无

界性”［６，２２］，引入信赖域约束：

ｘ－ｘ（ｋ） ≤珘δ （２０）
式中，珘δ为信赖域半径。

热流密度、动压、法向过载和最小阻力加速度

约束是非线性的，可通过反解方法［６］或线性化方

法［８－９］得到线性约束形式：

ｆＤ≤ｒ≤ｍａｘ｛ｆＱ·，ｆｑ，ｆｎ｝ （２１）
式中，ｆＱ·、ｆｑ、ｆｎ和 ｆＤ由热流密度、动压、法向载荷
和最小阻力加速度表达式反解得到。

以最大峰值热流为代价函数时，放宽热流密

度约束，即

ｆＤ≤ｒ≤ｍａｘ｛ｆｑ，ｆｎ｝ （２２）
以最大峰值动压和过载为代价函数时，分别

放宽动压和过载约束。

２．２　约束的ＤＣ分解

附加控制变量约束式（６）等价的约束形式为
ｕ２１＋ｕ

２
２－ｕ

２
３≤０ （２３）

ｕ２３－（ｕ
２
１＋ｕ

２
２）≤０ （２４）

引入一个松弛变量ξ，可以得到约束条件
ｕ２３－ξ≤０ （２５）

ξ－（ｕ２１＋ｕ
２
２）≤０ （２６）

其中，ξ∈［ξｍｉｎ，ξｍａｘ］，ξｍｉｎ＝ｍｉｎｕ
２
３，ξｍａｘ＝ｍａｘｕ

２
３。

式（２３）和式（２５）为凸不等式约束，而式（２６）为凹
不等式约束。为保证凹方程的非负特性，引入非

负松弛变量η，可以得到
η＋ξ－（ｕ２１＋ｕ

２
２）≤０ （２７）

式中，η∈［０，ηｍａｘ］，ηｍａｘ≥ｍａｘ（ｕ
２
１＋ｕ

２
２）－ξｍｉｎ。

进一步，对其进行泰勒展开

η＋ξ≤（ｕ（ｋ）１ ）
２＋（ｕ（ｋ）２ ）

２＋２［ｕ（ｋ）１ ｕ（ｋ）２ ］
ｕ１－ｕ

（ｋ）
１

ｕ２－ｕ
（ｋ）[ ]
２

（２８）
在代价函数中添加松弛变量对应的罚项，

Ｊ′（ｚ）＝Ｊ（ｘ，ｕ，Ｅ）＋Ｃηη （２９）
式中，Ｃη为一正常数。上述分解过程称为凹凸程
序分解［２３］或ＤＣ分解。

热流、动压、过载和阻力等约束为非凸非线性

过程约束，直接使用序列线性化容易引起代价函

数的振荡不收敛问题，为此本文提出使用 ＤＣ分
解的方式对热流、动压、过载和阻力等约束作 ＤＣ
松弛逼近。

将热流约束表达式（７）作以下变换：

ｅｘｐ －
βＲ０ｒ
２ ＋

βＲ０
２ ＋ｌｎ

ｋＱＶ
３．１５
Ｓｃａｌｅ ρ槡０

Ｑ·






[ ]

ｍａｘ

Ｖ３．１５≤１

（３０）
引入替代变量κＱ· 满足：

ｅｘｐ（κＱ·）≥Ｖ＝ ２Ｅ＋μ( )槡 ｒ （３１）

式中，２Ｅ＋μ( )ｒ∈（０，１），κＱ· 表示飞行速度对数
的上界，κＱ·∈［ｌｎＶｍａｘ，ｌｎＶｍｉｎ］，κＱ· ＜０。热流约束
不等式（３０）等效于如下形式：

ｅｘｐ －
βＲ０ｒ
２ ＋

βＲ０
２ ＋ｌｎ

ｋＱＶ
３．１５
Ｓｃａｌｅ ρ槡０

Ｑ·






[ ]

ｍａｘ

ｅｘｐ（３．１５κＱ·）≤１

 １，１，－
βＲ０ｒ
２ ＋３．１５κＱ· ＋

βＲ０
２ ＋ｌｎ

ｋＱＶ
３．１５
Ｓｃａｌｅ ρ槡０

Ｑ·














ｍａｘ

∈Ｋｅｘｐ

（３２）
式中，Ｋｅｘｐ表示指数锥约束

［２４］。

对式（３１）作进一步处理

２Ｅ＋２μｒ－ｅｘｐ（２κＱ
·）≤０ （３３）

引入替代变量ιＱ·，不等式（３３）等效于
２Ｅ＋ιＱ· －ｅｘｐ（２κＱ·）≤０ （３４）
２μ
ｒ≤ιＱ

·（ｒ，ιＱ·，２槡μ）∈Ｑ
３
ｒ （３５）
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其中：ιＱ· 表示 ２倍重力势能的上边界，ιＱ·∈
２μ
ｒｍａｘ
，
２μ
ｒ[ ]
ｍｉｎ
，ιＱ·≥０；Ｑ

３
ｒ为 ３维旋转二阶锥。对

式（３４）取反可得
　２Ｅ＋ιＱ· －ｅｘｐ（２κＱ·）≥０　
（２Ｅ＋ιＱ·，１，２κＱ·）∈Ｋｅｘｐ （３６）

显然，式（３６）是一个凸锥，故式（３４）为一凹
不等式约束。对于再入轨迹规划问题，迭代求解

困难主要来源于约束的非凸部分。通过线性化方

法可得约束式（３４）的凸逼近形式，但直接对非凸
部分进行泰勒展开往往是迭代不可行的，因此给

出一种可行的松弛近似形式：

２Ｅ＋ι（ｋ）Ｑ· －［ｅｘｐ（２κ
（ｋ）
Ｑ· ）＋２ｅｘｐ（２κ

（ｋ）
Ｑ· ）（κＱ· －κ

（ｋ）
Ｑ· ）］≤δ

（３７）
式中，δ为松弛变量，表示松弛约束式（３７）与原始
约束式（３４）之间的线性化误差，δ≥０。并在代价
函数中添加松弛变量对应的罚项

Ｊ″（ｚ）＝Ｊ′（ｚ）＋Ｃδδ （３８）
式中，Ｃδ为一正常数。

对动压、过载和最小阻力加速度处理的方式

与热流相类似，下面直接给出约束的 ＤＣ松弛
形式。

引入松弛变量 κｑ和替代变量 ιｑ，动压约束
式（８）的ＤＣ松弛形式为

１，１，－βＲ０ｒ＋２κｑ＋βＲ０＋ｌｎ
ρ０Ｖ

２
Ｓｃａｌｅ

２ｑ( )( )
ｍａｘ

∈Ｋｅｘｐ

２Ｅ＋ι（ｋ）ｑ －［ｅｘｐ（２κ（ｋ）ｑ ）＋２ｅｘｐ（２κ
（ｋ）
ｑ ）（κｑ－κ

（ｋ）
ｑ ）］≤δ

（ｒ，ιｑ，２槡μ）∈Ｑ
３










ｒ

（３９）
式中，κｑ表示飞行速度对数的上界，κｑ∈［ｌｎＶｍａｘ，
ｌｎＶｍｉｎ］，κｑ＜０；ιｑ表示 ２倍重力势能的上边界，

ιｑ∈
２μ
ｒｍａｘ
，
２μ
ｒ[ ]
ｍｉｎ
，ιｑ≥０。

由于大气和飞行器气动外形的复杂性，气动

力与飞行状态紧耦合，过载约束对飞行器路径的

限制是极其复杂的。假设气动力系数和升阻比随

时间变化较小，可用上一步迭代结果近似代替。

引入松弛变量κｎ和替代变量 ιｎ，过载约束式（９）
的ＤＣ松弛形式为

１，１，－βＲ０ｒ＋２κｎ＋βＲ０＋ｌｎ
ρ０Ｒ０ＳｒｅｆＣＤ １＋χ槡

２

２Ｍｒｅｆｎ( )( )
ｍａｘ

∈Ｋｅｘｐ

２Ｅ＋ι（ｋ）ｎ －［ｅｘｐ（２κ
（ｋ）
ｎ ）＋２ｅｘｐ（２κ

（ｋ）
ｎ ）（κｎ－κ

（ｋ）
ｎ ）］≤δ

（ｒ，ιｎ，２槡μ）∈Ｑ
３










ｒ

（４０）
式中，κｎ表示飞行速度对数的上界，κｎ∈［ｌｎＶｍａｘ，

ｌｎＶｍｉｎ］，κｎ＜０；ιｎ表示 ２倍重力势能的上边界，

ιｎ∈
２μ
ｒｍａｘ
，
２μ
ｒ[ ]
ｍｉｎ
，ιｎ≥０。

引入松弛变量 κＤ和替代变量 ιＤ，最小阻力
加速度约束式（１０）的ＤＣ松弛形式为

１，１，βＲ０ｒ－２κＤ－βＲ０－ｌｎ
ρ０Ｒ０ＳｒｅｆＣＤ
２ＭｒｅｆＤ( )( )

ｍｉｎ
∈Ｋｅｘｐ

（２Ｅ＋ιＤ，１，２κＤ）∈Ｋｅｘｐ
（ｒ（ｋ）ι（ｋ）Ｄ －２μ）＋［ι

（ｋ）
Ｄ ｒ（ｋ）］［ｒ－ｒ（ｋ） ιＤ－ι

（ｋ）
Ｄ ］

Ｔ≤










δ

（４１）
式中，κＤ表示飞行速度对数的上界，κＤ∈［ｌｎＶｍａｘ，
ｌｎＶｍｉｎ］，κＤ＜０；ιＤ表示２倍重力势能的上边界，

ιＤ∈
２μ
ｒｍａｘ
，
２μ
ｒ[ ]
ｍｉｎ
，ιＤ≥０。

２．３　ＭａｘＭａｘ类代价函数的ＤＣ分解

以最大峰值热流作为代价函数进行分析，首

先需要求解得到一条以最大峰值热流为代价函数

的热流剖面，再从中计算出最大峰值热流的数值

大小和对应的飞行器能量状态，即可求出最大峰

值热流轨迹。而实际情况是事先无法确定飞行器

到达峰值热流点的能量状态，无法直接给出以最

大峰值热流作为代价函数的显式表示形式，更无

法确定含峰值热流点的热流剖面。

换种角度思考模型的近似形式，采用离散形

式代替。事先确定若干有限个离散状态点，然后

求解该点出现最大热流的热流轨迹剖面，再比较

若干有限个点对应的最大峰值热流数值，选择最

大热流数值最大的那一条，即标记出当前离散问

题最大峰值热流点和最大峰值热流点对应的最大

峰值热流剖面。只要离散点足够密集，则离散问

题就足够逼近原问题。

近似代价函数如下：

Ｊ＝ｍａｘｉ＝１，…，Ｎｍａｘｘ∈Ｅ｛Ｑ
·
ｉ｝

＝ｍａｘｘ∈Ｅｍａｘｉ＝１，…，Ｎ｛Ｑ
·
ｉ｝ （４２）

式中：Ｅ为所有约束集合的交集，称为可行解集；Ｎ
为离散节点个数。

引入无量纲松弛变量ＺＱ·，

ＺＱ· ＝ｍａｘｉ＝１，…，Ｎ
Ｑ·ｉ
Ｑ·{ }
Ｓｃａｌｅ

（４３）

式中，ＺＱ· 表示最大峰值热流点的峰值热流数值，

Ｑ·Ｓｃａｌｅ为热流密度无量纲因子。
引入二值变量ｙｉ，当ｙｉ＝１时，表示在当前指

标ｉ的状态点上，热流取得最大值。应用大 －Ｍ
法［２５］，式（４３）可等效于

·７８１·
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Ｑ·ｉ
Ｑ·Ｓｃａｌｅ

≤ＺＱ·≤
Ｑ·ｉ
Ｑ·Ｓｃａｌｅ

＋Ｍ（１－ｙｉ） （４４）

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｙｉ＝１ （４５）

ｙｉ∈｛０，１｝ （４６）
其中：Ｍ是一个充分大的正数；ｉ＝１，…，Ｎ。

式（４４）是一个非凸非线性不等式约束，需要
作进一步处理。引入替代变量 κＱ·，式（４４）的左
边等效于

ｅｘｐ －
βＲ０ｒ
２ ＋

βＲ０
２ ＋ｌｎ

ｋＱＶ
３．１５
Ｓｃａｌｅ ρ槡０

Ｑ·






[ ]

Ｓｃａｌｅ

ｅｘｐ（３．１５κＱ·）≤ＺＱ·

 ＺＱ·，１，－
βＲ０ｒ
２ ＋３．１５κＱ

· ＋
βＲ０
２ ＋ｌｎ

ｋＱＶ
３．１５
Ｓｃａｌｅ ρ槡０

Ｑ·














Ｓｃａｌｅ

∈Ｋｅｘｐ

（４７）
由于不等式（４４）右边包含一个充分大的正

实数Ｍ，对它进行ＤＣ分解操作，把一个充分大的
正数值放入指数锥内，容易导致“病态”的数值问

题，因此对其直接采用线性化处理：

ＺＱ·－Ｍ（１－ｙｉ）－
Ｑ·（ｋ）ｉ
Ｑ·Ｓｃａｌｅ

＋
Ｑ·（ｋ）ｉ
Ｑ·Ｓｃａｌｅ

０．５ρｒ
ρ
＋
３．１５Ｖｒ( )Ｖ

（ｒｉ－ｒ
（ｋ）
ｉ[ ]）≤δ
（４８）

式中，ρｒ、Ｖｒ分别为大气密度、速度对地心距的
导数。

由此得到基于ＤＣ松弛的最小终端误差再入
轨迹优化问题模型：

ｍｉｎＪ＝ＣσΔＥ［Ｅ２，（Ｎ，：）Ｆ′σ　０１×３Ｎ］ｚ／２＋
ＣＴＥ（λｆ－λｆ ＋ ｆ－ｆ ）＋Ｃηη＋Ｃδδ

（４９）
ｓ．ｔ．式（４）～（５）、式（１１）、式（１９）～（２０）、

式（２３）、式（２５）、式（２８）、式（３２）、式（３５）、
式（３７）、式（３９）～（４１）
式中，ＣＴＥ为一正常数。
２个混合整数非线性形式的最大峰值热流密

度再入轨迹优化问题模型：

１）基于线性化泰勒展开的最大峰值热流密
度再入轨迹优化问题模型（ＭＭＰⅠ）：

ｍｉｎＪ＝ＣσΔＥ［Ｅ２，（Ｎ，：）Ｆ′σ　０１×３Ｎ］ｚ／２＋
ＣＺＱ·ＺＱ· ＋Ｃηη＋Ｃδδ （５０）

ｓ．ｔ．式（４）～（５）、式（１１）、式（１９）～（２０）、
式（２２）～（２３）、式（２５）、式（２８）、式（３９）、式（４８）
２）基于ＤＣ松弛的最大峰值热流密度再入轨

迹优化问题模型（ＭＭＰⅡ）：
ｍｉｎＪ＝ＣσΔＥ［Ｅ２，（Ｎ，：）Ｆ′σ　０１×３Ｎ］ｚ／２＋

ＣＺＱ·ＺＱ· ＋Ｃηη＋Ｃδδ （５１）

ｓ．ｔ．式（４）～（５）、式（１１）、式（１９）～（２０）、
式（２３）、式（２５）、式（２８）、式（３９）～（４１）、式（４７）～
（４８）　
其中，

ＣＺＱ· ＝Ｑ
·
Ｓｃａｌｅ

Ｅ１＝

０ ０ ０ … ０ ０
１ １ ０ … ０ ０
    

１ ２ ２ … １ ０
１ ２ ２ …















２ １ Ｎ×Ｎ

Ｅ２＝Ｅ１１１×５
ｆσ＝［σ１　σ２　…　σＮ］

Ｔ

Ｆ′σ＝ｄｉａｇ｛（ｆ′σ）１　（ｆ′σ）２　…　（ｆ′σ）Ｎ｝
同理，推广到最大峰值动压和最大峰值过载等

ＭａｘＭａｘ类轨迹优化设计问题，这里不再赘述。

３　序列差凸规划方法

序列差凸规划方法（ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆ
ｃｏｎｖｅｘｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇｍｅｔｈｏｄ，ＳＤＣＰ）的算法流程如
图１所示。因核心步骤为凹凸分解，故此又称序
列凹 凸 程 序 方 法 （ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅｃｏｎｃａｖｅｃｏｎｖｅｘ
ｐｒｏｃｅｄｕｒｅｍｅｔｈｏｄ，ＳＣＣＰ）。

图１　序列ＤＣ规划方法流程图
Ｆｉｇ．１　ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆＳＤＣＰｍｅｔｈｏｄ

输入：计算模型和求解控制参数。

输出：状态变量ｘ，控制变量ｕ。
步骤１：初始化再入轨迹ｘ０，ｕ０，η０，ｋ＝１。
步骤２：如果 ｋ≤ｋｍａｘＩｔｅｒ，转到步骤３，否则，算

法因到达最大迭代步数而停止。

步骤３：求解动力学模型。

·８８１·
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步骤 ４：使用文献［２１］方法获得式（４）和
式（５）的边界。

步骤５：添加再入轨迹优化模型的多种约束，
包括离散动力学约束、过程约束、控制量约束、热

流约束和边界约束等。

步骤６：使用凸优化算法求解式（４９）或使用
混合整数非线性规划算法求解模型 ＭＭＰⅠ和
ＭＭＰⅡ得到（ｘ（ｋ＋１），ｕ（ｋ＋１））。

步骤７：如果 ｘ（ｋ＋１）－ｘ（ｋ） ≤，算法停止，输
出（ｘ（ｋ＋１），ｕ（ｋ＋１）），否则转入步骤８。

步骤 ８：更新迭代，ｘ（ｋ）←ｘ（ｋ）＋Δ（ｘ（ｋ＋１）－
ｘ（ｋ）），ｕ（ｋ）←ｕ（ｋ＋１），ｋ←ｋ＋１，转到步骤２。

计算模型和求解控制参数包括：

１）地球模型参数Ｒ０、ｇ０、ωｅ和μ等；
２）指数大气模型参数ρ０、ｈＳｃａｌｅ和β等；
３）飞行器特征参数Ｍｒｅｆ、Ｓｒｅｆ、ｋＱ、ＣＬ和ＣＤ等；

４）约束参数Ｑ·ｍａｘ、ｑｍａｘ、ｎｍａｘ和Ｄｍｉｎ等。

４　数值算例

使用再入飞行器 ＣＡＶＨ来展示所提出方法
的性能，结构和气动参数如文献［２６］描述。采用
中国２０００大地坐标系作为地球参考坐标系。编
程遵循 ＣＶＸ２２的定制化规则编写，并调用锥规
划求解器ＭＯＳＥＫ解混合整数非线性规划问题。

参数设置如下：节点个数为 Ｎ＝１００，最大迭
代步数 ｋｍａｘＩｔｅｒ＝５０，迭代步长 Δ＝０５。停止阈值

设置为 ＝ ２００Ｒ０
，
０．０５π
１８０，

０．０５π
１８０，

０．０５π
１８０，

０．０５π[ ]１８０
Ｔ

，

再入任务参数如表 １所示，包括初始和终端高
度、纬度、经度、速度、速度倾角和速度方位角。决

策变量边界幅值如表 ２所示，包括地心距、经纬
度等状态变量、虚拟控制变量、松弛变量和替代变

量等。过程约束设置如下：Ｑ·ｍａｘ＝３９００ｋＷ／ｍ
２，

ｑｍａｘ＝１００ｋＰａ，ｎｍａｘ＝３５ｇ０，Ｄｍｉｎ＝００５ｇ０。控制
变量的振幅边界条件设置为［αｍｉｎ，αｍａｘ］＝［１０°，
２０°］，［νｍｉｎ，νｍａｘ］＝［－８５°，８５°］，［αｍｉｎ，αｍａｘ］＝

［－００１（°）／ｓ，００１（°）／ｓ］和 ［νｍｉｎ，ν
·

ｍａｘ］＝
［－０５（°）／ｓ，０５（°）／ｓ］。其他的终端条件设
置为ｒＮ ＝２５ｋｍ、θＮ ＝－４°和σＮ∈［８０°，１００°］。

算法初始化：在再入过程的初始阶段，再入飞

行器上的热流影响显著，调整攻角对飞行器的气

动控制效果被认为可以忽略不计。使用固定的大

攻角α＝２０°和固定的倾侧角ν＝０°作为飞行控制
变量，直到速度倾角首次达到零为初始下降阶段

（ｉｎｉｔｉａｌｄｅｓｃｅｎｄｉｎｇｐｈａｓｅ，ＩＤＰ）。初始轨迹通过从

起滑点到终端点的线性插值得到［６］：ｕ３＝χｍａｘ·
１Ｎ×１，ｕ１＝ｕ３ｃｏｓ（０），ｕ２＝ｕ３ｓｉｎ（０），κＱ· ＝κＱ·，ｍｉｎ·
１Ｎ×１，κｑ＝κｑ，ｍｉｎ·１Ｎ×１，κｎ＝κｎ，ｍｉｎ·１Ｎ×１，κＤ ＝
κＤ，ｍｉｎ·１Ｎ×１，ιＱ· ＝ιＱ·，ｍｉｎ·１Ｎ×１，ιｑ＝ιｑ，ｍｉｎ·１Ｎ×１，
ιｎ＝ιｎ，ｍｉｎ·１Ｎ×１，ιＤ＝ιＤ，ｍｉｎ·１Ｎ×１，η＝ηｍｉｎ，δ＝
δｍｉｎ，Ｚ＝１。

表１　初始和终端条件
Ｔａｂ．１　Ｉｎｉｔｉａｌａｎｄｔｅｒｍｉｎａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

参数 单位 数值

［ｈ０，ｈｆ］ ｋｍ ［８０，２５］

［λ０，λｆ］ ° ［１２０，１８０］

［０，ｆ］ ° ［－２５，１５］

［Ｖ０，Ｖｆ］ ｍ／ｓ ［６５００，２０００］

［θ０，θｆ］ ° ［－２，－４］

［σ０，σｆ］ ° ［８０，１００］

表２　决策变量的边界约束
Ｔａｂ．２　Ｂｏｘｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｏｆｔｈｅｄｅｃｉｓｉｏｎｖａｒｉａｂｌｅｓ

参数 ｂｏｘ约束

ｒ ［ｈｆ＋Ｒ０，ｈ０＋Ｒ０］

λ ［０°，３６０°］

 ［－９０°，９０°］

θ ［－６０°，６０°］

σ ［－１８０°，１８０°］

ｕ１ ［χｍｉｎｃｏｓνｍａｘ，χｍａｘｃｏｓνｍｉｎ］

ｕ２ ［χｍｉｎｓｉｎνｍｉｎ，χｍａｘｓｉｎνｍａｘ］

ｕ３ ［χｍｉｎ，χｍａｘ］

κＱ· ［ｌｎＶｍａｘ，ｌｎＶｍｉｎ］

κｑ ［ｌｎＶｍａｘ，ｌｎＶｍｉｎ］

κｎ ［ｌｎＶｍａｘ，ｌｎＶｍｉｎ］

参数 ｂｏｘ约束

κＤ ［ｌｎＶｍａｘ，ｌｎＶｍｉｎ］

ιＱ·
２μ
ｒｍａｘ
，
２μ
ｒ[ ]
ｍｉｎ

ιｑ
２μ
ｒｍａｘ
，
２μ
ｒ[ ]
ｍｉｎ

ιｎ
２μ
ｒｍａｘ
，
２μ
ｒ[ ]
ｍｉｎ

ιＤ
２μ
ｒｍａｘ
，
２μ
ｒ[ ]
ｍｉｎ

Ｚ ［－１×１０６，１×１０６］

η ［０，１×１０３］

采用文献［６］的序列凸规划方法（ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅ
ｃｏｎｖｅｘｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇｍｅｔｈｏｄ，ＳＣＰ）作为参考对比方
法。通过优化得到攻角和倾侧角控制指令，输入

动力学式（３）进行仿真，作为比较验证组，记作
ＳＩＭＵ。建立迭代步数（ｉｔｅｒ．）、ＣＰＵ时间、经纬度
相对误差εｒｅｌ＿ｇａｐ１、高相对误差 εｒｅｌ＿ｇａｐ２、球面相对误
差εｇａｐ３和终端点相对距离误差 εｆ作为算法的计
算效率和计算精度评价指标，其中，

εｒｅｌ＿ｇａｐ１＝
ｄｉｓｔ［ＴＳＩＭＵ（λｆ，ｆ）－ＴＯＰＴ（λｆ，ｆ）］

ｓＳＩＭＵ
×１００％

εｒｅｌ＿ｇａｐ２＝
ｈｆ，ＳＩＭＵ－ｈｆ，ＯＰＴ
ｓＳＩＭＵ

×１００％

·９８１·
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｛εｇａｐ３｝ｋｍ＝ｄｉｓｔ［ＴＯＰＴ（λｆ，ｆ）－ＴＤＥＳ（λｆ，ｆ）］

εｆ＝
λＮ －λｆ ＋ Ｎ －ｆ

λｆ ＋ ｆ
×１００％

式中，ｄｉｓｔ（·）表示计算球面距离的函数，
ＴＤＥＳ（λｆ，ｆ）表示设计终端点，ＴＳＩＭＵ（λｆ，ｆ）表示
ＳＩＭＵ仿真的终端点，ＴＯＰＴ（λｆ，ｆ）表示通过不同
优化方法得到的终端点，ｓＳＩＭＵ表示仿真航程。
εｒｅｌ＿ｇａｐ１和εｒｅｌ＿ｇａｐ２反映了为物理飞行设计的控制变
量与实际使用的控制变量之间的差异，值越小，表

明控制变量的设计越精确，控制量可执行度越高。

εｇａｐ３表示优化终端点与设计终端点之间的球面距
离误差。

４．１　最小终端误差再入轨迹

算例一：设计最小终端误差轨迹算例验证过

程约束的ＤＣ分解的有效性。设置 ＣＴＥ＝１×１０
３、

Ｃη＝１×１０
－５、Ｃδ＝１×１０

２和Ｃσ＝１×１０
２。

数值仿真结果如表３所示。图２～１１给出了
由ＳＣＰ和ＳＤＣＰ设计的最小终端误差再入轨迹剖
面。图２和图３为设计的高度 －速度走廊，并展
示了迭代收敛的过程。图４为经度－纬度－高度
曲线，图 ５～７为热流密度、动压和过载曲线。
图８和图９为由ＳＣＰ和ＳＤＣＰ设计的攻角和倾侧

表３　算例一的结果比较
Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒｅｓｕｌｔｓｉｎｅｘａｍｐｌｅ１

评价指标 ＳＣＰ ＳＤＣＰ

ｉｔｅｒ． ２６ １４

ＣＰＵ时间／ｓ ４１．２２５７ １３４．９４８２

εｒｅｌ＿ｇａｐ１／％ ４．６９５６×１０－２ ４．６１５８×１０－２

εｒｅｌ＿ｇａｐ２／％ １．９０８６×１０－３ １．１２１０×１０－３

εｇａｐ３／ｋｍ １．６６６６×１０－９ ３．８７５０×１０－４

图２　高度－速度剖面（ＳＣＰ）
Ｆｉｇ．２　ＡｌｔｉｔｕｄｅｖｓｖｅｌｏｃｉｔｙｈｉｓｔｏｒｉｅｓｂｙＳＣＰ

图３　高度－速度剖面（ＳＤＣＰ）
Ｆｉｇ．３　ＡｌｔｉｔｕｄｅｖｓｖｅｌｏｃｉｔｙｈｉｓｔｏｒｉｅｓｂｙＳＤＣＰ

图４　经度－纬度－高度曲线（终端误差指标）
Ｆｉｇ．４　Ｌｏｎｇｉｔｕｄｅｌａｔｉｔｕｄｅａｌｔｉｔｕｄｅｆｏｏｔｐｒｉｎｔｓ

（ｔｅｒｍｉｎａｌｅｒｒｏｒｉｎｄｅｘ）

图５　热流密度曲线（终端误差指标）
Ｆｉｇ．５　Ｈｅａｔｆｌｕｘｄｅｎｓｉｔｙｈｉｓｔｏｒｉｅｓ（ｔｅｒｍｉｎａｌｅｒｒｏｒｉｎｄｅｘ）

角控制量剖面。图１０和图１１为速度倾角和速度
方位角曲线。

由图２、图３及表３可知，基于 ＤＣ松弛模型
的ＳＤＣＰ迭代步数要比基于线性化模型的ＳＣＰ要
少，在εｒｅｌ＿ｇａｐ１和εｒｅｌ＿ｇａｐ２性能指标上表现要好，表明
ＳＤＣＰ设计控制变量要比 ＳＣＰ更容易插值还原，
可执行度更高。但在终端误差表现方面，即εｇａｐ３，

·０９１·
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图６　动压曲线（终端误差指标）
Ｆｉｇ．６　Ｄｙｎａｍｉｃｐｒｅｓｓｕｒｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓ（ｔｅｒｍｉｎａｌｅｒｒｏｒｉｎｄｅｘ）

图７　过载曲线（终端误差指标）
Ｆｉｇ．７　Ｎｏｒｍａｌｌｏａｄｈｉｓｔｏｒｉｅｓ（ｔｅｒｍｉｎａｌｅｒｒｏｒｉｎｄｅｘ）

图８　攻角曲线（终端误差指标）
Ｆｉｇ．８　Ａｎｇｌｅｏｆａｔｔａｃｋｐｒｏｆｉｌｅｓ（ｔｅｒｍｉｎａｌｅｒｒｏｒｉｎｄｅｘ）

ＳＣＰ终端误差在分米级别以下，而 ＳＤＣＰ为分米
级别，ＳＣＰ要比 ＳＤＣＰ更优。由图４～１１可以看
出，ＳＣＰ与ＳＤＣＰ设计的再入轨迹极其接近，而攻
角剖面略微有点差异。由图９可以看出，飞行器
在能量为－０８２和－０９５附近发生了倾侧反转。
从计算效率方面看，由表３可知，ＳＣＰ比 ＳＤＣＰ表
现要好，这是由于ＤＣ松弛逼近过程约束的方法增

图９　倾侧角曲线（终端误差指标）
Ｆｉｇ．９　Ｂａｎｋａｎｇｌｅｐｒｏｆｉｌｅｓ（ｔｅｒｍｉｎａｌｅｒｒｏｒｉｎｄｅｘ）

图１０　速度倾角曲线（终端误差指标）
Ｆｉｇ．１０　Ｆｌｉｇｈｔｐａｔｈａｎｇｌｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓ（ｔｅｒｍｉｎａｌｅｒｒｏｒｉｎｄｅｘ）

图１１　速度方位角曲线（终端误差指标）
Ｆｉｇ．１１　Ｈｅａｄｉｎｇａｎｇｌｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓ（ｔｅｒｍｉｎａｌｅｒｒｏｒｉｎｄｅｘ）

加了决策变量的规模和复杂凸约束（如指数锥、

旋转二阶锥）的个数。

４．２　最大峰值热流再入轨迹

算例二：设置 ＣＺＱ· ＝１×１０
６、ＣＴＥ＝１×１０

５、

Ｃσ＝１×１０
２、Ｃδ＝１×１０

２、Ｍ＝１×１０１０和 Ｃη＝１×

１０－５。采用文献［８－９］方法作为对比，并标记为

·１９１·
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ＭＭＰⅠ。改变不同节点个数，以显示算法在数值
稳定性、收敛特性和最优性方面的表现。

统计结果如表４所示，迭代过程如图１２所
示。图１３为节点 Ｎ＝２００时，运用模型 ＭＭＰⅡ
计算得到的高度 －速度再入走廊，用以展示迭
代收敛的过程。图 １４～２１为节点 Ｎ＝１００时，

运用模型 ＭＭＰⅠ和模型 ＭＭＰⅡ计算得到的再
入轨迹剖面。图１４为经度 －纬度 －高度曲线，
图１５～１７为热流密度、动压和过载曲线，图 １８
和图１９为设计的攻角和倾侧角剖面，图 ２０和
图２１描述了速度倾角和速度方位角的变化
情况。

表４　算例二的结果比较
Ｔａｂ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒｅｓｕｌｔｓｉｎｅｘａｍｐｌｅ２

组别 Ｎ 模型 ｉｔｅｒ． ＣＰＵ时间／ｓ Ｖ／（ｍ／ｓ） Ｑ·／（ｋＷ／ｍ２） εｆ／％

１ ２５ ＭＭＰⅠ ３３ 　５１．１５２０ ６００６．９８０９ ５３８３．３２２２ １．８４６５×１０－１２

２ ５０ ＭＭＰⅠ １７ ５４．４４９８ ６０７６．９４４７ ５５１２．２８４３ ２．６６６４×１０－１２

３ １００ ＭＭＰⅠ ５０～ ４５０．７９３８ ６１１０．５８０８ ５５７３．８７５０ ６．２９８３×１０－０９

４ ２００ ＭＭＰⅠ ５０～ １３３８．４３１８ ６１２７．０５９４ ５５６８．９１５３ １．４１００×１０－０９

５ ２５ ＭＭＰⅡ ２２ ６０．５４８２ ６１３２．９７１５ ５５１６．７９５６ ６．５８３２×１０－１０

６ ５０ ＭＭＰⅡ １５ １１８．０１４５ ６０７６．９４４７ ５５１１．９５１２ ２．７３２９×１０－１５

７ １００ ＭＭＰⅡ ２５ ５５４．７６３０ ６１１０．５８２０ ５５７４．９８５８ ８．１１４４×１０－１１

８ ２００ ＭＭＰⅡ ２１ ２８１４．４５０９ ６１２７．０６０８ ５６０１．１０７１ ６．６２７１×１０－１１

～：迭代停止，到达最大迭代步数或最大运行时间。

图１２　代价函数迭代过程
Ｆｉｇ．１２　Ｃｏｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎｉｔｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

图１３　高度－速度剖面（Ｎ＝２００）
Ｆｉｇ．１３　Ａｌｔｉｔｕｄｅｖｓｖｅｌｏｃｉｔｙｈｉｓｔｏｒｉｅｓ（Ｎ＝２００）

图１４　经度－纬度－高度曲线（峰值热流指标）
Ｆｉｇ．１４　Ｌｏｎｇｉｔｕｄｅｌａｔｉｔｕｄｅａｌｔｉｔｕｄｅｆｏｏｔｐｒｉｎｔｓ

（ｐｅａｋｈｅａｔｆｌｕｘｉｎｄｅｘ）

图１５　热流密度曲线（峰值热流指标）
Ｆｉｇ．１５　Ｈｅａｔｆｌｕｘｄｅｎｓｉｔｙｈｉｓｔｏｒｉｅｓ（ｐｅａｋｈｅａｔｆｌｕｘｉｎｄｅｘ）
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图１６　动压曲线（峰值热流指标）
Ｆｉｇ．１６　Ｄｙｎａｍｉｃｐｒｅｓｓｕｒｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓ（ｐｅａｋｈｅａｔｆｌｕｘｉｎｄｅｘ）

图１７　过载曲线（峰值热流指标）
Ｆｉｇ．１７　Ｎｏｒｍａｌｌｏａｄｈｉｓｔｏｒｉｅｓ（ｐｅａｋｈｅａｔｆｌｕｘｉｎｄｅｘ）

图１８　攻角曲线（峰值热流指标）
Ｆｉｇ．１８　Ａｎｇｌｅｏｆａｔｔａｃｋｐｒｏｆｉｌｅｓ（ｐｅａｋｈｅａｔｆｌｕｘｉｎｄｅｘ）

　　在计算精度方面，比较表４中的数据，求解基
于ＤＣ松弛的模型 ＭＭＰⅡ在最大峰值热流数值
接近或高于求解基于线性化的模型 ＭＭＰⅠ，在
终端经纬度误差接近或小于线性化的模型 ＭＭＰ
Ⅰ；查看图１２迭代过程，随着节点数量的增加，模
型ＭＭＰⅡ收敛到指定停止阈值条件，没有遇到
像模型ＭＭＰⅠ那样的代价函数数值跳跃现象。在

图１９　倾侧角曲线（峰值热流指标）
Ｆｉｇ．１９　Ｂａｎｋａｎｇｌｅｐｒｏｆｉｌｅｓ（ｐｅａｋｈｅａｔｆｌｕｘｉｎｄｅｘ）

图２０　速度倾角曲线（峰值热流指标）
Ｆｉｇ．２０　Ｆｌｉｇｈｔｐａｔｈａｎｇｌｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓ（ｐｅａｋｈｅａｔｆｌｕｘｉｎｄｅｘ）

图２１　速度方位角曲线（峰值热流指标）
Ｆｉｇ．２１　Ｈｅａｄｉｎｇａｎｇｌｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓ（ｐｅａｋｈｅａｔｆｌｕｘｉｎｄｅｘ）

计算效率方面，比较表４中的数据，并查看图１２
迭代过程：当节点数 Ｎ为２５、５０时，求解基于线
性化的模型ＭＭＰⅠ和基于ＤＣ松弛的模型ＭＭＰ
Ⅱ都能收敛到指定的停止阈值，但求解模型
ＭＭＰⅡ的解所需的迭代步数明显少于模型
ＭＭＰⅠ；而当节点数 Ｎ为１００、２００时，求解模型
ＭＭＰⅡ满足停止阈值条件而停止，但求解模型

·３９１·
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ＭＭＰⅠ到达最大迭代步数被停止。
数值算例表明，基于ＤＣ松弛的模型ＭＭＰⅡ

要比基于线性化的模型 ＭＭＰⅠ对 ＭａｘＭａｘ类再
入轨迹优化问题的逼近精度更高，在数值稳定性、

收敛特性和代价函数的最优性方面表现更优，适

合应用于高精度再入热轨迹规划任务，可为飞行

器热试验提供参考。由于模型 ＭＭＰⅡ增加了更
多的线性和非线性约束，求解模型 ＭＭＰⅡ的速
度明显慢于求解模型ＭＭＰⅠ。

５　结论

为了评估再入飞行器的力热性能，给材料、气

动热和结构设计部门提供测试参考，本文采用序

列ＤＣ规划方法研究了一类特殊的ＭａｘＭａｘ类再
入轨迹优化问题。主要贡献在于：

１）结合 ＤＣ分解和罚函数法，推导获得了比
线性化模型逼近精度更高的 ＭａｘＭａｘ类代价函
数ＤＣ松弛模型，解决了线性化模型迭代过程中
发生代价函数振荡或不收敛问题；

２）运用大 －Ｍ法将 ＭａｘＭａｘ类轨迹优化问
题转化为可解的混合整数规划子问题，提出了基

于ＤＣ松弛模型的改进序列ＤＣ规划方法。
以峰值热流再入轨迹优化问题为研究对

象，数值实验表明，基于 ＤＣ松弛模型的峰值热
流轨迹优化方法比基于线性化模型方法在最优

性上要高０５７８１％，终端经纬度精度高２个量
级，所提方法具有较高的稳定性、收敛性和最

优性。
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