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几乎完全非线性函数研究进展

施晨苗，李康荃，屈龙江!

（国防科技大学 理学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：几乎完全非线性（ａｌｍｏｓｔｐｅｒｆｅｃｔｎｏｎｌｉｎｅａｒ，ＡＰＮ）函数因差分性质最优，成为密码函数领域研究重
点。本文系统综述了ＡＰＮ函数研究进展：一是总结ＡＰＮ算例的一般生成方法；二是提炼已有ＡＰＮ无限类的
构造技术，并明确其具体构造；三是介绍 ＡＰＮ无限类与算例的等价分类结果；四是梳理 ＡＰＮ函数在置换性
质、代数次数、非线性度等方面的研究结论；五是回顾ＡＰＮ函数在编码理论和组合设计中的一些应用；六是对
ＡＰＮ函数的研究前景进行展望。目前，ＡＰＮ函数的构造仍以二次函数为主，尚未发现高次多项式无限类；“大
ＡＰＮ问题”等重要难题仍未解决。未来研究可着力于构造非经典 Ｗａｌｓｈ谱 ＡＰＮ多项式、发掘高次 ＡＰＮ多项
式等，并拓展其在编码与组合设计中的新应用。
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　　在人工智能和量子信息科技飞速发展的时代
背景下，密码学已经从一项前沿科技，全面演进为

维护国家安全的战略基石与核心支柱。分组密码

算法作为众多密码系统的关键组成部分，在保障

信息机密性与完整性方面发挥着不可替代的作

用。在分组密码中，Ｓ盒（ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎｂｏｘｅｓ）是最
常见且至关重要的非线性组件，其本质是有限域

上的函数［１］，承担着算法所必需的混淆功能。Ｓ

盒的设计质量好坏主要取决于其抵抗各类密码攻

击的密码学指标的性能优劣。

分组密码Ｓ盒的主要密码学指标是根据已知
的密码分析方法所设定的［２－３］，差分攻击［４］是分

组密码分析中最有效的密码攻击之一，其基本原

理是通过分析具有特定输入差分的明文对经过加

密后得到的密文对的差分特征来恢复部分密钥的

信息。一个密码函数的抗差分攻击能力由其差分



　第３期 施晨苗，等：几乎完全非线性函数研究进展

均匀度决定［５］。差分均匀度越低，函数抵抗差分

攻击的能力就越强。低差分函数的相关研究可参

见文献［６］。在偶特征有限域上，任意一个函数
的差分均匀度至少为２，若其差分均匀度等于２，
则称该函数为几乎完全非线性（ａｌｍｏｓｔｐｅｒｆｅｃｔ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ，ＡＰＮ）函数。因此，ＡＰＮ函数具有最优
的抗差分攻击能力。

ＡＰＮ函数自２０世纪９０年代初被提出以来，
因其优良的密码学性质，受到了国内外学者的广

泛关注和研究，并在编码理论、组合设计等领域也

有重要应用。２００６年之前，已知的 ＡＰＮ函数主
要是单项式。此后，学者陆续发现了非单项式的

ＡＰＮ算例并构造了无限类。尽管如此，ＡＰＮ函数
仍显得十分稀少，尤其是无限类构造类别至今有

限。目前，已知的 ＡＰＮ单项式无限类仅有６类，
而多项式无限类也不过２０类，且后者的代数次数
全部为２次。

近年来，关于ＡＰＮ函数生成与构造的研究已
取得显著进展，同时其各类密码性质的研究也成

果丰富，一些进展可参见文献［７－１５］。本文系
统梳理了国内外学者针对 ＡＰＮ函数的生成和构
造提出的研究方法，归纳了目前已发现的 ＡＰＮ函
数无限类，总结了 ＡＰＮ函数之间的等价性结果，
汇总了ＡＰＮ函数其他密码性质方面的已有结果，
回顾了ＡＰＮ函数在编码和组合设计中的应用。

１　预备知识

１．１　基本概念

设ｎ是一个正整数。Ｆ２ｎ表示包含２
ｎ个元素

的有限域。对ｍｎ，用 Ｔｒｎｍ（·）表示从有限域 Ｆ２ｎ

到Ｆ２ｍ的迹函数，即 Ｔｒ
ｎ
ｍ（ｘ）＝∑

ｎ／ｍ－１

ｉ＝０
ｘ２ｍｉ。当 ｍ＝１

时，Ｔｒｎ１（·）也被称为绝对迹函数。任意一个函数
Ｇ：Ｆ２ｎ→Ｆ２ｎ在有限域 Ｆ２ｎ上存在唯一一个次数至
多是２ｎ－１的多项式表示：

Ｇ（ｘ）＝∑
２ｎ－１

ｉ＝０
ａｉｘ

ｉ，ａｉ∈Ｆ２ｎ （１）

代数次数是衡量函数抵抗高阶差分攻击［１６－１７］能

力的密码学指标，其定义如下：

定义１（代数次数）　Ｇ的代数次数 ｄｅｇ（Ｇ），
定义为满足式（１）中 ａｉ≠０的指数 ｉ的最大二进
制重量（也称为２重），其中 ｉ的２重是其二进制
表示中“１”的个数。代数次数为１的函数称作仿
射函数，代数次数为２的函数称作二次函数。一
个仿射函数Ｇ满足Ｇ（０）＝０称作线性函数。

为评估密码函数抵抗差分攻击的能力，

Ｎｙｂｅｒｇ首次给出了差分均匀度的定义［２］：

定义２（差分均匀度［５］）　对任意一个函数
Ｇ：Ｆ２ｎ→Ｆ２ｎ，ΔＧ（ａ，ｂ）表示方程Ｇ（ｘ＋ａ）＋Ｇ（ｘ）＝
ｂ在Ｆ２ｎ中解的个数。称多重集｛ΔＧ（ａ，ｂ）：ａ∈
Ｆ!

２ｎ，ｂ∈Ｆ２ｎ｝为 Ｇ的差分谱，Ｇ的差分均匀度 ΔＧ
定义为

ΔＧ＝ｍａｘ｛ΔＧ（ａ，ｂ）：ａ∈Ｆ!

２ｎ，ｂ∈Ｆ２ｎ｝ （２）
如果ΔＧ＝２，则称Ｇ是ＡＰＮ函数。

Ｗａｌｓｈ变换是分析密码函数性质的重要工
具，其定义如下：

定义３（Ｗａｌｓｈ变换）　函数 Ｇ：Ｆ２ｎ→Ｆ２ｎ在
（ａ，ｂ）点的Ｗａｌｓｈ变换ＷＧ（ａ，ｂ）：Ｆ!

２ｎ×Ｆ２ｎ→ＣＣ定
义为

ＷＧ（ａ，ｂ）＝∑
ｘ∈Ｆ２ｎ
（－１）Ｔｒｎ１（ａｘ＋ｂＧ（ｘ）） （３）

多重集ＷＧ＝｛ＷＧ（ａ，ｂ）：ａ，ｂ∈Ｆ２ｎ，ａ≠０｝称为 Ｇ
的Ｗａｌｓｈ谱，由 Ｇ的 Ｗａｌｓｈ变换值的绝对值构成
的多重集｛ＷＧ（ａ，ｂ）：ａ，ｂ∈Ｆ２ｎ，ａ≠０｝称为 Ｇ
的扩展Ｗａｌｓｈ谱。

非线性度［１８］是衡量密码函数抵抗线性攻击

能力的密码指标，其本质是分支函数与所有仿射

函数之间的最小汉明距离中的最小值，可以通过

汉明距离与Ｗａｌｓｈ变换的关系给出：
定义４（非线性度［１８］）　函数 Ｇ：Ｆ２ｎ→Ｆ２ｎ的

非线性度Ｎ（Ｇ）定义为

Ｎ（Ｇ）＝２ｎ－１－１２ｍａｘｘ∈ＷＧ
ｘ （４）

当ｎ是奇数时，Ｎ（Ｇ）的上界是２ｎ－１－２（ｎ－１）／２，取
得这一上界的函数称为ＡＢ（ａｌｍｏｓｔｂｅｎｔ）函数。显
然，ＡＢ函数只可能在奇数次扩张的有限域上存
在。当 ｎ是偶数时，Ｎ（Ｇ）的已知上界是２ｎ－１－
２ｎ／２。　

１．２　函数的等价性

构造“新”的 ＡＰＮ函数是密码函数研究中的
一个核心问题，其关键在于证明新函数与所有已

知 ＡＰＮ函数均不等价。扩展仿射［５］（ｅｘｔｅｎｄｅｄ
ａｆｆｉｎｅ，ＥＡ）等价和 ＣＣＺ（ＣａｒｌｅｔＣｈａｒｐｉｎＺｉｎｏｖｉｅｖ）
等价［１９］是保持函数差分均匀度最常见的两个等

价关系，特别地，二者都保持函数的 ＡＰＮ性质。
因此，判别新构造的 ＡＰＮ函数与已知函数的 ＥＡ
或ＣＣＺ等价关系，已成为该领域的一个关键问
题。ＥＡ等价和ＣＣＺ等价的定义如下：

定义５（ＥＡ等价［５］）　设 Ｇ、Ｈ：Ｆ２ｎ→Ｆ２ｎ，如
果存在两个仿射置换 Ａ１、Ａ２，以及一个仿射函数
Ａ３，使得式（５）成立，则称Ｇ、Ｈ是ＥＡ等价的。

·９６３·
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ＧＡ１＝Ａ２Ｈ＋Ａ３ （５）
如果Ｇ、Ｈ是ＥＡ等价的，并且式（５）中 Ａ１、Ａ２、Ａ３
是线性的，那么称 Ｇ、Ｈ是扩展线性（ｅｘｔｅｎｄｅｄ
ｌｉｎｅａｒ，ＥＬ）等价的。如果Ｇ、Ｈ是ＥＡ等价的，并且
式（５）中Ａ３＝０，那么称 Ｇ、Ｈ是仿射等价的，特别
地，如果 Ａ１、Ａ２是线性的，则称 Ｇ、Ｈ是线性等
价的。

定义６（ＣＣＺ等价［１９］）　设 Ｇ、Ｈ：Ｆ２ｎ→Ｆ２ｎ，
ΓＧ＝｛（ｘ，Ｇ（ｘ））：ｘ∈Ｆ２ｎ｝表示函数 Ｇ的图。若
存在Ｆ２２ｎ上的一个仿射置换Ａ，将Ｇ的图映射到Ｈ
的图，即Ａ（ΓＧ）＝ΓＨ，则称Ｇ、Ｈ是ＣＣＺ等价的。

事实上，ＥＡ等价是 ＣＣＺ等价的一个特殊情
形［１９］。Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［２０］证明了对于Ｆ２ｎ上的Ｇｏｌｄ

函数Ｇ（ｘ）＝ｘ２
ｉ＋１，存在ＣＣＺ等价但ＥＡ不等价于

Ｇ的函数。因此，ＣＣＺ等价严格广泛于 ＥＡ等价。
进一步地，文献［２１］中提出了一个构造ＣＣＺ等价
但ＥＡ不等价于一个特定函数的方法。

２　生成ＡＰＮ算例的一般方法

ＡＰＮ算例的生成方法可分为两类：一是直接
生成法，即直接生成或产生 ＡＰＮ算例；二是间接
生成法，即从已知函数（ＡＰＮ函数、向量Ｂｅｎｔ函数
等）出发生成或产生新的ＡＰＮ算例。

２．１　直接生成法

１９９９年，Ｃａｎｔｅａｕｔ通过计算机搜索给出了当
ｎ≤２５时，有限域 Ｆ２ｎ上所有的 ＡＰＮ单项式算例；
之后，Ｅｄｅｌ将搜索范围扩大到ｎ≤３４以及ｎ＝３６，
３８，４０，４２［２２］。２００６年，Ｅｄｅｌ等［２３］首次发现了两

个分别定义在Ｆ２１０和Ｆ２１２上的与单项式 ＣＣＺ不等
价的二次ＡＰＮ二项式算例。
２０１４年前后，翁国标等［２４］和余玉银等［２５］提

出了生成二次 ＡＰＮ算例的矩阵构造法（ｍａｔｒｉｘ
ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｐｐｒｏａｃｈ），并发现了在 ｎ≤８的情况
下有限域Ｆ２ｎ上有大量ＡＰＮ算例。例如余玉银等
在Ｆ２７和Ｆ２８上分别生成了４８７个和８１５７个新的
二次ＡＰＮ算例。２０２２年，余玉银等［２６］提出正交

差分法（ｏｒｔｈｏｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄ），进一步发展矩阵
构造法，找到了 Ｆ２８上５４１２个新的二次 ＡＰＮ算
例。一种与矩阵构造法相似的方法是熊海等［２７］

和 Ｓｕｄｅｒ［２８］提出的反向差分法（ａｎｔｉｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ
ｍｅｔｈｏｄ）。利用反向差分法构造ＡＰＮ算例的关键
在于寻找一个满足相容性条件的 ２到 １映射族
Ω，即Ω中的任意两个２到１映射的线性组合依
旧是２到１的。特别地，当反向差分法中的２到１
映射是线性的（此时生成的 ＡＰＮ算例是二次的）

时，该方法等价于矩阵构造法。此外，Ｓｕｄｅｒ指出
找到满足相容性条件的非线性２到１映射族是困
难的。

２０２２年，Ｂｅｉｅｒｌｅ等［２９］提 出递归树搜索

（ｒｅｃｕｒｓｉｖｅｔｒｅｅｓｅａｒｃｈ）的方法，结合代数次数为２
以及线性自等价（ｌｉｎｅａｒｓｅｌｆｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ）这两个
特殊性质，发现了 Ｆ２８上１２７３３个新的二次 ＡＰＮ
算例，其中包括４个首次被发现的具有最高线性
度的算例，以及有限域 Ｆ２９上３５个新的二次 ＡＰＮ
算例。

２．２　间接生成法

２００９年，Ｅｄｅｌ等［３０］提出了转换构造法

（ｓｗｉｔｃｈｉｎｇｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ），该方法的思想是
通过改变已有 ＡＰＮ算例的部分坐标函数来生成
新的ＡＰＮ函数。利用该方法，Ｅｄｅｌ等发现了有限
域Ｆ２ｎ（ｎ≤８）上一些新的ＡＰＮ算例，其中包括Ｆ２６
上一个非二次的 ＡＰＮ算例以及一个具有最高线
性度的二次ＡＰＮ算例。

在已有 ＡＰＮ算例的基础上，通过增加若干
项，生成新的 ＡＰＮ算例也是一种常用方法，本文
将该方法概括为加项构造法。Ｅｄｅｌ等提出的转
换构造法可以被看成是一种特殊的加项构造法，

即在已有 ＡＰＮ函数的基础上，增加一个布尔函
数。加项构造法的另一种特殊应用是加“少项

数”多项式。该应用的一个优点是得到的ＡＰＮ算
例形式简洁。２０２０年，Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［３１］对Ｅｄｅｌ等
发现的Ｆ２１０上的ＡＰＮ二项式算例进行加项，发现
了 Ｆ２１０上 ３个 ＡＰＮ四项式算例。２０２１年，
Ａｌｅｋｓａｎｄｅｒｓｅｎ［３２］对已知 ＡＰＮ函数无限类在有限
域Ｆ２８和Ｆ２９上的代表元进行加项，找到了Ｆ２８上一
个新的 ＡＰＮ四项式算例，并发现一些形式复杂
（项数多）的ＡＰＮ算例等价于四项式和五项式。

同痕等价（ｉｓｏｔｏｐｉｃｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ）是有限半域
中的概念。２０２１年前后，Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［３３－３４］将同

痕引入 ＡＰＮ函数的研究中，提出了同痕移动
（ｉｓｏｔｏｐｉｃｓｈｉｆｔ）的构造方法，生成了有限域 Ｆ２９上
１７个新的二次ＡＰＮ算例。

２０２２年，Ｂｅｉｅｒｌｅ等［３５］提出修剪扩张法（ｔｒｉｍｓ
ａｎｄｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ），其主要思想是通过将 Ｆ２ｎ上的
ＡＰＮ算例限制在维数为 ｎ－１的线性或仿射超平
面上，或者增加两个ｎ元布尔函数和一个Ｆ２ｎ上向
量值函数，利用有限域 Ｆ２ｎ上的 ＡＰＮ算例构造
Ｆ２ｎ－１或者 Ｆ２ｎ＋１上的二次 ＡＰＮ算例。基于该方
法，Ｂｅｉｅｒｌｅ等发现了Ｆ２８上６３６８个新的二次ＡＰＮ
算例。

·０７３·
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２０２５年，Ｔａｎｉｇｕｃｈｉ等［３６］提出了一个二次

ＡＰＮ函数的间接构造方法，即对已有二次ＡＰＮ函
数添加形如Ｔｒｎ１（ｘ）Ｌ（ｘ）的项，其中 Ｌ（ｘ）是一个
线性函数。运用该方法，Ｔａｎｉｇｕｃｈｉ等在 Ｆ２８上利
用ＡＰＮ函数ｘ３构造了一个与之ＣＣＺ不等价的二
次ＡＰＮ算例。
２０２５年，Ｂｅｉｅｒｌｅ等［３７］结合增加坐标函数和

逐步扩大输入空间维数两种方法，生成了 Ｆ２８上
３７７５５９９个不等价的二次 ＡＰＮ算例。这一结果
首次将Ｆ２８上的ＡＰＮ函数个数提升到了百万级。

此外，基于已知的等价类，并利用均匀抽样的

测验方法，Ｂｅｉｅｒｌｅ等［３７］估计 Ｆ２８上不等价的 ＡＰＮ
函数的总数大约为６００万。所以，设计搜索低维
有限域上新的 ＡＰＮ算例的有效方法是一个有重
要理论价值的研究课题。

３　ＡＰＮ函数无限类的构造

构造ＣＣＺ等价意义下新的 ＡＰＮ函数无限类
是极其困难的。到目前为止，ＡＰＮ函数无限类构
造包括单项式、单变元表示的多项式、双变元表示

的多项式以及三变元表示的多项式。

２００６年之前，学者主要通过分析小域上的
ＡＰＮ算例，然后进行归纳总结，在有限域 Ｆ２ｎ上得
到了６类 ＡＰＮ单项式无限类（ＣＣＺ等价的意义
下），其构造如表 １所示。Ｄｏｂｂｅｒｔｉｎ猜想已知的
单项式形式的ＡＰＮ函数无限类是完全的，即除了
已有的６类，偶特征有限域上不存在其他的 ＡＰＮ
单项式［３８］。

表１　Ｆ２ｎ上已知的ＡＰＮ单项式无限类
Ｔａｂ．１　ＫｎｏｗｎｉｎｆｉｎｉｔｅｆａｍｉｌｉｅｓｏｆＡＰＮｍｏｎｏｍｉａｌｓｏｖｅｒＦ２ｎ

类别 函数 条件 文献

Ｇｏｌｄ ｘ２ｉ＋１ ｇｃｄ（ｉ，ｎ）＝１ ［５，３９］

Ｋａｓａｍｉ ｘ２２ｉ－２ｉ＋１ ｇｃｄ（ｉ，ｎ）＝１［４０－４１］

Ｗｅｌｃｈ ｘ２ｔ＋３ ｎ＝２ｔ＋１ ［４２］

Ｎｉｈｏ
ｘ２ｔ＋２ｔ／２－１，ｔ为偶数

ｘ２ｔ＋２（３ｔ＋１）／２－１，ｔ为奇数
ｎ＝２ｔ＋１ ［３８］

Ｉｎｖｅｒｓｅ ｘ２２ｔ－１ ｎ＝２ｔ＋１ ［５，４３］

Ｄｏｂｂｅｒｔｉｎ ｘ２４ｉ＋２３ｉ＋２２ｉ＋２ｉ－１ ｎ＝５ｉ ［４４］

近年来，人们在二次ＡＰＮ多项式无限类的构
造上取得了较大进展。２００８年，通过对 Ｅｄｅｌ等
发现的Ｆ２１２上一个 ＡＰＮ二项式算例进行归纳总
结，Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［４５］首次得到了两个 ＡＰＮ多项式

无限类。２００９年，Ｂｒｏｗｎｉｎｇ等［４６］指出，从形如

ｆ（ｘ）＝ｘ（Ａｘ２＋Ｂｘｑ＋Ｃｘ２ｑ）＋ｘ２（Ｄｘｑ＋Ｅｘ２ｑ）＋
Ｇｘ３ｑ的多项式中能够得到大量ＡＰＮ函数，其中ｑ＝
２ｍ（Ｂａｒｔｏｌｉ等［４７］在理论研究基础上对该结论进行

了一 些 计 算 验 证）。受 此 启 发，２００８年，
Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［４８］构造了一个 ＡＰＮ六项式无限类。
加项构造法在构造 ＡＰＮ多项式无限类的研究中
同样展现了不错的效果。２００９年，Ｂｕｄａｇｈｙａｎ
等［４９－５０］通过在Ｇｏｌｄ函数的基础上，增加３个特
殊的布尔函数，得到了３个新的 ＡＰＮ多项式无限
类。Ｂｒａｃｋｅｎ等对 Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等构造的一类 ＡＰＮ
二项式进行“加项”，在２００８年和２０１１年先后构
造了一个新的 ＡＰＮ三项式［５１］和四项式无限

类［５２］。２０２０年，利用同痕移动的构造方法，
Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［３３］给出了一个 ＡＰＮ五项式无限类。
同年，Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［３１］对他们通过加项构造法得

到的３个Ｆ２１０上的 ＡＰＮ四项式算例展开分析，发
现其中一个算例可以推广至无限类，进而构造了

一类新的 ＡＰＮ四项式无限类。２０２２年，郑立景
等［５３］将Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等构造的一类 ＡＰＮ四项式进
行推广，给出了一种基于迹函数的构造方法，得到

了一个新的 ＡＰＮ四项式无限类。李康荃等［５４］提

出线性置换替换法，对 Ｂｒａｃｋｅｎ等构造的 ＡＰＮ四
项式无限类进行推广，构造了一个新的 ＡＰＮ多项
式无限类。有限域Ｆ２ｎ上单变元二次ＡＰＮ多项式
无限类的构造有１１类（ＣＣＺ等价的意义下），如
表２所示。

当ｎ＝２ｍ时，有限域Ｆ２ｎ可以视作 Ｆ２ｍ×Ｆ２ｍ，
于是Ｆ２ｎ上的多项式函数可表示为双变元的形式。
双变元构造法是一种十分有效的方法。２０１１年
前后，周悦等［５５］和 Ｃａｒｌｅｔ［５６］利用向量 Ｂｅｎｔ函数
构造了Ｆ２２ｍ上形如（ｘｙ，Ｇ（ｘ，ｙ））的双变元表示的
ＡＰＮ函数无限类。之后，多位学者通过选择不同
的多项式 Ｇ，得到了新的 ＡＰＮ函数无限类。２０２２
年，Ｇｌｏｇｌｕ［５７］利用射影多项式，提出双射影构造
法，即考虑 Ｆ２２ｍ上形如（Ｇ１（ｘ，ｙ），Ｇ２（ｘ，ｙ））的
ＡＰＮ函数，其中 Ｇ１和 Ｇ２都是射影多项式，并得
到了两个新的 ＡＰＮ函数无限类。２０２１年，李康
荃等［５４］对Ｇｌｏｇｌｕ构造的双射影ＡＰＮ函数无限类
应用加项构造法，构造了 Ｆ２２ｍ上一个新的 ＡＰＮ函
数无限类。２０２４年，孙欢等［５８］利用该方法得到

了一类 ＣＣＺ等价于 ＡＰＮ函数无限类 Ｃ３的双变
元表示的 ＡＰＮ函数。之后，施晨苗等［５９］继续利

用该方法构造了 Ｆ２２ｍ上一个新的 ＡＰＮ函数无限
类。２０２５年，Ｇｌｏｇｌｕ等［６０］利用双射影构造法，得

到了一个包含更多 ＣＣＺ等价类的 ＡＰＮ函数无限

·１７３·
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表２　Ｆ２ｎ上已知的单变元表示的二次ＡＰＮ多项式无限类
Ｔａｂ．２　ＫｎｏｗｎｉｎｆｉｎｉｔｅｆａｍｉｌｉｅｓｏｆｑｕａｄｒａｔｉｃＡＰＮｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｖｅｒＦ２ｎｉｎｕｎｉｖａｒｉａｔｅｆｏｒｍ

类别 函数 条件 文献

Ｃ１、Ｃ２ ｘ２ｓ＋１＋ｕ２ｋ－１ｘ２ｉｋ＋２ｍｋ＋ｓ ｎ＝ｐｋ，ｇｃｄ（ｋ，ｐ）＝ｇｃｄ（ｓ，ｐｋ）＝１，ｐ∈｛３，４｝（ｐ＝３时为 Ｃ１
类，ｐ＝４时为Ｃ２类），ｉ＝ｓｋｍｏｄｐ，ｍ＝ｐ－ｉ，ｎ≥１２，ｕ∈Ｆ!

２ｎ

为本原元

［４５］

Ｃ３ ｓｘ２ｉ（ｑ＋１）＋ｘ２ｉ＋１＋ｘｑ（２ｉ＋１）＋ｃｘ２ｉｑ＋１＋
ｃｑｘ２ｉ＋ｑ＋ｘｑ＋１

ｑ＝２ｍ，ｎ＝２ｍ，ｇｃｄ（ｉ，ｍ）＝１，ｃ∈Ｆ２ｎ，ｓ∈Ｆ２ｎ＼Ｆｑ，ｘ
２ｉ＋１＋ｃｘ２ｉ＋

ｃｑｘ＋１不存在解ｘ使得ｘｑ＋１＝１

［４８］

Ｃ４ ｘ３＋ａ－１Ｔｒｎ１（ａ
３ｘ９） ａ≠０ ［４９］

Ｃ５ ｘ３＋ａ－１Ｔｒｎ３（ａ
３ｘ９＋ａ６ｘ１８） ３ｎ，ａ≠０ ［５０］

Ｃ６ ｘ３＋ａ－１Ｔｒｎ３（ａ
６ｘ１８＋ａ１２ｘ３６） ３ｎ，ａ≠０ ［５０］

Ｃ７ ｕｘ２ｓ＋１＋ｕ２ｋｘ２－ｋ＋２ｋ＋ｓ＋ｖｘ２－ｋ＋１＋
ｗｕ２ｋ＋１ｘ２ｓ＋２ｋ＋ｓ

ｎ＝３ｋ，ｇｃｄ（ｋ，３）＝ｇｃｄ（ｓ，３ｋ）＝１，ｖ，ｗ∈Ｆ２ｋ，ｖｗ≠１，３（ｋ＋
ｓ），ｕ是Ｆ!

２ｎ中的本原元

［５１－
５２］

Ｃ８ ａ２ｘ２２ｍ＋１＋１＋ｂ２ｘ２ｍ＋１＋１＋ａｘ２２ｍ＋２＋
ｂｘ２ｍ＋２＋（ｃ２＋ｃ）ｘ３

ｎ＝３ｍ，ｍ为奇数，ｄ＝ｇｃｄ（２ｍ －１，２２ｍ ＋２ｍ ＋１），Ｕ＝
〈ｕｄ′（２ｍ－１）〉，ｕ∈Ｆ２ｎ为本原元，ｄ′、ｄ素数因子相同且与２

２ｍ＋
２ｍ＋１素数因子幂次相同。Ｗ＝｛ｙｕｊ：０≤ｊ≤ｄ′－１，ｙ∈Ｕ｝。
Ｌ（ｘ）＝ａｘ２２ｍ＋ｂｘ２ｍ＋ｃｘ满足：ｗ∈Ｗ，Ｌ（ｗ）｛０，ｗ｝；对不同

的ｖ、ｗ∈Ｗ，若ｖ２
ｉＬ（ｗ）＋ｗＬ（ｖ）２ｉ≠０，有ｗ

２ｉＬ（ｖ）＋ｖＬ（ｗ）２ｉ

ｖ２ｉＬ（ｗ）＋ｗＬ（ｖ）２ｉ


Ｆ!

２ｍ成立；ｎ为偶数时， ｛ｗ－１Ｌ（ｗ）：ｗ∈Ｗ｝∩Ｆ２２ ≤１

［３３］

Ｃ９ ｘ３＋ａ（ｘ２ｓ＋１）２ｋ＋ｂｘ３ｑ＋ｃ［ｘ（２ｓ＋１）ｑ］２ｋ ｎ＝２ｍ＝１０，ｑ＝２ｍ，（ａ，ｂ，ｃ）＝（β，１，０），ｓ＝３，ｋ＝２，β∈Ｆ２２
为本原元；ｎ＝２ｍ，ｑ＝２ｍ，ｍ为奇数，３ ｍ，（ａ，ｂ，ｃ）＝（β，
β２，１），β∈Ｆ２２为本原元，ｓ∈｛ｍ－２，ｍ，２ｍ－１，（ｍ－２）

－１ｍｏｄｎ｝

［３０］

Ｃ１０ ａＴｒｎｍ（ｂｘ
２ｉ＋１）＋ａｑＴｒｎｍ（ｃｘ

２ｓ＋１） ｎ＝２ｍ，ｍ为奇数，ｑ＝２ｍ，ａＦｑ，ｇｃｄ（ｉ，ｎ）＝１。①ｓ＝ｎ－ｉ，

ｃ２ｉｂ－１Ｆ２ｍ；②ｓ＝３ｉ，ｂ为非立方元，ｃｂ
－２２ｉ＋２ｉ－１∈Ｆ!

２ｍ；③ｓ＝

ｍ－２ｉ，ｂ为非立方元，ｃ２２ｉｂ２ｉ－１∈Ｆ!

２ｍ；④ｓ＝ｍ＋２ｉ，ｂ为非立

方元，ｃｂ２ｉ－１∈Ｆ!

２ｍ；⑤ｓ＝ｍ，ｂ为非立方元，ｃＦ２ｍ；⑥ｉ＝１，

ｂ为非立方元，ｓ＝（ｍ－２）－１ｍｏｄｎ，ｃ２ｓ－１ｂ－２２ｓ∈Ｆ!

２ｍ

［５３］

Ｃ１１ Ｌ（ｘ）２ｍ＋１＋ｖｘ２ｍ＋１ ｇｃｄ（ｓ，ｍ）＝１，ｖ∈Ｆ!

２ｍ，μ∈Ｆ!

２３ｍ，Ｌ（ｘ）＝ｘ
２ｍ＋ｓ＋μｘ２

ｓ＋ｘ置
换Ｆ２３ｍ

［５４］

类。Ｆ２ｎ上双变元表示的二次 ＡＰＮ多项式无限类
的构造有 ８类（ＣＣＺ等价的意义下），如表 ３
所示。

类似地，当 ｎ＝３ｍ时，有限域 Ｆ２ｎ可以视作
Ｆ２ｍ×Ｆ２ｍ×Ｆ２ｍ，于是 Ｆ２ｎ上的多项式函数可表示
为三变元的形式。２０２４年，李康荃等［６４］运用三

射影构造法构造了一类新的ＡＰＮ函数无限类，如
表４所示。

线性置换替换法本质上是先将已有的无限类

表示为含线性置换的形式，再将其替换为其他的

线性置换，从而得到新的无限类。通过选取不同

的线性置换（或对一类线性置换取不同参数），这

一方法可能生成较多不等价的算例，但从理论上

完全确定符合条件的线性置换（或一类线性置换

的具体参数）一般是困难的。

从已有的无限类构造结果可以看出，对于单

变元及多变元表示的ＡＰＮ函数，利用加项构造法
进行间接构造均具有一定的适用性。而双变元构

造法中基于 Ｂｅｎｔ函数构造 ＡＰＮ无限类的结果仅
局限于双变元表示的情形，对于更一般的多变元

表示的情形，尚未有相关结果。

此外，基于双射影构造法的思想，通过三射影
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表３　Ｆ２ｎ上已知的双变元表示的二次ＡＰＮ多项式无限类
Ｔａｂ．３　ＫｎｏｗｎｉｎｆｉｎｉｔｅｆａｍｉｌｉｅｓｏｆｑｕａｄｒａｔｉｃＡＰＮｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｖｅｒＦ２ｎｉｎｂｉｖａｒｉａｔｅｆｏｒｍ

类别 函数 条件 文献

Ｃ１２ （ｘｙ，ｘ２ｋ＋１＋αｙ（２
ｋ＋１）２ｉ） ｇｃｄ（ｋ，ｍ）＝１，ｍ是偶数，α是非立方元 ［５５］

Ｃ１３ （ｘｙ，ｘ２３ｋ＋２２ｋ＋ａｘ２２ｋｙ２ｋ＋ｂｙ２ｋ＋１） ｇｃｄ（ｋ，ｍ）＝１，ｘ２ｋ＋１＋ａｘ＋ｂ在Ｆ２ｍ中没有根 ［６１］

Ｃ１４ （ｘｙ，ｘ２ｉ＋１＋ｘ２ｉ＋ｍ／２ｙ２ｍ／２＋ｂｘｙ２ｉ＋ｃｙ２ｉ＋１） ｍ是偶数，ｇｃｄ（ｉ，ｍ）＝１，（ｃｘ２ｉ＋１＋ｂｘ２ｉ＋１）２ｍ／２＋１＋
ｘ２ｍ／２＋１在Ｆ２ｍ中没有根

［６２］

Ｃ１５ （ｘｑ＋１＋ｘｙｑ＋αｙｑ＋１，
ｘｑ２＋１＋αｘｑ２ｙ＋（１＋α）ｑｘｙｑ

２＋αｙｑ
２＋１）

ｋ、ｍ＞０，ｇｃｄ（ｋ，ｍ）＝１，ｑ＝２ｋ，α∈Ｆ２ｍ，ｘ
ｑ＋１＋ｘ＋α

在Ｆ２ｍ中没有根
［５７，６３］

Ｃ１６ （ｘ２ｉ＋１＋ｘｙ２ｉ＋ｙ２ｉ＋１，ｘ２３ｉｙ＋ｘｙ２３ｉ） ｇｃｄ（３ｉ，ｍ）＝１，ｍ是奇数 ［５７］

Ｃ１７ （ｘ３＋ｘｙ＋ｘｙ２＋αｙ３，
ｘ５＋ｘｙ＋αｘ２ｙ２＋αｘ４ｙ＋（１＋α）２ｘｙ４＋αｙ５）

α∈Ｆ２ｍ，ｘ
３＋ｘ＋α在Ｆ２ｍ中没有根 ［５４，６３］

Ｃ１８
（ｘｑ＋１＋Ｂｙｑ＋１，ｘｒｙ＋ａＢｘｙ

ｒ） ０＜ｋ＜ｍ，ｑ＝２ｋ，ｒ＝２ｋ＋ｍ／２，ｍ≡２（ｍｏｄ４），ｇｃｄ（ｋ，ｍ）＝
１，ａ∈Ｆ!

２ｍ／２，Ｂ∈Ｆ２ｍ，Ｂ是非立方元，Ｂ
ｑ＋ｒ≠ａｑ＋１

［６０］

Ｃ１９
（ｘｑ＋１＋ｘｙｑ＋ｙｑ＋１＋∑

ｋ－１

ｉ＝０
（ｘｙ）２ｉ，

ｘｑ２＋１＋ｘｑ２ｙ＋ｙｑ２＋１＋∑
ｋ－１

ｉ＝０
［ｘｙ＋（ｘｙ）ｑ］２ｉ）

ｑ＝２ｋ，ｇｃｄ（３ｋ，ｍ）＝１，满足对 ａ、ｂ∈Ｆ!

２ｍ，ｃ＝ａｂ
－１＋

１，ｄ＝（ａｂ－１）ｑ＋１ ＋ａｂ－１ ＋１，ｅ＝（ａｂ－１）ｑ２ ＋
（ａｂ－１）ｑ２＋１＋１，Ｐ（ｘ）＝（ｃｑｄ－ｑｅ＋１）ｘｑ２－１＋（ｂ－ｑ２－ｑ·

ｄ－ｑｅ＋１）∑
ｋ－１

ｉ＝０
（ａｂ）２ｉ＋ｋｘ２ｉ＋ｋ－１＋ｅ（ｃｄ－１＋ｄ－ｑ）ｘｑ－１＋

（ｂ－ｑ－１ｄ－１ｅ＋１）∑
ｋ－１

ｉ＝０
（ａｂ）２ｉｘ２ｉ－１＋（ａｂ－１）ｑ２＋ｄ－１ｅ＋１

在Ｆ２ｍ中没有根

［５９］

表４　Ｆ２ｎ上已知的三变元表示的二次ＡＰＮ多项式无限类
Ｔａｂ．４　ＫｎｏｗｎｉｎｆｉｎｉｔｅｆａｍｉｌｉｅｓｏｆｑｕａｄｒａｔｉｃＡＰＮｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｖｅｒＦ２ｎｉｎｔｒｉｖａｒｉａｔｅｆｏｒｍ

类别 函数 条件 文献

Ｃ２０ （ｘｑ＋１＋ｘｑｚ＋ｙｚｑ，ｘｑｚ＋ｙｑ＋１，ｘｙｑ＋ｙｑｚ＋ｚｑ＋１）

ｑ＝２ｉ，ｇｃｄ（７ｉ，ｍ）＝１，多项式 Ｐ（ｘ，ｙ）＝ｘｑ２＋ｑ＋１＋

ｘｙｑ２＋ｑ＋ｘｙｑ＋ｘｑ２＋ｑ＋ｘｑｙｑ２＋ｘｑ２ｙ＋ｙｑ２＋ｑ＋１＋ｙｑ２＋ｑ＋ｙｑ２＋

ｙｑ＋１在Ｆ２２ｍ中没有根

［６４］

构造法构造无限类是自然的。学者可类似推广得

到四（多）射影构造法，需要注意的是，即使仅考

虑平凡系数情形，在此构造方法下搜索 ＡＰＮ算例
的空间大小也将达到２６４（超过２６４），这使得在Ｆ２８
上进行完全搜索极为困难。

４　ＡＰＮ函数的等价性

ＡＰＮ函数的等价分类问题是其研究中的一
个基础性重要课题。本节介绍低维有限域上算例

的等价分类、无限类之间以及无限类内部函数的

等价分类。

４．１　ＡＰＮ算例的等价分类

２００８年，Ｂｒｉｎｋｍａｎｎ等［６５］对 ｎ≤５时，有限域

Ｆ２ｎ上的所有 ＡＰＮ算例（都 ＣＣＺ等价于一个幂函
数）进行了完整分类。２０２０年，余玉银等［６６］利用

矩阵构造法给出了当 ｎ≤９时，有限域 Ｆ２ｎ上系数
落在 Ｆ２中的二次 ＡＰＮ算例的完整分类。２００９
年，Ｂｒｏｗｎｉｎｇ等［４６］给出了 Ｆ２６上所有二次 ＡＰＮ算
例。２０１２年，Ｌａｎｇｅｖｉｎ等［６７］进一步对Ｆ２６上所有代
数次数不超过３的ＡＰＮ算例进行分类（ＣＣＺ等价
意义下一共１４个，包含１３个二次ＡＰＮ算例、１个
三次 ＡＰＮ算例）。２０２３年，Ｋａｌｇｉｎ等［６８］利用二次

函数的矩阵表示找到了 Ｆ２７上一个新的二次 ＡＰＮ
算例，并且证明他们的结果完成了有限域Ｆ２７上所
有二次ＡＰＮ算例的分类（ＣＣＺ等价意义下一共４８８
个）。２０２２年，Ｂｅｉｅｒｌｅ等［３５］利用修剪扩张法以及

Ｆ２７上所有二次 ＡＰＮ算例的分类结果，给出了 Ｆ２８
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上所有具有最高线性度的二次 ＡＰＮ算例的分类。
２０２２年，Ｂｅｉｅｒｌｅ等［６９］分析了 Ｆ２９上已知的二次
ＡＰＮ置换算例的 ＣＣＺ等价分类，得到了它们的
ＥＡ等价类个数的下界。

４．２　ＣＣＺ等价不变量

一般而言，理论上证明两个函数之间的 ＣＣＺ
等价关系是非常困难的。常用的方法是利用计算

机测试两个函数在低维有限域上是否 ＣＣＺ等价。
其中判定码等价是常用的方法之一：设α是Ｆ２ｎ的
一个本原元，Ｇ、Ｈ是Ｆ２ｎ上任意两个函数，当且仅
当ＣＧ与ＣＨ同构时，Ｇ与 ＨＣＣＺ等价

［４６，５１］，其中

ＣＧ是Ｇ所对应的线性码，校验矩阵为
１ １ … １

０ α … α２
ｎ－１

Ｇ（０） Ｇ（α） … Ｇ（α２
ｎ－１









）

（６）

另一种主要的方法是利用计算机计算低维有限

域上算例的 ＣＣＺ等价不变量并进行比较。如果
两个函数的 ＣＣＺ等价不变量不相同，那么它们
ＣＣＺ不等价；反之如果它们的 ＣＣＺ等价不变量
相同，则不能说明这两个函数之间的 ＣＣＺ等价
关系。

当前，已有不少 ＣＣＺ等价不变量被提出，但
不是所有不变量都有效，例如，差分谱显然无法用

于判断两个ＡＰＮ函数之间的等价性。扩展Ｗａｌｓｈ
谱也是一个常见的ＣＣＺ等价不变量，但它通常也
不是一个高效的不变量。

２００９年，Ｅｄｅｌ等［３０］在研究有限域上 ＡＰＮ幂
函数无限类中的算例是否都不等价这一问题时，

提出了两个ＣＣＺ等价不变量：Γ－秩，Δ－秩。其
定义如下：

定义７（Γ－秩［３０］）　设 Ｇ是 Ｆ２ｎ上任意一个
ＡＰＮ函数。对ａ、ｂ∈Ｆ２ｎ，定义
ΓＧ·（ａ，ｂ）＝｛（ｘ＋ａ，Ｇ（ｘ）＋ｂ）：ｘ∈Ｆ２ｎ｝

（７）
ｄｅｖ（ΓＧ）是一个设计，其中点集是 Ｆ

２
２ｎ，区块集是

｛ΓＧ·（ａ，ｂ）：ａ，ｂ∈Ｆ２ｎ｝，称设计 ｄｅｖ（ΓＧ）关联
矩阵的秩为Γ－秩。

定义８（Δ－秩［３０］）　设 Ｇ是 Ｆ２ｎ上任意一个
ＡＰＮ函数。定义
　ＤＧ＝｛（ｘ＋ｙ，Ｇ（ｘ）＋Ｇ（ｙ））：ｘ，ｙ∈Ｆ２ｎ｝ （８）
ｄｅｖ（ＤＧ）是一个设计，其中点集是 Ｆ

２
２ｎ，区块集是

｛ＤＧ·（ａ，ｂ）：ａ，ｂ∈Ｆ２ｎ｝，称设计ｄｅｖ（ＤＧ）关联矩
阵的秩为Δ－秩。

不幸的是，计算 Γ－秩和 Δ－秩所需要消耗
的内存非常高。当维数达到１０时，计算Γ－秩需

要大约５００ＧＢ的可用内存。需要注意的是，如果
使用ＭＡＧＭＡ编程实现这个方法，其计算结果在
高维有限域上不一定准确。

２０２０年，Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［７０］给出了ＡＰＮ函数的
另一个ＣＣＺ等价不变量，并且当函数是二次时，
这一不变量的计算特别高效。其定义如下：

定义９（ΠＧ
［７０］）　设 Ｇ是 Ｆ２ｎ上任意一个

ＡＰＮ函数。对任意ｂ、ｃ∈Ｆ２ｎ，定义

ΠＧ（ｂ，ｃ）＝｛ａ∈Ｆ２ｎ： ｘ∈Ｆ２ｎ　ｓ．ｔ．Ｄ
ｃ
ａＧ（ｘ）＝ｂ｝

（９）
其中，ＤｃａＧ（ｘ）＝Ｇ（ｘ）＋Ｇ（ｘ＋ａ）＋Ｇ（ａ＋ｃ）。多
重集ΠＧ＝｛ΠＧ（ｂ，ｃ）：ｂ，ｃ∈Ｆ２ｎ｝是一个ＣＣＺ等
价不变量。

对于ｎ最大到１１，ΠＧ的计算是非常迅速的。
然而，对于奇数ｎ，该不变量在区分不等价的函数
时的效果较差：ｎ取５、７、９、１１时，ΠＧ只取两个不
同的可能值［７０］。

２０２５年，周子健等［７１］通过运用拓扑数据分

析中的持续同调和图论工具，提出了 ＡＰＮ函数的
若干新ＣＣＺ等价不变量。其中部分不变量能够
有效区分多个已知的 ＡＰＮ函数，包括 Ｆ２７上的 ｘ

３

和ｘ９以及Ｆ２９上的ｘ
３和ｘ３３（在此之前已有的ＣＣＺ

等价不变量均无法区分这些函数），例如等价不

变量Σ４，Ｃ。
定义１０（Σ４，Ｃ

［７１］）　设 Ｇ是 Ｆ２ｎ上任意一个
ＡＰＮ函数，ＣＧ是 Ｇ所对应的线性码，ｄ１是 ＣＧ的
极小重量。ＶＣ，ｍ表示 ＣＧ中由极小重量的码字构
成的子集，即

ＶＣ，ｍ＝｛ｃ∈ＣＧ：ｗＨ（ｃ）＝ｄ１｝ （１０）
ＫＣ，ｍ表示子集ＶＣ，ｍ的关联单纯复形，Σ４，Ｃ表示ＫＣ，ｍ
中所有长度为４的环的（顶点个数为４的完全子
图）个数。

除了上述 ＣＣＺ等价不变量，ＥＡ等价的意义
下还有许多不变量，参考文献［７２－７３］。

实际上，在区分不等价的二次 ＡＰＮ函数时，
将差分谱和扩展 Ｗａｌｓｈ谱应用于对应的正交导
数［７４］变得有效。

定义１１（正交导数［７４］）　设 Ｇ：Ｆ２ｎ→Ｆ２ｎ，Ｇ
的正交导数定义为一个唯一的函数πＧ：Ｆ２ｎ→Ｆ２ｎ，
πＧ（０）＝０，满足对任意的 ａ∈ Ｆ２ｎ＼｛０｝，都有
πＧ（ａ）≠０成立，并且对任意的ｘ∈Ｆ２ｎ，都满足

Ｔｒｎ１（πＧ（ａ）Ｄａ（ｘ））＝０ （１１）
其中，Ｄａ（ｘ）＝Ｇ（ｘ）＋Ｇ（ｘ＋ａ）＋Ｇ（ａ）＋Ｇ（０）。

对于两个二次 ＡＰＮ函数 ｇ、ｈ，如果它们是
ＣＣＺ等价的，那么它们的正交导数 πｇ和 πｈ是仿
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射等价的［７４］。实际上，仿射等价（或者更一般

的，ＣＣＺ等价）能保持函数的差分谱。因此，如
果 Ｆ２ｎ上的两个函数对应正交导数的差分谱不
同，或者对应正交导数的扩展Ｗａｌｓｈ谱不同，那么
这两个函数ＣＣＺ不等价。

计算正交导数的经典方法是试错 （ｔｒｉａｌａｎｄ
ｅｒｒｏｒ）法，该计算方法在 ｓｂｏｘＵ的最新版本中已
被实现［７５］（在 Ｌｉｎｕｘ系统中使用 ｓａｇｅｍａｔｈ运
行）。但该算法的计算效率较低，其计算量随着

维数的增加快速增大，因此如何提升正交导数

的计算效率是研究高维数 ＡＰＮ函数等价性的关
键问题。

表５列出了Ｆ２１０上所有来自已知二次ＡＰＮ函
数无限类中的算例对应正交导数的差分谱。

表５　Ｆ２１０上已知二次ＡＰＮ函数无限类中所有
算例对应正交导数的差分谱

Ｔａｂ．５　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｐｅｃｔｒａｏｆｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｏｒｔｈｏｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆａｌｌｉｎｓｔａｎｃｅｓｆｒｏｍｋｎｏｗｎｉｎｆｉｎｉｔｅ
ｆａｍｉｌｉｅｓｏｆｑｕａｄｒａｔｉｃＡＰＮｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｖｅｒＦ２１０

类别 正交导数的差分谱

Ｇｏｌｄ－１ ｛０：５９５３８６，２：４１６３６１，６：３５８０５｝

Ｇｏｌｄ－２
｛０：７１３０３１，２：２１１７６１，４：９２０７０，
６：１５３４５，８：５１１５，１２：１０２３０｝

Ｃ３－１
｛０：６２９３３１，２：３３０３３６，４：７２５４０，

６：１３０２０，８：２３２５｝

Ｃ３－２
｛０：６２８４０１，２：３２９８７１，４：７５３３０，

６：１２５５５，８：１３９５｝

Ｃ４－１
｛０：６３３６３６，２：３２２７０１，４：７５０４５，
６：１３９８０，８：１９０５，１０：２８５｝

Ｃ４－２
｛０：６３０２１６，２：３２７０８１，４：７６２１５，
６：１２１５０，８：１６６５，１０：１９５，１２：３０｝

Ｃ９－１
｛０：６３６３０６，２：３１５０１８，４：８２３３５，
６：１１７１５，８：２１４５，１０：３３｝

Ｃ９－２
｛０：６３７７０１，２：３１３１３１，４：８０９１０，

６：１４４１５，８：１３９５｝

Ｃ９－３
｛０：６２６５４１，２：３３０３３６，４：７９５１５，

６：１０２３０，８：９３０｝

Ｃ１０－１
｛０：６４０４９１，２：３０４２９６，４：８９２８０，

６：１３０２０，８：４６５｝

Ｃ１０－２
｛０：６２４２１６，２：３３４９８６，４：７６７２５，

６：１１１６０，８：４６５｝

续表

类别 正交导数的差分谱

Ｃ１３－１
｛０：６３５３１４，２：３１７６２６，４：８０２９０，
６：１１７８０，８：２４８０，１０：６２｝

Ｃ１３－２
｛０：６３１８１１，２：３２２６１７，４：８０１９７，
６：１１０９８，８：１６７４，１０：１５５｝

Ｃ１３－３
｛０：６３３７３３，２：３２０６９５，４：７８３９９，
６：１２８０３，８：１７３６，１０：１８６｝

Ｃ１３－４
｛０：６４１５１４，２：３０７７０６，４：８１３７５，
６：１４８８０，８：１７０５，１０：３７２｝

Ｃ１３－５
｛０：６３４２６０，２：３２１０３６，４：７６３５３，
６：１３８５７，８：１７６７，１０：２７９｝

Ｃ１３－６
｛０：６３０６６４，２：３２４９４２，４：７８６４７，６：１１８４２，

８：１３６４，１０：３１，１２：３１，１４：３１｝

Ｃ１５－１
｛０：６３７７０１，２：３１３１３１，４：８０９１０，

６：１４４１５，８：１３９５｝

Ｃ１５－２
｛０：６２６５４１，２：３３０３３６，４：７９５１５，

６：１０２３０，８：９３０｝

Ｃ１６－１
｛０：６２４２１６，２：３３４９８６，４：７６７２５，

６：１１１６０，８：４６５｝

Ｃ１６－２
｛０：６４０４９１，２：３０４２９６，４：８９２８０，

６：１３０２０，８：４６５｝

Ｃ１７
｛０：６３４０４１，２：３２０１６６，４：７８４２０，
６：１３０２０，８：１８３０，１０：６０，１２：１５｝

Ｃ１９－１
｛０：６３１９１１，２：３２３４２１，４：７８４９５，
６：１１７７５，８：１７２５，１０：２１０，１２：１５｝

Ｃ１９－２
｛０：６３２２８６，２：３２２５６６，４：７８５４０，
６：１２６７５，８：１３２０，１０：１６５｝

Ｃ１９－３
｛０：６３６５９１，２：３１６３７１，４：７８７２０，
６：１３７４０，８：１９３５，１０：１６５，１２：３０｝

注意到Ｃ９中的两个ＡＰＮ算例与Ｃ１５中两个
ＡＰＮ算例对应正交导数的差分谱相同，Ｃ１０中的
两个ＡＰＮ算例与Ｃ１６中两个ＡＰＮ算例对应正交
导数的差分谱相同，表６进一步给出这几个 ＡＰＮ
算例对应的正交导数的扩展Ｗａｌｓｈ谱。

显然，从表５～６中给出的实验数据可以看
出，Ｇｏｌｄ函数，ＡＰＮ函数无限类 Ｃ３、Ｃ４、Ｃ９、Ｃ１０、
Ｃ１３、Ｃ１５、Ｃ１６、Ｃ１７、Ｃ１９属于不同的 ＣＣＺ等价
类。进一步，表７列出了Ｆ２９上所有来自已知二次
ＡＰＮ函数无限类中的算例对应的正交导数的差
分谱。

·５７３·
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表６　Ｆ２１０上已知二次ＡＰＮ函数无限类中对应正交导数
差分谱相同的算例的对应正交导数扩展Ｗａｌｓｈ谱
Ｔａｂ．６　ＥｘｔｅｎｄｅｄＷａｌｓｈｓｐｅｃｔｒａｏｆｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｏｒｔｈｏｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆｔｈｏｓｅｉｎｓｔａｎｃｅｓｆｒｏｍｋｎｏｗｎｉｎｆｉｎｉｔｅ
ｆａｍｉｌｉｅｓｏｆｑｕａｄｒａｔｉｃＡＰＮｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｖｅｒＦ２１０ｗｈｏｓｅ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｏｒｔｈｏｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｓｈａｒｅｔｈｅｓａｍｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｐｅｃｔｒａ

类别 正交导数的扩展Ｗａｌｓｈ谱

Ｃ９－２

｛０：１１１１３５，８：１９３０６８，１６：１８４６０５，２４：１５８１００，
３２：１２６２３２，４０：１０４２５３，４８：６５１９３，５６：４５１０５，
６４：２１７３１，７２：１７６７０，８０：１２０９０，８８：３７２０，

９６：２７９０，１０４：１３９５，１２０：４６５｝

Ｃ９－３

｛０：１１３４６０，８：１９４９２８，１６：１８４６０５，２４：１５４８４５，
３２：１１８７９２，４０：９８２０８，４８：６８８２０，５６：５２５４５，
６４：２８７０６，７２：１８１３５，８０：７９０５，８８：３７２０，

９６：９３０，１０４：１３９５，１１２：５５８｝

Ｃ１０－１

｛０：９３０００，８：２１２０４０，１６：１８２２８０，２４：１５８５６５，
３２：１３９７１７，４０：８３７９３，４８：６６１２３，５６：５１１５０，
６４：２６８４６，７２：１５３４５，８０：１２０９０，８８：２４１８，

９６：２３２５，１１２：１３９５，１２０：４６５｝

Ｃ１０－２

｛０：１０６４８５，８：２００４１５，１６：１７５７７０，２４：１７０６５５，
３２：１１５０７２，４０：９１６９８，４８：７７２８３，５６：４４６４０，
６４：３７５４１，７２：１３４８５，８０：８３７０，８８：１９５３，

９６：２７９０，１０４：９３０，１１２：４６５｝

Ｃ１５－１

｛０：１１１１３５，８：１９３０６８，１６：１８４６０５，２４：１５８１００，
３２：１２６２３２，４０：１０４２５３，４８：６５１９３，５６：４５１０５，
６４：２１７３１，７２：１７６７０，８０：１２０９０，８８：３７２０，

９６：２７９０，１０４：１３９５，１２０：４６５｝

Ｃ１５－２

｛０：１１３４６０，８：１９４９２８，１６：１８４６０５，２４：１５４８４５，
３２：１１８７９２，４０：９８２０８，４８：６８８２０，５６：５２５４５，
６４：２８７０６，７２：１８１３５，８０：７９０５，８８：３７２０，

９６：９３０，１０４：１３９５，１１２：５５８｝

Ｃ１６－１

｛０：１０６４８５，８：２００４１５，１６：１７５７７０，２４：１７０６５５，
３２：１１５０７２，４０：９１６９８，４８：７７２８３，５６：４４６４０，
６４：３７５４１，７２：１３４８５，８０：８３７０，８８：１９５３，

９６：２７９０，１０４：９３０，１１２：４６５｝

Ｃ１６－２

｛０：９３０００，８：２１２０４０，１６：１８２２８０，２４：１５８５６５，
３２：１３９７１７，４０：８３７９３，４８：６６１２３，５６：５１１５０，
６４：２６８４６，７２：１５３４５，８０：１２０９０，８８：２４１８，

９６：２３２５，１１２：１３９５，１２０：４６５｝

从表７的实验数据可以看出，Ｇｏｌｄ函数，ＡＰＮ
函数无限类 Ｃ４、Ｃ５、Ｃ６、Ｃ８、Ｃ１１、Ｃ２０属于不同的
ＣＣＺ等价类。

表７　Ｆ２９上已知二次ＡＰＮ函数无限类中所有
算例对应正交导数的差分谱

Ｔａｂ．７　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｐｅｃｔｒａｏｆｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｏｒｔｈｏｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆａｌｌｉｎｓｔａｎｃｅｓｆｒｏｍｋｎｏｗｎｉｎｆｉｎｉｔｅ
ｆａｍｉｌｉｅｓｏｆｑｕａｄｒａｔｉｃＡＰＮｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｖｅｒＦ２９

类别 正交导数的差分谱

Ｇｏｌｄ－１ ｛０：１５３８１１，２：９６５７９，６：１０７３１，８：５１１｝

Ｇｏｌｄ－２
｛０：１５９９４３，２：７８１８３，４：１８３９６，

６：４５９９，８：５１１｝

Ｃ４
｛０：１５９０１６，２：７９３８９，４：１９０８９，６：３４８３，

８：４９３，１０：１４４，１２：１８｝

Ｃ５
｛０：１５９２２６，２：７８８１３，４：１９６８３，６：３２０１，

８：５２９，１０：１６２，１２：１８｝

Ｃ６
｛０：１６０５２５，２：７７０５８，４：１９４６７，６：３７９２，
８：５８９，１０：１２６，１２：４５，１４：１２，１６：９｝

Ｃ８
｛０：１６００９７，２：７９１２８，４：１７８０８，６：３２６９，

８：７００，１０：３５７，１２：２３１，１４：４２｝

Ｃ１１－１
｛０：１６８９９４，２：６８７１２，４：１５１４１，６：６２７９，
８：１６５９，１０：３３６，１２：２１，１４：２１，１６：１０５，

１８：１４７，２０：１８９，２４：２１，２６：７｝

Ｃ１１－２
｛０：１６９０２２，２：６８３４１，４：１６０９３，６：５６２１，
８：１５６１，１０：３６４，１２：９１，１４：６３，１６：１４０，
１８：１９６，２０：８４，２２：３５，２４：７，２６：１４｝

Ｃ１１－３
｛０：１６９４２８，２：６８０４０，４：１５５６１，６：６０３４，
８：１５３３，１０：４２０，１２：１２６，１４：２１，１６：８４，

１８：１８９，２０：１２６，２２：６３，２６：７｝

Ｃ１１－４
｛０：１６９４８４，２：６８１５９，４：１５４６３，６：５７１９，
８：１７３６，１０：４２０，１２：１０５，１４：６３，１６：１３３，

１８：１７５，２０：１２６，２２：２８，２４：２１｝

Ｃ１１－５
｛０：１７００７９，２：６６２９７，４：１６７３７，６：６１６０，
８：１４０７，１０：４２０，１２：２１，１４：４２，１６：６３，

１８：２１０，２０：１３３，２２：６３｝

Ｃ１１－６
｛０：１７０１００，２：６７５２９，４：１５２３２，６：５６２８，
８：１８４８，１０：５５３，１２：９８，１４：９８，１６：１２６，

１８：１８９，２０：１２６，２２：２８，２４：１４｝

Ｃ１１－７
｛０：１７０６６７，２：６６２９７，４：１５９１１，６：５７０５，
８：１９４７，１０：３８５，１２：１４０，１４：８４，１６：１６８，
１８：１４７，２０：６３，２２：６３，２４：２１，２６：７｝

Ｃ１１－８
｛０：１７１４３０，２：６４６１７，４：１６８４２，６：５７３３，
８：１９３２，１０：４８３，１２：１０５，１４：２１，１６：１４７，

１８：１０５，２０：１５４，２２：２１，２４：４２｝

Ｃ２０－１
｛０：１６４１９９，２：７６７３４，４：１３５２４，６：４３１２，
８：２２０５，１２：１４７，１６：２９４，１８：１４７，

２０：４９，２２：２１｝

Ｃ２０－２
｛０：１７２５５７，２：６８３５５，４：１２２０１，６：３８７１，
８：１６３８，１０：７３５，１２：１４７０，１４：４９，
１６：１４７，１８：４４１，２０：１４７，４２：２１｝
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４．３　ＡＰＮ函数无限类的等价性理论证明

在２００８年以前，学者对 ＡＰＮ函数之间的
ＣＣＺ等价性的理论研究主要集中在幂函数上。
２０１６年，Ｙｏｓｈｉａｒａ［７６］利用ＡＰＮ幂函数的自同构群
中的某些循环子群的共轭性质刻画了偶特征有限

域上任意两个ＡＰＮ幂函数之间 ＣＣＺ等价的充要
条件。２００８年，Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［４５］首先证明了若

ＡＰＮ函数无限类 Ｃ１、Ｃ２与 Ｇｏｌｄ函数（Ｋａｓａｍｉ函
数）ＣＣＺ等价，则它们与Ｇｏｌｄ函数（Ｋａｓａｍｉ函数）
ＥＡ等价；然后基于此结论，在理论上证明了 Ｃ１、
Ｃ２ＣＣＺ不等价于已知的 ＡＰＮ幂函数无限类。
２００９年，Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［４９］通过证明当ｎ≥７时，Ｆ２ｎ
上的ＡＰＮ多项式ｆ（ｘ）＝ｘ３＋Ｔｒｎ１（ｘ

９）与Ｇｏｌｄ函数
ＥＡ不等价，理论上证明了其与 Ｇｏｌｄ函数 ＣＣＺ不
等价，同时证明了 ｆ（ｘ）在 Ｆ２７上与任意幂函数
ＣＣＺ不等价，他们猜想当 ｎ≥７时，ｆ（ｘ）仍然具有
这一性质。之后，Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等将 ｆ（ｘ）进行推广
得到了Ｃ４。２０１６年，Ｙｏｓｈｉａｒａ［７６］利用自同构群在
图像上的双传递性质证明了如果一个二次 ＡＰＮ
函数与一个ＡＰＮ幂函数ＣＣＺ等价，那么它ＥＡ等
价于某个Ｇｏｌｄ函数。此外，Ｙｏｓｈｉａｒａ［７７］利用群理
论证明了对于两个二次ＡＰＮ函数，ＣＣＺ等价当且
仅当ＥＡ等价。观察到 Ｙｏｓｈｉａｒａ的这两个结果可
以将一个二次ＡＰＮ多项式函数与 ＡＰＮ幂函数间
的ＣＣＺ等价性问题转化为这个二次 ＡＰＮ多项式
函数与一个 Ｇｏｌｄ函数之间的 ＥＡ等价性问题。
万前红等［７８－７９］给出了 Ｃ１～Ｃ７、Ｃ９与任意 ＡＰＮ
幂函数ＣＣＺ不等价的理论证明，值得注意的是这
证明了 Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等提出的猜想。之后，施晨苗
等［８０－８１］继续利用这一观察给出了 Ｃ１０、Ｃ１９与任
意幂函数之间ＣＣＺ不等价的理论结果。
２０２２年，Ｋａｓｐｅｒｓ等［８２］刻画了双变元表示的

ＡＰＮ函数无限类 Ｃ１２内部函数 ＣＣＺ等价的充要
条件，首次给出了有限域 Ｆ２２ｍ（ｍ是偶数）上 ＣＣＺ
不等价的 ＡＰＮ函数总数的下界。此外，Ｋａｓｐｅｒｓ
等［８３］刻画了Ｆ２２ｍ上的双变元表示的 ＡＰＮ函数无
限类Ｃ１３内部函数ＣＣＺ等价的充要条件，首次从
理论上证明了 Ｆ２２ｍ上 ＣＣＺ不等价的 ＡＰＮ函数个
数的下界随着维数的增加呈指数增长，这是一个

非常有趣且重要的结果。２０２５年，Ｇｌｏｇｌｕ等［６０］

进一步发展双变元表示的 ＡＰＮ函数之间的 ＣＣＺ
等价理论，借助群论框架刻画了在一定条件下，两

个双射影 ＡＰＮ函数 ＣＣＺ等价的充要条件。
Ｇｌｏｇｌｕ等进一步对双变元表示的 ＡＰＮ函数无限
类Ｃ１２、Ｃ１３、Ｃ１５、Ｃ１６、Ｃ１８以及Ｇｏｌｄ函数完成了

等价分类。此外，Ｇｌｏｇｌｕ［８４］给出了在由自然群作
用定义的一类等价关系意义下，（ｑ，ｑ）双射影函
数的分类理论结果。２０２４年，Ｋｌｓｃｈ［８５］证明了当
３不整除 ｍ时，Ｆ２２ｍ上的双变元表示的 ＡＰＮ函数
无限类Ｃ１５中非平凡系数的函数与平凡系数的
函数 ＣＣＺ等价，进一步利用双变元表示的 ＡＰＮ
函数等价性框架给出了３整除 ｍ的情况下，无限
类Ｃ１５内部函数的ＣＣＺ等价分类结果。２０２５年，
施晨苗等［８６］理论证明了李康荃等［６４］构造的两类

三变元表示的 ＡＰＮ函数无限类 ＣＣＺ等价，并将
判断双射影ＡＰＮ函数之间 ＣＣＺ等价性的理论框
架推广到三射影ＡＰＮ函数，进一步完成了无限类
Ｃ２０内部函数的ＣＣＺ等价分类。

尽管ＡＰＮ函数的等价性理论已经取得了丰
硕成果，但目前仍缺乏针对单变元表示的 ＡＰＮ多
项式函数之间等价性判断的通用框架。此外，在

多变元表示形式下，现有的等价性理论仅适用于

双射影与三射影函数，因此进一步发展与完善现

有的等价性理论，具有重要研究意义。

５　ＡＰＮ函数的密码学性质

为保证加解密可行性并避免熵漏，密码函数

通常须具备置换性质。代数次数和非线性度是衡

量密码函数安全性的两个重要指标：代数次数反

映函数抵抗高阶差分攻击的能力，在实际应用中

应避免取值过低；而非线性度则用于评估函数抵

抗线性攻击的能力，其值越高越好。因此，对

ＡＰＮ函数的置换性质、代数次数和非线性度的研
究，一直是密码函数研究中的重要课题，学者也已

在此方向上取得了丰富的成果。

５．１　置换性质

在ＣＣＺ等价意义下构造新的 ＡＰＮ置换无限
类尤其困难。容易验证，当 ｎ是奇数时，Ｆ２ｎ上 ６
类已知的 ＡＰＮ单项式无限类皆为置换。而在非
单项式ＡＰＮ置换的无限类构造方面，迄今仅有两
类被提出。２００８年，Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［４５］首次构造出

一类二项式 ＡＰＮ置换无限类，即 Ｃ１。２０２２年，
Ｂｅｉｅｒｌｅ等［３５］运用修剪扩张法找到了Ｆ２９上两个二
次ＡＰＮ置换算例。随后，Ｂｅｉｅｒｌｅ等［６９］在后续研

究中将这两个算例统一表示为单一的三变元形

式，即 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝（ｘ３ ＋ｕｙ２ｚ，ｙ３ ＋ｕｘｚ２，ｚ３ ＋
ｕｘ２ｙ）。然而，Ｂａｒｔｏｌｉ等［８７］利用有限域上代数几

何的工具证明了当ｎ＞９时，该函数在有限域 Ｆ２ｎ
上不包含 ＡＰＮ置换。２０２４年，李康荃等［６４］利用

三射影构造法提出了另一类非单项式 ＡＰＮ置换
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无限类的构造，即Ｃ２０（当ｍ是奇数时）。值得注
意的是，Ｃ２０在 Ｆ２９上的二次 ＡＰＮ置换算例与
Ｂｅｉｅｒｌｅ等发现的两个二次 ＡＰＮ置换算例在 ＣＣＺ
等价意义下是一致的。

当ｎ是偶数时，Ｆ２ｎ上６类已知的ＡＰＮ单项式
无限类都不是置换［８８］；此外，已知的 ＡＰＮ多项式
无限类在Ｆ２ｎ上也都不是置换。

实际上，当有限域扩张次数为偶数时，ＡＰＮ
置换的存在性问题即为著名的“大 ＡＰＮ问
题”———当ｎ为偶数时，是否存在Ｆ２ｎ上的ＡＰＮ置
换？该问题自１９９３年被提出以来，就受到了学者
的关注和研究，至今已公开３０余年。
２００６年，侯向东［８９］利用群论知识证明了以

下结果：

引理［８９］　设 ｎ是偶数，给定 Ｆ２ｎ上一个置换
Ｇ，如果以下条件之一成立，则Ｇ不是ＡＰＮ。
１）ｎ≤４；
２）Ｇ是二次置换；
３）Ｇ的系数在子域Ｆ２ｎ／２上。

定义１２（组件函数［９０］）　设函数 Ｇ：Ｆ２ｎ→Ｆ２ｎ。函
数Ｇｂ（ｘ）＝Ｔｒ

ｎ
１（ｂＧ（ｘ））称为 Ｇ的组件函数，其中

ｂ∈Ｆ２ｎ。
定义１３（高原函数［９１－９２］）　设函数 Ｇ：Ｆ２ｎ→

Ｆ２ｎ。如果对固定的 ｂ∈Ｆ２ｎ，满足ＷＧ（ａ，ｂ）∈｛０，
±２ｓ｝，其中 ｓ≥ｎ／２，则称组件函数 Ｇｂ（ｘ）＝
Ｔｒｎ１（ｂＧ（ｘ））是高原函数。
２００６年，Ｂｅｒｇｅｒ等［９０］证明了不存在组件函数

都是高原函数的ＡＰＮ置换。２０１１年前后，Ｐａｓａｌｉｃ
等［９３］、李永强等［９４－９５］证明了某些幂函数加上线

性函数形式的函数一定不是 ＡＰＮ置换。２０１７
年，Ｃａｌｄｅｒｉｎｉ等［９６］发现只要函数的组件函数中包

含二次函数，则该函数一定不是 ＡＰＮ置换。因
此，这样的ＡＰＮ置换的代数次数最低只可能是３
次。当然，也可能不存在 ３次 ＡＰＮ置换。２０１８
年，Ｃａｒｌｅｔ［９７］证明了偶扩张上的幂函数一定不是
ＡＰＮ置换。２０２４年，Ｍｕｓｕｋｗａ等［９８］利用二阶导

给出了Ｆ２８上３次ＡＰＮ置换存在的必要条件。
关于“大 ＡＰＮ问题”唯一一个正面结果是

２０１０年，Ｄｉｌｌｏｎ等［９９］找到了一个 Ｆ２６上的 ＡＰＮ置
换，这引起学者的广泛关注，其一元多项式表示

为：ｕ４５ｘ６０＋ｕ４１ｘ５８＋ｕ４３ｘ５７＋ｕ４ｘ５６＋ｕ５０ｘ５４＋ｕ２０ｘ５３＋
ｕ４５ｘ５２＋ｕ２０ｘ５１＋ｕ２３ｘ５０＋ｕ３６ｘ４９＋ｕ５６ｘ４８＋ｕ２１ｘ４６＋
ｕ５ｘ４５＋ｕ２１ｘ４４＋ｕ２８ｘ４３＋ｕ３ｘ４２＋ｕ５９ｘ４１＋ｕ５８ｘ４０＋
ｕ５７ｘ３９＋ｕ５３ｘ３８＋ｕ３７ｘ３７＋ｕ４０ｘ３６＋ｕ１８ｘ３５＋ｕ４１ｘ３４＋
ｕ５４ｘ３３＋ｕ３ｘ３２＋ｕ４９ｘ３０＋ｕ４１ｘ２９＋ｕ４２ｘ２８＋ｕ５０ｘ２７＋

ｕ５３ｘ２６＋ｕ５８ｘ２５＋ｕ９ｘ２４＋ｘ２３＋ｕ２８ｘ２２＋ｕ３ｘ２１＋ｕ２１ｘ２０＋
ｕ５２ｘ１９＋ｕ６０ｘ１７＋ｕ５９ｘ１６＋ｕ１０ｘ１５＋ｕ４２ｘ１３＋ｕ８ｘ１２＋
ｕ３５ｘ１１＋ｕ４４ｘ１０＋ｕ４５ｘ８＋ｕ８ｘ７＋ｕ６１ｘ６＋ｕ５９ｘ５＋ｕ２０ｘ４＋
ｕ１２ｘ３＋ｕ３７ｘ２＋ｕ２ｘ。其中 ｕ是本原多项式 ｘ６＋
ｘ４＋ｘ３＋ｘ＋１在Ｆ２６上的根。该 ＡＰＮ置换现在被
称为“Ｄｉｌｌｏｎ置换”。Ｄｉｌｌｏｎ置换 ＣＣＺ等价于一个
被称为“Ｋｉｍ函数”的 ＡＰＮ三项式，即 ｘ３＋ｘ１０＋
ｕｘ２４。到目前为止，ｎ＞６情况下的“大ＡＰＮ问题”
仍然没有解决。２０１２年，Ｌａｎｇｅｖｉｎ等［６７］结合计算

机程序指出，Ｆ２６上的所有二次 ＡＰＮ置换一定
ＣＣＺ等价于Ｄｉｌｌｏｎ置换。２０１６年，Ｐｅｒｒｉｎ等［１００］通

过逆向工程对Ｄｉｌｌｏｎ置换进行分析，提出了“蝴蝶
结构”的概念。之后，Ｃａｎｔｅａｕｔ等［１０１］将其推广至

“广义蝴蝶结构”：

定义１４（广义蝴蝶结构［１０１］）　设 Ｒ是 Ｆ２ｎ上
双变元表示的多项式，满足对 Ｆ２ｎ中所有 ｙ，Ｒｙ：
ｘ
!

Ｒ（ｘ，ｙ）都是 Ｆ２ｎ上的置换，Ｆ
２
２ｎ的闭蝴蝶结构

ＶＲ定义为
ＶＲ（ｘ，ｙ）＝（Ｒ（ｘ，ｙ），Ｒ（ｙ，ｘ）） （１２）

Ｆ２２ｎ的开蝴蝶结构ＨＲ定义为
ＨＲ（ｘ，ｙ）＝（ＲＲ－１ｙ （ｘ）（ｙ），Ｒ

－１
ｙ （ｘ）） （１３）

其中，Ｒｙ（ｘ）＝Ｒ（ｘ，ｙ），Ｒ
－１
ｙ （Ｒｙ（ｘ））＝ｘ。

２０１９年，Ｃａｎｔｅａｕｔ等［１０２］证明了从广义蝴蝶

结构中无法得到新的 ＡＰＮ置换。２０２１年，李康
荃等［１０３］利用ＨａｓｓｅＷｅｉｌ界给出了 Ｋｉｍ函数一个
推广形式（广义Ｋｉｍ函数）ＡＰＮ性质的完全刻画。
在此基础上，Ｃｈａｓｅ等［１０４］证明了从广义 Ｋｉｍ函数
中无法得到新的 ＡＰＮ置换。２０２１年，Ｂｅｉｅｒｌｅ
等［１０５］发现所有已知的 ＡＰＮ置换均满足“线性自
等价”这一特殊性质（即对于ＡＰＮ置换Ｆ，存在非
平凡线性置换Ａ和Ｂ使得ＦＡ＝ＢＦ）。结合递
归树搜索方法，他们利用计算机程序说明了有限

域Ｆ２６上满足线性自等价性质的ＡＰＮ置换均等价
于Ｄｉｌｌｏｎ置换。

因为Ｄｉｌｌｏｎ置换是从一个已知 ＡＰＮ函数通
过ＣＣＺ等价得到的，所以研究“大 ＡＰＮ问题”的
一种途径是在已有 ＡＰＮ函数的 ＣＣＺ等价类中寻
找ＡＰＮ置换。２０２０年前后，Ｇｌｏｇｌｕ等［１０６－１０７］利

用指数和等理论，证明了当扩张次数是偶数时，

Ｇｏｌｄ函数和 Ｋａｓａｍｉ函数无法 ＣＣＺ等价于置换。
２０２３年，Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［８８］证明了 ３到 １的二次
ＡＰＮ函数在双偶维数的有限域上无法 ＣＣＺ等价
于置换。２０２５年，Ｂéｎéｔｅａｕ等［１０８］基于 ＡＰＮ函数
的Ｂｅｎｔ分支数给出了其 ＣＣＺ等价于置换的一个
必要条件。
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５．２　代数次数

在６类已知的ＡＰＮ单项式无限类中，Ｇｏｌｄ函
数的代数次数是２；Ｋａｓａｍｉ函数的代数次数是ｉ＋
１；Ｗｅｌｃｈ函数的代数次数是 ３；ｔ是偶数时，Ｎｉｈｏ
函数的代数次数是（ｔ＋２）／２，ｔ是奇数时，其代数
次数是 ｔ＋１；Ｉｎｖｅｒｓｅ函数的代数次数是 ｎ－１；
Ｄｏｂｂｅｒｔｉｎ函数的代数次数是ｉ＋３。所有已知的
ＡＰＮ多项式无限类的代数次数都是２。对于小域
上的ＡＰＮ函数算例，非二次的 ＡＰＮ函数仅仅只
有２００９年Ｅｄｅｌ等［３０］利用转换构造法找到的 Ｆ２６
上１个三次ＡＰＮ函数算例。
２０１８年，Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［１０９］猜想 Ｆ２ｎ上不存在

代数次数为ｎ的ＡＰＮ函数，并利用转换构造法的
思想，证明了特殊情况下该猜想的正确性。

有限域Ｆ２ｎ上已知ＡＰＮ函数的代数次数最大
值为

ｄｅｇ（ｎ）＝

ｎ－１ ｇｃｄ（ｎ，２）＝１
ｎ
２ ｇｃｄ（ｎ，４）＝４，ｎ≥８或ｎ＝１０

ｎ
２－１ ｇｃｄ（ｎ，４）＝２，ｎ≥１２

ｎ
２＋１ ｎ≤













 ６

（１４）
特别地，所有已知的ＡＰＮ函数无限类（非单项式）
都是２次的。一个自然的问题是：对于非单项式
的ＡＰＮ函数，其代数次数最大能达到多少。另
外，能否构造出代数次数大于２的 ＡＰＮ函数无限
类也是一个值得研究的困难问题。

５．３　非线性度

学者普遍认为 ＡＰＮ函数的非线性度不会太
差，但无法从理论上证明或者解释该现象。也就

是说，给出ＡＰＮ函数非线性度的一个下界应该是
一件困难的事情。２０２１年，Ｃａｒｌｅｔ［１１０］利用 Ｗａｌｓｈ
变换得到了Ｆ２ｎ上包括单项式ＡＰＮ函数无限类在
内的满足特定条件的 ＡＰＮ函数 Ｇ的非线性度下
界的一个结果：

Ｎ（Ｇ）≥２ｎ－１－１２
４
２４ｎ－１－２３槡

ｎ （１５）

对于有限域Ｆ２ｎ到自身的映射，ＡＢ函数是非
线性度最优的函数。不过 ＡＢ函数仅仅存在于 ｎ
是奇数的情形。可以证明［１１１］ＡＢ函数一定是
ＡＰＮ函数，反之未必。但当 ｎ是奇数时，所有的
二次ＡＰＮ函数都是 ＡＢ函数，也就是说，此时所
有二次ＡＰＮ函数是同时抵抗差分攻击和线性攻
击最优的密码函数。

计算已有ＡＰＮ函数无限类的非线性度，尤其
是Ｗａｌｓｈ谱分布一般是一件困难的事情。目前已
知的 ＡＰＮ函数无限类的 Ｗａｌｓｈ谱分布大多与
Ｇｏｌｄ函数的Ｗａｌｓｈ谱分布一致。因此称Ｗａｌｓｈ谱
分布与Ｇｏｌｄ函数一致的 ＡＰＮ函数为经典的。在
ＡＰＮ单项式中，偶扩张有限域上只有 ３类，即
Ｇｏｌｄ函数、Ｋａｓａｍｉ函数和 Ｄｏｂｂｅｒｔｉｎ函数，其中
Ｇｏｌｄ函数和 Ｋａｓａｍｉ函数都是经典的。２０２２年，
Ｂｕｄａｇｈｙａｎ等［１１２］根据实验数据猜测了 Ｄｏｂｂｅｒｔｉｎ
函数的Ｗａｌｓｈ谱分布，显示Ｄｏｂｂｅｒｔｉｎ函数不是经
典的。对于 ＡＰＮ多项式，２００７年至 ２０１９年，
Ｂｒａｃｋｅｎ等［１１３－１１５］、屈龙江等［１１６－１１７］、Ａｎｂａｒ等［１１８］

陆续计算出一些已有 ＡＰＮ函数无限类的 Ｗａｌｓｈ
谱分布，发现已有ＡＰＮ函数无限类（非单项式）都
是经典的。２０２３年，Ｋｌｓｃｈ等［１１９］证明所有３到１
的ＡＰＮ函数都是经典的，这为计算 ＡＰＮ函数无
限类的非线性度提供了便利。２０２０年之后构造
的非３到１的 ＡＰＮ函数无限类的非线性度取值
问题到目前为止还没有被解决。不过从实验数据

上来看，这些ＡＰＮ函数无限类都是经典的。也就
是说，在偶扩张有限域上所有的 ＡＰＮ函数无限类
（非单项式）都是经典的。对于小域上的 ＡＰＮ算
例，非经典的结果也很少。２００９年，Ｅｄｅｌ等［３０］利

用转换构造法找到了Ｆ２６上１个非经典的ＡＰＮ算
例。２０２２年，Ｂｅｉｅｒｌｅ等［２９］利用递归树搜索找到

了Ｆ２８上４个非经典的算例。一个值得探究的问
题是能否构造非经典谱的ＡＰＮ多项式无限类。

６　ＡＰＮ函数的应用

本节简单介绍 ＡＰＮ函数在编码理论和组合
设计中的一些应用，包括由ＡＰＮ函数构造参数良
好的线性码和ｔ设计。

６．１　由ＡＰＮ函数构造线性码

在编码理论中，ＡＰＮ函数可以用来构造性质
优良的线性码。１９９８年，Ｃａｒｌｅｔ等［１９］首次介绍了

ＡＰＮ性质在纠错码构造上的应用：设 Ｇ是 Ｆ２ｍ上
的一个ＡＰＮ函数，满足Ｇ（０）＝０，利用 Ｇ的图作
为校验矩阵的组成部分，即：

ＰＧ＝
１ α α２ … αｎ－１

Ｇ（１） Ｇ（α） Ｇ（α２） … Ｇ（αｎ－１[ ]）
（１６）

其中，ｎ＝２ｍ－１。由ＰＧ定义的线性码 ＣＧ的参数
为［２ｎ－１，２ｎ－２ｎ－１，５］。该线性码可以检测最
多４个错误，纠正最多２个错误。

利用ＡＰＮ幂函数，并选择合适的定义集可以

·９７３·
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构造线性码。２０１６年，丁存生［１２０］利用 Ｆ２ｎ上的

ＧｏｌｄＡＰＮ函数 Ｇ（ｘ）＝ｘ２
ｉ＋１，其中 ｇｃｄ（ｉ，ｎ）＝１，

通过定义集Ｄ＝｛Ｇ（ｘ）＋Ｇ（ｘ＋１）＋１：ｘ∈Ｆ２ｎ｝给
出了一个１重二进制线性码，其参数为［２ｎ－１，ｎ－
１，２ｎ－２］。

此外，利用 ＡＰＮ幂函数，可以通过迹函数定
义以下形式的长为２ｎ的线性码：｛（Ｔｒｎ１（ａＧ（ｘ）＋
ｂｘ））ｘ∈Ｆ２ｎ：ａ，ｂ∈Ｆ２ｎ｝。
２０２０年，丁存生等［１２１］利用Ｆ２ｎ（ｎ为奇数）上

的ＧｏｌｄＡＰＮ函数和ＫａｓａｍｉＡＰＮ函数等定义了如
下线性码：｛（Ｔｒｎ１（ａＧ（ｘ）＋ｂｘ）＋ｃ）ｘ∈Ｆ２ｎ：ａ，ｂ∈
Ｆ２ｎ，ｃ∈Ｆ２｝。该线性码的参数是［２

ｎ，２ｎ＋１，
２ｎ－１－２（ｎ－１）／２］，其对偶码参数是［２ｎ，２ｎ－ｎ－１，
６］。２０２２年，项灿等［１２２］对由ＧｏｌｄＡＰＮ函数生成
的线性码 ｛（Ｔｒｎ１（ａＧ（ｘ）＋ｂｘ＋ｃ））ｘ∈Ｆ２ｎ：ａ，ｂ，ｃ∈
Ｆ２ｎ｝，运用缩短技术的方法，得到了一些参数是
已知最优的二进制线性码，例如［２８，７，１２］线性
码、［１３，６，４］线性码以及［１３，７，４］线性码等。

利用ＡＰＮ函数，通过迹函数构造线性码的一
些进展可参见文献［１２３－１２７］。

近年来，ＡＰＮ函数构造研究取得了较大进
展，在此基础之上，利用新的 ＡＰＮ函数构造具有
更优参数的线性码已成为一个有价值的研究

方向。

６．２　由ＡＰＮ函数构造ｔ设计

在组合设计中，可通过相对差分集将 ＡＰＮ函
数用于构造一类重要的组合设计———半对称设

计：设Ｇ是Ｆ２ｍ上的一个 ＡＰＮ函数，由点集 Ｆ２ｎ×
Ｆ２ｎ和区块集｛｛（ｘ＋ａ，Ｇ（ｘ）＋ｂ）：ｘ∈Ｆ２ｎ｝：ａ，
ｂ∈Ｆ２ｎ｝可定义一个２（２

２ｎ，２ｎ，λ）设计，该设计具
有对称性和可计算性。

以有限域为点集，利用ＡＰＮ幂函数构造合适
的区块集，其关联结构可给出一些 ｔ设计。２０２０
年，唐春明［１２８］利用 ＡＰＮ函数给出了３设计的两
种构造。第一类由 ＫａｓａｍｉＡＰＮ函数得到：设

ｘ２
２ｉ－２ｉ＋１是Ｆ２ｎ（ｎ为奇数）上的 Ｋａｓａｍｉ函数，其中
ｇｃｄ（ｉ，ｎ）＝１。定义

Ｂ＝Ｆ２ｎ＼｛（（ｘ＋１）
ｓ＋ｘｓ＋１）

１
２ｉ＋１：ｘ∈Ｆ２ｎ｝

（１７）
其中，ｓ＝２２ｉ－２ｉ＋１，则关联结构（Ｆ２ｎ，ＧＡ１（Ｂ））是
一个３（２ｎ，２ｎ－１，２２ｎ－３－２ｎ－１）设计，其中 ＧＡ１是
Ｆ２ｎ上的一次一般仿射群。第二类３设计由 Ｇｏｌｄ

ＡＰＮ函数导出：设ｘ２
ｉ＋１是Ｆ２ｎ（ｎ是大于等于４的

奇数）上的Ｇｏｌｄ函数，其中ｇｃｄ（ｉ，ｎ）＝１。定义

Ｂｓ＝｛（ｘ＋１）
ｓ＋ｘｓ：ｘ∈Ｆ２ｎ｝ （１８）

其中，ｓ＝２ｉ＋１，则关联结构（Ｆ２ｎ，ＧＡ１（Ｂｓ））是３
（２ｎ，２ｎ－１，２ｎ－２－１）设计。

实际上，一些 ｔ设计可由线性码导出。２０２０
年，丁存生等［１２１］通过由 ＡＰＮ函数构造的参数为
［２ｎ，２ｎ＋１，２ｎ－１－２（ｎ－１）／２］（ｎ为奇数）的线性码
及参数为［２ｎ，２ｎ－ｎ－１，６］的对偶码，运用
ＡｓｓｍｕｓＭａｔｔｓｏｎ定理给出了３（２ｎ，ｋ，λ）设计的构
造。２０２０年，唐春明等［１２９］推广了ＡｓｓｍｕｓＭａｔｔｓｏｎ
定理，在此基础上证明了以下结果：设 Ｇ是 Ｆ２ｎ上
２值差分的且振幅是 ｓ的 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，则线性
码ＣＧ＝｛（Ｔｒ

ｎ
１（ａＧ（ｘ）＋ｂｘ）＋ｃ）ｘ∈Ｆ２ｎ：ａ，ｂ∈Ｆ２ｎ，

ｃ∈Ｆ２｝及其对偶码Ｃ⊥Ｇ 支持２设计。这一结果表
明当Ｇ是ＡＢ函数时（ｎ为奇数），即当 Ｇ是具有
经典Ｗａｌｓｈ谱的ＡＰＮ函数时，ＣＧ和Ｃ⊥Ｇ 支持２设
计。２０２３年，Ｍｅｉｄｌ等［１３０］证明了对于 Ｆ２ｎ（ｎ为偶
数）上具有经典Ｗａｌｓｈ谱的ＡＰＮ函数Ｇ，若ＧＣＣＺ
等价于一个二次函数，则由式（６）生成的线性码
ＣＧ和Ｃ⊥Ｇ 支持２设计。

利用ＡＰＮ函数构造线性码再得到 ｔ设计的
一些进展可参见文献［１２５，１３１］。

基于ＡＰＮ函数构造的丰富成果，如何进一步
构造更多结构复杂、类型丰富的组合设计（例如ｔ
设计，ｔ＞２）是一个值得深入探究的重要课题。

７　总结与展望

总体而言，国内外学者在 ＡＰＮ函数研究领域
取得了显著进展，通过多种不同的生成和构造方

法得到了许多新的ＡＰＮ函数（无限类），并解决了
ＡＰＮ函数的一系列相关问题，包括ＡＰＮ函数的等
价性以及密码性质等。然而，该领域仍有许多关

键问题未被解决，例如“大 ＡＰＮ问题”，即当偶数
ｎ≥８时，是否存在 Ｆ２ｎ上的 ＡＰＮ置换？Ｄｏｂｂｅｒｔｉｎ
关于偶特征有限域上不存在其他 ＡＰＮ单项式的
猜想是否正确？能否从理论上给出 ＡＰＮ函数个
数的渐进界？如何构造高次（如三次、四次）ＡＰＮ
多项式无限类？此外，如何构造非经典谱的 ＡＰＮ
多项式无限类也是亟待解决的问题。进一步解决

这些问题仍然具有重要的理论价值与实际意义。
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［１８］　ＭＡＴＳＵＩ Ｍ． Ｌｉｎｅａｒ ｃｒｙｐｔａｎａｌｙｓｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ＤＥＳ
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Ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ，２０１１，５８（３）：２５９－２６９．

［９５］　ＬＩＹＱ，ＷＡＮＧＭＳ．ＰｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓＥＡｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ
ｔｏｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｖｅｒＧＦ（２ｎ）［Ｊ］．Ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙａｎｄ
Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１１，３（３）：１７５－１８６．

［９６］　ＣＡＬＤＥＲＩＮＩＭ，ＳＡＬＡ Ｍ，ＶＩＬＬＡ Ｉ．Ａ ｎｏｔｅｏｎＡＰＮ
ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｓｉｎｅｖｅｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎ［Ｊ］．ＦｉｎｉｔｅＦｉｅｌｄｓａｎｄＴｈｅｉｒ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１７，４６：１－１６．

［９７］　ＣＡＲＬＥＴＣ．Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｕｎｉｆｏｒｍｉｔｙｏｆ
ｖｅｃｔｏｒｉａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓｂｙｔｈｅＷａｌｓｈｔｒａｎｓｆｏｒｍ［Ｊ］．ＩＥＥＥ
ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０１８，６４（９）：６４４３－
６４５３．　

［９８］　ＭＵＳＵＫＷＡＡ，ＳＡＬＡＭ，ＶＩＬＬＡＩ，ｅｔａｌ．Ｏｎｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ
ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｃｕｂｉｃＡＰＮｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｓ
ｉｎ ｅｖｅｎ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ［Ｊ］． Ｍｅｄｉｔｅｒｒａｎｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０２４，２１（３）：１１６．

［９９］　ＢＲＯＷＮＩＮＧＫＡ，ＤＩＬＬＯＮＪＦ，ＭＣＱＵＩＳＴＡＮＭＴ，ｅｔａｌ．
ＡｎＡＰＮｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｉｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｉｘ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＦｉｎｉｔｅＦｉｅｌｄｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ；ＦｉｎｉｔｅＦｉｅｌｄｓ：
ＴｈｅｏｒｙａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１０，５１８：３３－４２．

［１００］　ＰＥＲＲＩＮＬ，ＵＤＯＶＥＮＫＯＡ，ＢＩＲＹＵＫＯＶＡ．Ｃｒｙｐｔａｎａｌｙｓｉｓ
ｏｆａｔｈｅｏｒｅｍ：ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｎｇｔｈｅｏｎｌｙｋｎｏｗｎｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏｔｈｅｂｉｇ
ＡＰＮｐｒｏｂｌｅｍ［Ｃ］／／ＡｄｖａｎｃｅｓｉｎＣｒｙｐｔｏｌｏｇｙ－ＣＲＹＰＴＯ
２０１６，２０１６：９３－１２２．

［１０１］　ＣＡＮＴＥＡＵＴＡ，ＤＵＶＡＬＳ，ＰＥＲＲＩＮＬ．Ａｇｅｎｅｒａｌｉｓａｔｉｏｎｏｆ
Ｄｉｌｌｏｎ′ｓＡＰＮｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅｂｅｓｔｋｎｏｗｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ａｎｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｆｏｒａｌｌｆｉｅｌｄｓｏｆｓｉｚｅ２４ｋ＋２［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０１７，６３（１１）：
７５７５－７５９１．

［１０２］　ＣＡＮＴＥＡＵＴＡ，ＰＥＲＲＩＮＬ，ＴＩＡＮＳＺ．Ｉｆａｇｅｎｅｒａｌｉｓｅｄ
ｂｕｔｔｅｒｆｌｙｉｓＡＰＮｔｈｅｎｉｔｏｐｅｒａｔｅｓｏｎ６ｂｉｔｓ［Ｊ］．Ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ
ａｎｄＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１９，１１（６）：１１４７－１１６４．

［１０３］　ＬＩＫＱ，ＬＩＣＬ，ＨＥＬＬＥＳＥＴＨ Ｔ，ｅｔａｌ．Ａｃｏｍｐｌｅｔｅ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆｔｈｅ ＡＰＮ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆａ ｃｌａｓｓ ｏｆ
ｑｕａｄｒｉｎｏｍｉａｌｓ［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｔｈｅｏｒｙ，２０２１，６７（１１）：７５３５－７５４９．

［１０４］　ＣＨＡＳＥＢ，ＬＩＳＯＮＥ̌ＫＰ．ＫｉｍｔｙｐｅＡＰＮｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｒｅａｆｆｉｎｅ
ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏ ｇｏｌｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ ａｎｄ
Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，２０２１，１３（６）：９８１－９９３．

［１０５］　ＢＥＩＥＲＬＥＣ，ＢＲＩＮＫＭＡＮＮＭ，ＬＥＡＮＤＥＲＧ．Ｌｉｎｅａｒｌｙ
ｓｅｌｆｅｑｕｉｖａｌｅｎｔＡＰＮｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｓｉｎｓｍａｌｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎ［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０２１，６７（７）：
４８６３－４８７５．

［１０６］　Ｇ?ＬＯＧ̌ＬＵＦ，ＬＡＮＧＥＶＩＮ Ｐ．Ａｌｍｏｓｔｐｅｒｆｅｃｔｎｏｎｌｉｎｅａｒ
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ｆａｍｉｌｉｅｓｗｈｉｃｈａｒｅｎｏｔｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｆｉｎｉｔｅ
ＦｉｅｌｄｓａｎｄＴｈｅｉｒＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０２０，６７：１０１７０７．

［１０７］　Ｇ?ＬＯＧ̌ＬＵＦ，ＰＡＶＬＵ
·
Ｊ．ＯｎＣＣＺｉｎｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｏｆｓｏｍｅ

ｆａｍｉｌｉｅｓ ｏｆ ａｌｍｏｓｔ ｐｅｒｆｅｃｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｔｏ
ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＣｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙａｎｄＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，２０２１，
１３（３）：３７７－３９１．

［１０８］　Ｂ?Ｎ?ＴＥＡＵＳＨ，ＧＯＬＵＢＯＦＦＮ，Ｋ?ＬＳＣＨＬ，ｅｔａｌ．Ｏｎ
ｔｈｅＷａｌｓｈｓｐｅｃｔｒａｏｆｑｕａｄｒａｔｉｃＡＰＮｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［ＥＢ／ＯＬ］．
（２０２５－１０－２２）［２０２５－１１－２０］．ｈｔｔｐｓ：／／ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ／
ａｂｓ／２５１０．１２００８．

［１０９］　ＢＵＤＡＧＨＹＡＮＬ，ＣＡＲＬＥＴＣ，ＨＥＬＬＥＳＥＴＨＴ，ｅｔａｌ．Ｏｎ
ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｓｆｏｒａｌｇｅｂｒａｉｃｄｅｇｒｅｅｓｏｆＡＰＮｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０１８，６４（６）：
４３９９－４４１１．

［１１０］　ＣＡＲＬＥＴＣ．ＯｎｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ａｓｓｏｃｉａｔｅｄｔｏｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆｇｅｎｅｒａｌＡＰＮ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｉｒｃｏｎｓｅｑｕｅｎｃｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ
ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０２１，６７（１０）：６９２６－６９３９．

［１１１］　ＢＵＤＡＧＨＹＡＮＬ．Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｎｄａｎａｌｙｓｉｓｏｆｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｍ］．Ｓｗｉｔｚｅｒｌａｎｄ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２０１４．

［１１２］　ＢＵＤＡＧＨＹＡＮＬ，ＣＡＬＤＥＲＩＮＩＭ，ＣＡＲＬＥＴＣ，ｅｔａｌ．Ｏｎ
ｔｗｏｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｐｒｏｂｌｅｍｓｏｎＡＰＮｐｏｗｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０２２，６８（５）：
３３８９－３４０３．

［１１３］　ＢＲＡＣＫＥＮＣ，ＢＹＲＮＥＥ，ＭＡＲＫＩＮＮ，ｅｔａｌ．Ｏｎｔｈｅ
ＷａｌｓｈｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆａｎｅｗＡＰＮｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ
ＩＭＡＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙａｎｄＣｏｄｉｎｇ，
２００７：９２－９８．

［１１４］　ＢＲＡＣＫＥＮＣ，ＢＹＲＮＥＥ，ＭＡＲＫＩＮＮ，ｅｔａｌ．Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ
ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｏｆａｎｅｗｆａｍｉｌｙｏｆＡＰＮｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｃ］／／
ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＡｐｐｌｉｅｄＡｌｇｅｂｒａ，
ＡｌｇｅｂｒａｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ａｎｄＥｒｒｏｒＣｏｒｒｅｃｔｉｎｇＣｏｄｅｓ，２００７：
７２－７９．

［１１５］　ＢＲＡＣＫＥＮＣ，ＺＨＡＺＢ．ＯｎｔｈｅＦｏｕｒｉｅｒｓｐｅｃｔｒａｏｆｔｈｅ
ｉｎｆｉｎｉｔｅｆａｍｉｌｉｅｓｏｆｑｕａｄｒａｔｉｃＡＰＮｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ａｄｖａｎｃｅｓｉｎ
ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｏｆＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，２００９，３（３）：２１９－２２６．

［１１６］　ＴＡＮＹ，ＱＵＬＪ，ＬＩＮＧＳ，ｅｔａｌ．ＯｎｔｈｅＦｏｕｒｉｅｒｓｐｅｃｔｒａｏｆ
ｎｅｗ ＡＰＮ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌｏｎ Ｄｉｓｃｒｅｔｅ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１３，２７（２）：７９１－８０１．

［１１７］　ＱＵＬＪ，ＴＡＮＹ，ＬＩＣ．ＯｎｔｈｅＷａｌｓｈｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆａｆａｍｉｌｙ
ｏｆｑｕａｄｒａｔｉｃＡＰＮｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｆｉｖｅｔｅｒｍｓ［Ｊ］．Ｓｃｉｅｎｃｅ
ＣｈｉｎａＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１４，５７（２）：１－７．

［１１８］　ＡＮＢＡＲＮ，ＫＡＬＡＹＣΙＴ，ＭＥＩＤＬＷ．Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇｔｈｅ

ＷａｌｓｈｓｐｅｃｔｒａｏｆＴａｎｉｇｕｃｈｉ′ｓａｎｄｒｅｌａｔｅｄＡＰＮｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．
ＦｉｎｉｔｅＦｉｅｌｄｓａｎｄＴｈｅｉｒＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１９，６０：１０１５７７．

［１１９］　Ｋ?ＬＳＣＨＬ，ＫＲＩＥＰＫＥＢ，ＫＹＵＲＥＧＨＹＡＮＧＭ．Ｉｍａｇｅ
ｓｅｔｓｏｆｐｅｒｆｅｃｔｌｙｎｏｎｌｉｎｅａｒｍａｐｓ［Ｊ］．Ｄｅｓｉｇｎｓ，Ｃｏｄｅｓａｎｄ
Ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ，２０２３，９１（１）：１－２７．

［１２０］　ＤＩＮＧＣＳ．Ａ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｂｉｎａｒｙｌｉｎｅａｒｃｏｄｅｓｆｒｏｍ
Ｂｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１６，３３９（９）：
２２８８－２３０３．

［１２１］　ＤＩＮＧＣＳ，ＴＡＮＧ ＣＭ．Ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌｔｄｅｓｉｇｎｓｆｒｏｍ
ｓｐｅｃｉａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＣｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙａｎｄＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，
２０２０，１２（５）：１０１１－１０３３．

［１２２］　ＸＩＡＮＧＣ，ＴＡＮＧＣＭ，ＤＩＮＧＣＳ．Ｓｈｏｒｔｅｎｅｄｌｉｎｅａｒｃｏｄｅｓ
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