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摘  要：针对复杂结构系统的可靠性优化设计问题，提出一种高效的基于扩展空间子集模拟及马尔科夫链模拟的优化方法。在扩展空间中将参数设计参数为基本随机变量分布参数的可靠性优化问题进行转化，优化目标失效概率函数,等价转化成参数后验密度函数，通过子集模拟方法获得覆盖全设计域的初始失效样本点，再结合近似序列优化框架，采用高效的马尔科夫链模拟方法在逐步缩小的设计域内进行模拟，逐次更新设计参数后验密度函数的估计，并解耦求解得到优化问题的最优解。与已有方法相比，所提方法仅需一次可靠性分析即可避免局部优化解，得到全局最优解。所给算例说明所提方法在分析计算精度和效率上的优越性及工程适用性。
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Markov chain reliability optimization method for augment space subset simulation
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Abstract: Aiming at the reliability-based design optimization problem of complex structural systems, an efficient optimization method based on subset simulation and Markov chain simulation in augment space was proposed. Considering the reliability-based design optimization problem in which the design parameters were distributed parameters of basic random variables, the target failure probability was transformed into a posterior density function of the design parameters in the augment space, obtained a set of initial failure samples in the whole design domain through subset simulation, and then adopted the efficient Markov chain simulation to generate more failure samples in the gradually smaller design domain. The target posterior density function was estimated and updated, and the decoupling approach was used to solve the transformed optimization problem to finally obtain the optimum. Compared with the existing methods, the proposed method requires only one reliability analysis and can avoid local optimal solution, resulting in the global optimal solution. Examples were given to illustrate the applicability of the proposed method in engineering and its superiority in the accuracy and efficiency of analysis and calculation.
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[bookmark: _Hlk129700954]在实际工程中，不确定性的广泛存在给工程结构的分析、设计与制造过程带来了挑战。基于结构可靠性的优化设计（Reliability-Based Design Optimization，RBDO）已成为解决考虑不确定性因素下的结构分析设计有力工具，在实际工程中得到了广泛应用。
在可靠性优化问题的研究过程中，已发展了多种计算方法，主要分为三类：双循环方法[1][2]、单循环方法[3]和解耦方法[4][5]。
双循环方法包括可靠性分析计算与优化求解两个循环的嵌套求解，是最直接的可靠性优化设计方法，其缺点是需要大量的计算代价。Enevvoldsen等[1]将可靠性分析中的可靠度指标替换为性能约束来求解可靠性优化设计问题；Lehky等[6]利用拉丁超立方抽样及相关控制，提出了一种基于小样本仿真的双循环方法，有效提高了计算效率。
单循环方法通过确定性约束来替代双循环方法中的可靠性分析内层循环[7]，能够有效降低计算成本，但在精度方面有所损失。Liang等人[3]利用单循环方法思想提出了一种计算效率较高的可靠性优化算法，可同时搜索最优设计和最可能失效点，提高了求解的稳定性；Yang等人[8]提出了一种混合自适应Kriging单循环算法（HAK-SLA），在单循环方法中应用构建Kriging代理模型，来提高求解的计算效率和精度；同时，Yang等[9]还提出了一种基于单循环方法的局部自适应Kriging近似方法，通过Kriging代理模型来代替目标函数和约束函数，大大降低了计算代价。
解耦方法通过显式表达出近似概率约束从而将可靠性优化问题解耦转化为确定性的优化问题，然后利用常规的优化算法对其进行求解，为解决RBDO问题提供了一种有效途径。其中，概率约束的近似表达，也就是失效概率函数的求解是解耦方法中的关键[10]。目前已经发展了多种构建失效概率函数的方法，例如，利用响应面法[11]对失效概率函数（Failure Probability Function，FPF）的对数进行一次[12]和二次近似拟合[13]，类似地，可以利用泰勒级数展开，并基于失效概率函数值及导数值可得到失效概率函数的近似表达[14]；此外还可利用其他代理模型方法，如Kriging代理模型[15]，支持向量机方法[16][17]或者多项式展开[18]等广泛应用于可靠性分析以及可靠性优化设计中。基于扩展空间的策略能仅在一次可靠性分析中获得失效概率函数[19]，可用于解耦求解可靠性优化问题。Faes等[4]针对线性系统获得失效概率函数的近似估计，然后将可靠性优化问题进行解耦。Yuan等[5]通过加权重要抽样方法[20]获得失效概率函数的估计，只需执行一次重要抽样模拟就能解耦原优化问题，同时Yuan等[21]还提出一种基于增强线抽样以及最优化组合算法的解耦可靠性优化方法，显著提高了计算效率。Valdebenito等[22]利用解耦方法的思想，通过提出的算子范数框架建立适当模型，有效解决了受高斯动载荷的线性结构的可靠性优化问题。Zhao等[23]利用改进的极值矩法提出一种新的解耦方法，用于解决时变可靠性优化问题。
虽然结构可靠性的优化方法已经得到广泛应用，但依然可能出现效率低、鲁棒性差[24]、精度损失大[25]等情况，这些可靠性优化方法在实际工程应用中还需要进一步深入研究和完善。
本文提出一种基于扩展空间子集模拟抽样及马尔科夫链模拟的可靠性优化方法。通过子集模拟抽样方法[26][27]生成覆盖整个设计域的初始失效样本，利用马尔科夫链模拟方法[27]在逐步缩小的设计域内进行模拟，结合序列优化及样本重用策略，对目标密度函数进行估计并逐步更新，进而解耦求解原优化问题。
1 可靠性优化问题的定义




设随机变量向量为，其中变量的某些分布参数为对应的设计参数。在取不同值时，对应的失效概率用表示，即失效概率函数，如下式表示：

	 	(1)








[bookmark: _Hlk129703252]其中，为指示函数，若，，否则，；为失效域；为极限状态函数；为x在条件下的概率密度函数。
可靠性优化问题可以表示为：

[bookmark: ZEqnNum141250]	 	(2)





[bookmark: _Hlk129703303]其中，为第个确定性约束，与分别为第i个设计参数的最小值与最大值。该优化问题为在制造或经济成本的约束下，使系统的失效概率最小。在求解式(2)中的包含双循环的可靠性优化问题时，如采用传统的模拟方法，所需的计算代价会十分庞大，这对于实际工程问题有时变得不可行。
针对该难题，提出一种高效的方法求解可靠性优化问题。该方法基于扩展空间思想，将失效概率函数转化为目标分布的期望形式，从而高效解耦原始可靠性优化问题，提高了求解效率。
2 所提可靠性优化方法
2.1 可靠性优化问题在扩展空间中的转化



该节给出将原始可靠性优化问题转化为在扩展空间中的等价问题的过程。将设计参数看作随机变量向量，且服从先验概率分布。依据贝叶斯定理，式(2)中可靠性优化问题的目标函数可以通过表示为：

[bookmark: ZEqnNum331763]	 	(3)

其中表示扩展空间中的失效概率，由下式给出：

	 	(4)




上式中为先验分布，可人为选定，理论上的分布类型并不影响失效概率函数[28]，一般为均匀分布或正态分布，在这里选为均匀分布，即，此时可表示为：

	 	(5)






式(3)中的为设计参数在失效事件发生的条件下的后验分布。由于服从均匀分布，因此为确定的常数，不随变化而变化。且式(3)中的也为常数，故式(2)中可靠性优化问题的目标函数便转化为：

	 	(6)
又由条件概率公式可得：

[bookmark: ZEqnNum506942]	 	(7)




其中为条件概率密度函数的期望。因此，后验分布可以改写为期望的形式，如果已知，就能通过模拟方法，利用样本均值来估计期望得到后验分布，避免了使用密度拟合方法来获得。
由贝叶斯理论可知：

[bookmark: ZEqnNum216763]	 	(8)

[bookmark: ZEqnNum371133]	 	(9)


其中为x在扩展空间中的边缘分布，可以近似写为：

[bookmark: ZEqnNum169677]	 	(10)

上式中表示在设计区间上的积分，可以直接通过数值计算得到。
由式(9)和式(10)可得：

[bookmark: ZEqnNum489415]	 	(11)

将式(8)和式(11)代入式(7)中，得到后验分布的表达式：

	 	(12)





其中，为x在失效域F条件下的概率密度函数。可看出，后验分布表示为期望的形式，可由计算样本均值获得。设共有N个样本由概率分布生成（其具体过程会在2.2节和2.3节说明），则后验分布的估计量为：

[bookmark: ZEqnNum626513]	 	(13)
最终，原可靠性优化问题就可以改写为：

[bookmark: ZEqnNum478077]	 	(14)


由式(14)可知，优化目标函数的关键就是计算后验分布的估计，则需获得后验分布的样本。可以看出，所提方法是建立在扩展空间的可靠性思想[19]上来解决可靠性优化问题[29][30]，能够同时模拟变量和设计参数，且不涉及概率密度近似计算。
2.2 扩展空间子集模拟获取初始失效样本
由于在原扩展空间方法[28]中，采用的是随机选取失效点作为初始失效样本，若选取不当则会导致优化结果达到局部最优解。所提方法通过扩展空间中子集模拟筛选出失效样本，覆盖区域更大，与已有方法[28]相比，能够有效避免原方法由于单条马尔科夫链模拟而可能会出现的局部优化的情况。
下面给出扩展空间子集模拟生成初始失效样本的过程。





[bookmark: _Hlk128822386]在扩展空间中子集模拟抽样的基本思想是通过引入一系列中间失效事件和临界值（中间失效事件满足），将小失效概率问题转化为一系列较大的条件概率的乘积，更高效地获得失效样本。人为给出特定的条件概率值并且根据自动分层策略选择合适的中间失效事件个数m。同时，利用马尔科夫链模拟算法（下一节会给出具体说明）在扩展空间中生成候选点，直到分层结束，落入最后一层失效事件中的样本点即为所需的初始失效点。
扩展空间子集模拟法获得失效样本的过程简单说明如下：







（1）扩展空间蒙特卡洛模拟生成样本[31]。根据分布生成样本；然后，对每一个样本，生成服从分布的样本；从而得到一组服从分布的样本集。



[bookmark: _Hlk129100368]（2）执行自动分层及马尔科夫链模拟，直至得到初始失效样本。基于上一步中得到的样本，根自动分层策略，以及Metropolis-Hasting算法在扩展空间中进行模拟，最终得到落入最后一个失效事件的失效域中的个样本，得到的失效样本服从分布。具体的马尔可夫链模拟过程将在2.3节中给出。
2.3 马尔可夫链模拟


[bookmark: _Hlk128821803]根据Metropolis-Hasting算法，取为马尔科夫链的平稳分布，也叫极限分布，即：

	 	(15)
下面简单介绍马尔科夫链模拟生成失效样本的过程[30]。

（1）选取当前层的初始失效样本作为马尔科夫链的初始状态点。









（2）由建议分布（一般为高斯分布或均匀分布，这里选择高斯分布）产生下一个状态点的备选状态点，计算备选状态点的条件概率密度函数与前一个状态点的条件概率密度函数，得到两者比值，然后根据Metropolis-Hastings准则，按照的概率接受该备选状态点，按照的概率维持该状态点。可以通过式(16)给出：

[bookmark: ZEqnNum314390]	 	(16)

其中，是在[0,1]区间内服从均匀分布的随机数。




（3）检查备选状态点的位置：如果落入失效域F内，则接受其为下一个状态点，否则，维持当前状态点为下一个状态点。注意，此步骤中涉及到对极限状态函数的计算。
（4）重复步骤（2）到（3），直至得到一定数量N的马尔科夫链状态点。


当获得服从分布的样本后，可以得出式(13)中的估计量。
2.4 近似序列优化和信息重用策略
所提方法是一种解耦优化方法，通过得到失效概率关于设计参数的显式函数，将原优化问题解耦为确定性优化问题。在解耦基础上，采用近似序列优化策略[32]，即在一系列子区域中进行解耦优化求解，直到收敛至最优解，并且在该过程中采用信息重用策略[28]，进一步提高计算精度和效率。

假设近似序列优化中的一系列子域为，m代表序列优化的迭代次数。由于子域的选择会影响优化的效果，因此需要选择适当的子域。优化子域的具体选择可以按照以下进行：


假设第一个子域设为，后续子域为，其中：

	 	(17)

	 	(18)






式中，为第次迭代中求得的最优值，表示局部优化子域大小的控制系数，一般取，为控制系数的初始值，为子域的缩减系数。在每次迭代中求出下一个子域，下一个子域小于或等于前一个子域，并嵌套在前一个子域中。


假设在优化过程中的第次迭代中，优化子域为，目标密度函数为：

	 	(19)






在优化子域变化的过程中，目标分布也会发生变化，而由于只取决于子域的边界和，与无关，因此并不会改变原优化问题。若对的估计足够准确，就可以在每次迭代中筛选出包含最优解的子域，最终获得一系列收敛到最优解的候选解。
为了进一步提高上述序列优化的效率，所提方法还采用了一种信息重用策略，即在本次迭代获得的样本中筛选出合适的样本用到下一次迭代中，使收敛效果更快更好，有效的节省计算成本。该策略的具体过程如下：


设在序列优化过程的第k次迭代中，生成失效域F中个样本，其服从以下分布：

	 	(20)







其中。由于表示子域上的均匀分布，按照生成的样本的分布为。同时，将前k-1次迭代中所有满足子域的可重用样本挑选出来，与当前迭代过程中通过马尔科夫链模拟生成的样本合并，此时样本总数为：

	 	(21)

其中为第i次迭代中可重用的样本数。

经过信息重用策略后的的估计值可以写为：

[bookmark: ZEqnNum187530]	 	(22)
将式(22)代入到式(14)中，在对应的优化子域中的确定性优化问题就可以写为：

	 	(23)
在该步骤中，由于没有涉及对极限状态函数的评估，因此可以节省大量计算工作。
2.5 所提方法的过程
所提出方法的具体过程如下，流程示意图如图1所示。
（1）子集模拟法生成初始失效样本。通过扩展空间子集模拟得到初始失效样本。
（2）马尔科夫链模拟。根据改进的Metropolis-Hasting算法，在设计子域上生成大量样本。


（3）估计后验分布并解耦优化问题。根据信息重用策略，收集前面各次和当前次迭代中可用的样本，得到后验分布的估计量，将原始可靠性优化问题解耦为确定性优化问题。
（4）求解确定性优化问题。在子域中求解该确定性优化问题，并寻找出下一个候选优化设计，同时更新下一次优化的子域。
（5）重复步骤（2）到（4），直至得到的优化候选值收敛到最优值。
[image: ]
[bookmark: _Ref129707117]图1 所提方法的流程图
Fig. 1 Flowchart of the proposed method
3 算例

为了说明所提方法的优越性，本节给出算例进行说明，并与其他方法进行对比，包括原扩展空间方法[30]，基于一次指数函数拟合[12]和二次指数函数拟合[13]的解耦方法（可靠性分析部分同样采用子集模拟方法），以及基于直接蒙特卡洛抽样和重要抽样的双循环方法。取基于直接蒙特卡洛抽样的双循环方法的结果（或不同初始点情况下的均值）作为精确值。各算例的收敛准则设定为。
3.1 算例1：复合材料梁



















考虑包含多失效模式的复合材料梁结构（该算例参考自[33]），其示意图如图2所示。该复合梁的尺寸参数分别为宽度，高度，长度，而复合梁的材料的杨氏模量为。同时，有杨氏模量为的铝板加固在梁的底部，其横截面如图3所示，横截面宽度为，高度为。在梁上施加六个垂直于地面的外力、、、、以及，这些纵向力的施加位置分别为、、、、和。

[bookmark: _Ref129707795]图2 复合材料梁的结构示意图
Fig. 2 Structure diagram of composite beam

[bookmark: _Ref129707813]图3 复合材料梁的横截面图
Fig. 3 A cross-section of a composite beam




该结构失效情况定义为复合梁的最大主应力大于许用应力。系统的基本随机变量向量x中包含19个变量，即x=[A,B,C,D,L1,L2,L3,L4,L5,L6,L,P1,P2,P3,P4,P5,P6,Ea,Ew]，这些随机变量包括梁的尺寸、梁和铝板的弹性模量以及外加垂向力的大小位置等，每个随机变量的分布信息如表1所示；最大弯曲法应力，为某个横截面处的应力，可以通过下式得出：

	 	(24)

	 	(25)

其中，，

	 	(26)

	 	(27)
该结构的极限状态函数可以表示为：

	 	(28)





本例中随机变量A、B、C、D的均值为设计参数，即，设计域为，，，。本算例各变量分布信息如表1所示，且所有随机变量都相互独立。
[bookmark: _Ref129708021]表1 随机变量分布信息（算例1）
Table 1 The distribution of random variables（Example 2）
	序号
	变量
	均值
	标准差
	分布类型

	1
	A(mm)
	

	5
	正态

	2
	B(mm)
	

	10
	正态

	3
	C(mm)
	

	4
	正态

	4
	D(mm)
	

	1
	正态

	5
	L1(mm)
	200
	2
	正态

	6
	L2(mm)
	400
	4
	正态

	7
	L3(mm)
	600
	6
	正态

	8
	L4(mm)
	800
	8
	正态

	9
	L5(mm)
	1000
	10
	正态

	10
	L6(mm)
	1200
	12
	正态

	11
	L(mm)
	1400
	14
	正态

	12
	P1(kN)
	15
	3
	极值

	13
	P2(kN)
	15
	3
	极值

	14
	P3(kN)
	15
	3
	极值

	15
	P4(kN)
	15
	3
	极值

	16
	P5(kN)
	15
	3
	极值

	17
	P6(kN)
	15
	3
	极值

	18
	Ea(GPa)
	70
	0.7
	正态

	19
	Ew(GPa)
	8.75
	0.0875
	正态



该例的可靠性优化问题为：

[bookmark: ZEqnNum591191]	 	(29)
式(29)中优化目标为最小化失效概率函数，而确定性约束为梁的横截面积不超过22000mm2。



采用不同方法求解该复合材料梁结构的可靠性优化问题，选取Case A： ，Case B：和Case C：三个不同参数初始值进行优化。各方法所得结果及所需的样本数列于表2，其中误差为优化结果各分量的相对误差的最大值（以双循环蒙特卡洛结果为参考准确值）。


[bookmark: _Ref129708167]表2 复合材料梁的可靠性优化结果
Table 2 Reliability optimization results of composite beams
	所用方法
	
初始点
	
优化结果
	样本数N
	误差

	所提方法
	

	
 
	2000+950+950
	0.33%

	
	

	

	2000+964+964
	0.33%

	
	

	

	2000+925+925
	0.33%

	原扩展空间方法[30]
	

	

	

	18.18%

	
	

	

	

	18.18%

	一次指数解耦方法[12]
	

	

	

	11.76%

	
	

	

	

	0.33%

	二次指数解耦方法[13]
	

	

	

	0.33%

	
	

	

	

	0.33%

	双循环（重要抽样）
	

	

	

	0.33%

	
	

	

	

	0.33%

	双循环（蒙特卡洛）
	

	

	

	-



如表2所示，除扩展空间方法外，各方法的结果较为一致。需要指出的是，所需样本数N包括三部分：子集模拟中间层的样本数、最终层失效样本数以及马尔科夫链模拟样本数。由表看出，所提方法所需样本数在所有方法中最小（小于4000）。而原方法即便采用较多样本，还是出现了局部解的情况，误差较大（大于10%）。而所提方法的在不同初始点情况下的最终优化结果误差在1%以内（以双循环蒙特卡洛为精确值）。此外，从表中同样可看到，所提方法所需计算代价仅为同样是解耦的一次指数和二次指数拟合方法的1/10左右。而双循环方法由于需要反复进行可靠性分析计算，因此需要更大的计算代价，远远多于所提方法。
综上，所提方法相比于原方法，保证了计算结果的全局性和稳定性，相比于双循环方法，则拥有极高的求解效率优势。
3.2 算例2：飞机内襟翼结构
该例中，考虑飞机的内襟翼结构的可靠性优化问题（来自于文献[34]）。该问题包含了有限元的分析，内襟翼三维有限元模型如图4所示，其共有3274个单元以及2001个节点。
[image: ]
[bookmark: _Ref129708353]图4 飞机内襟翼结构的有限元模型
Fig. 4 Finite element model of inner flap structure
该结构受气动载荷作用，将气动载荷等效为有限元模型各节点上的载荷形式。假设在最坏的工况条件下，当所有的节点产生的最大应变超过了能承受的最大许用应变D时，即认定为失效。此时包含有限元分析的隐式极限状态函数可表示为下式：

	 	(30)







[bookmark: OLE_LINK2]其中；、、和为内襟翼四根梁的厚度；A1和A2为其中两个梁的横截面积；E1、E2和G1、G2分别为模型材料的弹性模量和剪切模量；随机变量F则与载荷施加到的不同的节点有关。如果载荷施加在节点i上，则载荷值为，式中的为一个常数。本算例中所有随机变量均为服从高斯分布且相互独立，其分布信息如表3所示。

[bookmark: _Ref129708521]表3 随机变量的分布信息（算例2）
Table 3 The distribution of random variables（Example 2）
	随机变量
	均值
	变异系数

	t1(mm)
	

	0.05

	t1(mm)
	2
	0.05

	t1(mm)
	4
	0.05

	t1(mm)
	

	0.05

	A1(cm2)
	50
	0.05

	A2(cm2)
	150
	0.05

	E1(MPA)
	70380
	0.05

	G1(MPA)
	26458.6
	0.05

	E2(MPA)
	72450
	0.05

	G2(MPA)
	27236.8
	0.05

	F
	0
	0.05








本算例中，取和的均值分别作为该算例的设计参数与，其设计域分别为，。该算例的优化问题可以写为：

	 	(31)

式中的确定性约束与内襟翼结构的重量有关。
选取三个不同的参数初始点，采用各方法求解该可靠性优化问题。优化结果如表4所示。由于该机翼结构算例包含有限元分析，考虑计算代价的问题，其他对比方法在优化过程中均采用基于Kriging方法建立极限状态函数的代理模型再进行优化求解。而所提方法则分别直接结合有限元和结合Kriging模型来进行。

[bookmark: _Ref129708650]表4 内襟翼结构的可靠性优化结果
Table 4 Reliability optimization results of inner flap structure
	所用方法
	
初始点
	
优化结果
	样本数N
	误差

	所提方法（结合有限元分析）
	[1.5000,1.3000]
	[2.0008,1.7000]
	2000+238+509
	0%

	
	[2.5000,1.3000]
	[2.0008,1.7000]
	2000+312+507
	0%

	
	[2.5000,1.7000]
	[2.0008,1.7000]
	2000+291+436
	0%

	所提方法（结合Kriging模型）
	[1.5000,1.3000]
	[2.0008,1.7000]
	2000+226+438
	0%

	
	[2.5000,1.3000]
	[2.0008,1.7000]
	2000+252+517
	0%

	
	[2.5000,1.7000]
	[2.0008,1.7000]
	2000+273+494
	0%

	一次指数解耦方法[12] （结合Kriging模型）
	[1.5000,1.3000]
	[1.5000,1.7000]
	3.8×104
	25%

	
	[2.5000,1.7000]
	[2.0008,1.7000]
	4.4×104
	0%

	二次指数解耦方法[13] （结合Kriging模型）
	[1.5000,1.3000]
	[2.0008,1.7000]
	6.1×104
	0%

	
	[2.5000,1.7000]
	[2.0008,1.7000]
	6.7×104
	0%

	原扩展空间方法[30]（结合Kriging模型）
	[1.5000,1.3000]
	[1.5000,1.3000]
	2×1400
	25%

	
	[2.5000,1.7000]
	[1.5000,1.7000]
	2×1400
	25%

	双循环（蒙特卡洛+结合Kriging模型）
	[2.5000,1.7000]
	[2.0008,1.7000]
	7×106
	-



由表4中结果可知，在不同初始值下，所提方法结合Kriging模型与结合有限元模型的结果均与双循环方法的结果一致，且仅需两次迭代就能够收敛到最优解，所需要的计算量（均小于3000）也远远小于其他解耦及双循环方法。而原扩展空间方法在同样量级的计算样本数（2800）的情况下，出现了陷入局部解的情况。而所提方法计算效率高（可直接结合有限元来进行分析），且能够保证全局性。表4中显示一次指数函数的解耦方法亦出现局部解情况。从计算代价上来看，所提方法依然比指数拟合方法的解耦方法的计算代价少一个数量级。因此，所提方法的高效性和优越性在该工程结构中得到了证明。
4 总结
针对复杂结构可靠性优化设计问题，提出了一种高效的扩展空间子集模拟及马尔科夫链的优化方法。所提方法将失效概率函数转化为设计参数的后验分布，并表示为积分的形式，使得求解过程无需密度函数的拟合计算。同时，通过扩展空间中的子集模拟获得多个初始失效样本；再采用马尔科夫链模拟高效地生成样本，无需再次进行可靠性分析。最后还结合了近似序列优化与信息重用策略，将逐次迭代的样本充分利用求解当前目标函数，进一步提高了优化效率。
通过数值算例和机翼结构有限元算例来说明所提方法的优越性，结果表明：
1）所提方法仅需进行一次子集模拟的可靠性分析，而在马尔科夫链模拟过程中不会涉及到可靠性分析，避免了进行重复的可靠性分析；
2）所提方法对优化问题的失效概率大小不敏感，均能通过数次迭代即可求得优化解，因此适用于解决小失效概率优化问题；
3）所提方法采用了子集模拟来获取初始失效样本，能够避免出现局部优化，提高了优化计算的稳健性。
[bookmark: _Hlk139300974]需要指出的是，所提方法的高效性建立在仅针对特定的可靠性优化问题上，即设计参数为随机变量的分布参数形式。针对设计参数为包含在极限状态方程中的确定性变量的问题还有待进一步拓展研究。
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