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[bookmark: _Hlk150436876]摘  要：针对高阶连续线性多智能体系统，给出了采样通信条件下最小能量时变编队设计方法。利用采样时刻多智能体系统局部邻域信息，提出了考虑全局控制能量消耗的时变编队协同控制协议。采用状态空间分解方法，将多智能体系统的时变编队问题转化为分解后不一致子系统的稳定性问题。构造了编队可行性条件，利用广义特征值方法，给出了最小能量约束时变编队分析和设计的充分条件，确保多智能体系统在最小能量约束下实现采样通信时变编队。对理论结果进行数值仿真验证。仿真结果表明，采取最小能量约束编队控制方法，能够有效降低多智能体系统在采样通信条件下实现时变编队的全局控制能量消耗。
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Sampling communication formation control of multi-agent systems with minimum-energy constraint
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Abstract: For high-order continuous linear multi-agent systems, minimum-energy formation design methods with sampled-data communication were proposed. Based on local neighbouring information of multi-agent systems at sampling time, time-varying formation cooperative control protocol with global control energy consumption being considered was presented. By the state-space decomposition method, the time-varying formation problem of multi-agent systems was transformed into the stability problem of decomposed inconsensus subsystems. A formation feasible condition was constructed, and sufficient conditions for the design of time-varying formation under minimum-energy constraint can be obtained by the generalized eigenvalue approach, which ensures that the time-varying formation of multi-agent system can be realized under minimum-energy constraint. Theoretical results were verified by a numerical simulation, and the simulation results shows that the formation control method with minimum-energy constraints can effectively reduce the global control energy consumption of time-varying formation of multi-agent systems with sampled-data communication.
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[bookmark: _Hlk141541546]多智能体系统协同控制是当前人工智能（AI, Artificial Intelligence）研究的一个热点，受到了国内外众多科研工作者的极大关注[[endnoteRef:0]-[endnoteRef:1][endnoteRef:2][endnoteRef:3]]。一致性理论作为多智能体系统协同控制的基础，基于一致性的编队控制属于多智能体系统协同控制的一个重要分支，核心思想是通过分布式的信息交互作用，使得所有智能体最终形成并保持一个相对状态或者输出呈现特定关系的时变或时不变的结构形式。当前，多智能体系统编队控制在协同定位、持续监视、负载运输和目标追踪等方面都取得了许多有价值的研究成果[[endnoteRef:4]-[endnoteRef:5][endnoteRef:6]]，在民生民用和国防军事领域也得到了较为广泛的应用[[endnoteRef:7]-[endnoteRef:8][endnoteRef:9][endnoteRef:10][endnoteRef:11]]。 [0: [] MOURYA T, LIU Y C. Survey of containment control in multi-agent systems: concepts, communication, dynamics, and controller design [J]. International Journal of Systems Science, 2023, 54(14): 2809-2835.]  [1: [] ZHAO M, XI J X, WANG L, et al. Completely distributed secure consensus for multiagent systems with a general directed graph under interaction link attacks [J]. IEEE Systems Journal, 2024, Doi: 10.1109/JSYST.2024.3381914.]  [2: [] HONG H F, WANG H. Fixed-time formation control for second-order disturbed multi-agent systems under directed graph [J]. Symmetry-Basel, 2021, 13(12): 2295.]  [3: [] ZHAO M, XI J X, WANG L, et al. Fully distributed secure tracking for leader-following nonlinear multiagent systems with multi-link sequence scaling attacks [J]. IEEE Control Systems Letters, 2024, 8: 327-332.]  [4: [] NIGAM N, BIENIAWSKI S, KROO I, et al. Control of multiple UAVs for persistent surveillance: Algorithm and flight test results [J]. IEEE Transactions on Control Systems Technology, 2012, 20(5): 1236-1251.]  [5: [] THAPA S, BAI H, ACOSTA J. Cooperative aerial load transport with force control [J]. IFAC-PapersOnLine, 2018, 51(12): 38-43.]  [6: [] LI T, BAI W, LIU Q, et al. Distributed fault-tolerant containment control protocols for the discrete-time multiagent systems via reinforcement learning method [J]. IEEE Transactions on Neural Networks and Learning Systems, 2021, 34(8): 3979-3991.]  [7: [] QUAN O Y, Wu Z X, CONG Y H, et al. Formation control of unmanned aerial vehicle swarms: A comprehensive review [J]. Asian Journal of Control, 2023, 25(1): 570-593.]  [8: [] YAN C, ZHANG W, SU H, et al. Adaptive bipartite time-varying output formation control for multiagent systems on signed directed graphs [J]. IEEE Transactions on Cybernetics, 2021, 52(9): 8987-9000.]  [9: [] 柴小丰. 多智能体系统事件触发编队控制研究 [D]. 北京：北京科技大学, 2021: 1-12.
CHAI X F. Research on event-triggered formation control of multi-agent systems [D]. Beijing: University of Science and Technology, Beijing, 2021: 1-12.]  [10: [] SAMY S A, RAMACHANDRAN R, ANBALAGAN P, et al. Synchronization of nonlinear multi-agent systems using a nonfragile sampled data control approach and its application to circuit systems [J]. Frontiers of Information Technology & Electronic Engineering, 2023, 24(4):553-566.]  [11: [] LI B Q, WEN G G, PENG Z X, et al. Time-varying formation control of general linear multi-agent systems under markovian switching topologies and communication noises [J]. IEEE Transactions on Circuits and Systems II: Express Briefs, 2021, 68(4): 1303-1307. ] 

[bookmark: _Hlk157972791]根据编队队形结构的变化特性，基于一致性的编队控制可分为时不变编队控制和时变编队控制[[endnoteRef:12]]。文献[[endnoteRef:13]]提出了一种有限时间编队控制算法，利用多轮式移动机器人进行了时不变编队的仿真实验。文献[[endnoteRef:14]]针对系统中执行器故障以及各智能体之间不确定控制方向，研究了一类非线性异构多智能体系统固定时间时不变编队控制问题。但是，由于实地环境或状态变化需要，或者根据目标跟踪、拦截规避和立体监测等不同任务需求，通常要求编队队形结构按照特定规律变化。文献[[endnoteRef:15]]研究了一阶时滞多智能体系统固定时间时变编队控制问题，并在E-puck机器人平台上进行了动态编队实验。文献[[endnoteRef:16]]研究了切换有向拓扑条件下二阶多智能体系统时变编队控制问题，给出了编队可行性条件，推导出了描述整个系统宏观运动的编队参考函数。文献[[endnoteRef:17]]研究了切换拓扑和间隙通信条件下一般高阶多智能体系统的时变输出编队问题。文献[[endnoteRef:18]]提出了一种基于模型的控制律来实现多层时变编队控制。对比时不变编队和时变编队控制设计，时不变编队是时变编队的特殊类型，时变编队的向量导数会对多智能体系统整体动力学特性产生影响，只有满足特定约束才可实现，并且实现难度明显高于时不变编队[16]。 [12: [] OH K K, PARK M C, AHN H S. A survey of multi-agent formation control [J]. Automatica, 2015, 53: 424-440.]  [13: [] DU H B, WEN G H, CHENG Y Y, et al. Distributed finite-time cooperative control of multiple high-order nonholonomic mobile robots [J]. IEEE Transactions on Neural Networks and Learning Systems, 2017, 28(12): 2998-3006.]  [14: [] HOU H Q, LIU Y J, LAN J, et al. Fixed time formation control for heterogeneous multi-agent systems with partial unknown control directions [J]. International Journal of Adaptive Control and Signal Processing, 2023, 37(1): 126-144.]  [15: [] WANG C Y, TNUNAY H, ZUO Z Y, et al. Fixed-time formation control of multirobot systems: Design and experiments [J]. IEEE Transactions on Industrial Electronics, 2019, 66(8): 6292-6301.]  [16: [] DONG X W, LI Q D, WANG R, et al. Time-varying formation control for second-order swarm systems with switching directed topologies [J]. Information Sciences, 2016, 369: 1-13.]  [17: [] JIN J, LI J L, QIN D H, et al. Output formation tracking for networked systems with limited energy and aperiodic silence [J]. Chinese Journal of Aeronautics, 2022, 35(7): 274-288.]  [18: [] LI D Y, GE S S Z, HE W, et al. Multilayer formation control of multi-agent systems [J]. Automatica, 2019, 109: 108558, 1-7.] 

多智能体系统协同控制策略一般建立在连续通信（continuous communication）的基础上，但由于带宽限制，连续通信容易发生丢包、堵塞等现象。此外，为更好地适应数字技术及设备的深度发展和广泛应用，智能体之间一般采取采样通信（sampled-data communication）的方式进行信息交互，即各智能体按照一定时间间隔，逐点获取邻居智能体瞬时信息，将连续通信交互方式变为采样通信交互方式。这种按照一定时间间隔逐点采样通信的控制技术得到了广泛的认可和应用，又称为采样控制技术[[endnoteRef:19]-[endnoteRef:20][endnoteRef:21][endnoteRef:22]]。对于采样通信条件下时不变编队，文献[[endnoteRef:23]]研究基于采样数据的多领导者二阶多智能体系统的时不变编队追踪问题，其中领导者之间没有交互作用。文献[[endnoteRef:24]]研究了只有采样位置信息的二阶多智能体系统编队合围问题，其中领导者形成了速度固定的时不变编队。文献[[endnoteRef:25]]研究了具有时变延迟和周期采样的非线性二阶领导跟随多智能体系统时不变编队跟踪控制问题，可以实现均方指数稳定和几乎确定的指数稳定的编队跟踪。对于采样通信条件下时变编队控制。文献[[endnoteRef:26]]主要研究了多领导者多智能体系统时不变编队，其中领导者之间没有通信，跟随者之间的通信交互发生在采样时刻。文献[[endnoteRef:27]]提出了一类两层采样数据编队合围控制协议，实现了非线性动态领导者指定时间编队合围控制和指定时间跟踪。更多关于多智能体采样控制的一些基础理论和研究成果可以参考文献[[endnoteRef:28],[endnoteRef:29]]。虽然采样控制方法能够有效减少了网络通信负担，但也容易导致控制能量消耗的增加，特别是在采样周期非常小的情况下[[endnoteRef:30]]。因此，如何在采样通信条件下确保多智能体系统时变编队可实现的同时降低控制能量消耗，是一个值得深入研究且富有挑战性的问题。 [19: [] OLFATI-SABER R, MURRAY R M. Consensus problems in networks of agents with switching topology and time-delays [J]. IEEE Transactions on Automatic Control, 2004, 49(9): 1520-1533.]  [20: [] XU X Y, WANG H, LI W Q, et al. Distributed output‐feedback sampled‐data control of nonlinear multi‐agent systems [J]. International Journal of Robust and Nonlinear Control, 2022, 32(15): 8309-8330.]  [21: [] LIU X D, DENG F Q, ZHAO X Y, et al. Multiple leaders formation tracking with switching topology and aperiodic sampled data under intermittent control scheme [J]. 2022, 33(3): 2375-2391.]  [22: [] XIANG L Y, DU Y, JIA C X, et al. Energy-efficient distributed formation control of sampled-data multiagent systems with packet losses [J]. IEEE Transactions on Cybernetics, 2024, 54(4): 2216-2223.]  [23: [] LIU C Y, WU X Q, MAO B. Formation tracking of second-order multi-agent systems with multiple leaders based on sampled data [J]. IEEE Transactions on Circuits and Systems II: Express Briefs, 2020, 68(1): 331-335.]  [24: [] ZHENG B J, MU X W. Formation-containment control of second-order multi-agent systems with only sampled position data [J]. International Journal of Systems Science, 2016, 47(15): 3609-3618.]  [25: [] LIU X, DENG F, WEI W, et al. Formation tracking control of networked systems with time-varying delays and sampling under fixed and Markovian switching topology [J]. IEEE Transactions on Control of Network Systems, 2022, 9(2): 601-612.]  [26: [] ZHANG J X, SU H. Time-varying formation for linear multi-agent systems based on sampled data with multiple leaders [J]. Neurocomputing, 2019, 339: 59-65.]  [27: [] ZHOU Y, LIU Y F, ZHAO Y, et al. Appointed-time formation-containment control for nonlinear multi-agent networks using sample-data feedback [J]. International Journal of Robust and Nonlinear Control, 2023, 33(8): 4616-4635.]  [28: [] ZHANG X M, HAN QL, GE X, et al. Networked control systems: A survey of trends and techniques [J]. IEEE/CAA Journal of Automatica Sinica, 2019, 7(1): 1-17.]  [29: [] GE X H, HAN Q L, DING D R, et al. A survey on recent advances in distributed sampled-data cooperative control of multi-agent systems [J]. Neurocomputing, 2018, 275: 1684-1701.]  [30: [] ZHANG X M, HAN Q L, ZHANG B L. An overview and deep investigation on sampled-data-based event-triggered control and filtering for networked systems [J]. IEEE Transactions on Industrial Informatics, 2017, 13(1): 4–16.] 

[bookmark: _Ref167397943][bookmark: _Ref167397960][bookmark: _Ref167398012][bookmark: _Ref167398021][bookmark: _Ref167398033][bookmark: _Ref167398043]节省能量消耗对控制系统延长寿命、提升效率具有重要意义。关于多智能体系统协同控制过程中的全局控制能量消耗的优化问题，通常被建模成次优或最优问题来分析处理。目前，一些专家学者对于控制能量消耗在全局寻优、能量约束等方面取得了一定研究成果。关于控制能量消耗全局寻优，文献[[endnoteRef:31]]提出了一种网络估计方法，通过求解一个单一智能体级别的参数代数Ricatti方程，来确保多智能体系统在实现一致性的同时控制能量消耗近似最小，但要求作用拓扑趋向于完全图。文献[[endnoteRef:32]]研究了作用拓扑图为无向图的多智能体系统的最优控制问题，利用了Laplacian矩阵最小非零特征值设计最优增益矩阵，得出了在作用拓扑图为完全图且边权重相等时，可以达到最低控制能量成本的结论。从文献[32]和[33]可以看出，全局寻优要求获取每一个邻居智能体的信息，即作用拓扑图为完全图，这对于多智能体系统是一个很严格的约束条件。关于能量约束编队控制，文献[[endnoteRef:33]]研究了状态延迟条件下大规模奇异系统的有限时间保成本控制问题，提出了一种结合Lyapunov函数方法的奇异值分解方法。文献[[endnoteRef:34]]研究了预算能量约束条件下多智能体系统编队控制问题，通过预先给定能量约束实现对全局控制能量消耗的优化。但是，文献[34]和[35]提出的保成本和预算能量约束协同控制策略，没有考虑求解全局控制能量消耗最小值的问题。在我们前期工作[[endnoteRef:35]]和[[endnoteRef:36]]中，通过构造一个最小能量约束来限制全局控制能量消耗上界，达到了编队形成过程中优化全局控制能量消耗的目的。但是，文献[36-37]研究的是控制输入连续变化情形下的控制能量消耗最小问题。在多智能体系统中，相互之间的通信多由数字化计算机系统处理，一般按照工作时钟以固定周期进行采样、通信和计算，因此研究周期采样通信条件下能量优化编队控制方法，对于工程应用中降低能量消耗、调节资源分配和衡量控制效能等，具有重要的现实意义。通过查阅文献资料，发现在采样通信条件下多智能体系统最小能量约束时变编队控制问题上，还鲜有研究成果报道。 [31: [] CHEN F, CHEN J. Minimum-energy distributed consensus control of multiagent systems: A network approximation approach [J]. IEEE Transactions on Automatic Control, 2019, 65(3): 1144-1159.]  [32: [] ZHANG H, HU X. Consensus control for linear systems with optimal energy cost [J]. Automatica, 2018, 93: 83-91.]  [33: [] HUONG P T, PHAT V N. Guaranteed cost finite-time control of large-scale singular systems with interconnected delays [J]. Transactions of the Institute of Measurement and Control, 2022, 44(5): 1103-1112.]  [34: [] WANG L, XI J X, HOU B, et al. Limited-budget consensus design and analysis for multiagent systems with switching topologies and intermittent communications [J]. IEEE/CAA Journal of Automatica Sinica, 2021, 8(10): 1724-1736.]  [35: [] LI J L, XI J X, HE M, et al. Formation control for networked multiagent systems with a minimum energy constraint [J]. Chinese Journal of Aeronautics, 2023, 36(1): 342-355.]  [36: [] QIN D H, WANG L, LI J L, et al. Minimum-energy time-varying formation of distributed multi-agent systems with interaction constraints [J]. Asian Journal of Control, 2023. DOI: 10.1002/asjc.3095.] 

[bookmark: _Hlk157949128][bookmark: _Hlk167398180]本文研究了采样通信条件下多智能体系统最小能量约束时变编队协同控制问题，主要围绕确保多智能体系统在实现时变编队的同时全局控制能量消耗最小的问题展开，属于优化协同控制问题研究。首先，构造了采样通信条件下考虑全局控制能量消耗的分布式时变编队协同控制协议。然后，依据状态空间分解，把时变编队协同控制问题转化成不一致子系统的稳定性问题。最后，利用广义特征值理论，提出了分析和设计线性矩阵不等式意义下多智能体系统最小能量约束时变编队的充分条件。在多智能体系统中，各智能体的能量资源通常非常有限，因此研究降低控制能量消耗具有重要的理论价值和实际意义。本文围绕采样通信条件下多智能体系统时变编队控制能量消耗最小问题展开研究，创新之处主要体现在三个方面：（1）相比于文献[34-35]中没有考虑协同控制过程中如何确保全局控制能量消耗最小的问题，本文构造了最小能量约束来限制全局控制能量消耗的上界，利用广义特征值理论，得到了线性矩阵不等式意义下多智能体系统实现最小能量约束时变编队的充分条件。（2）相比于文献[36-37]中全局控制能量消耗上界建立在连续控制输入的基础上，本文推导的全局控制能量消耗上界建立在采样控制输入的基础上。（3）相比于文献[34-37]中多智能体系统的控制输入是连续变化的，在本文构造的考虑全局控制能量消耗的编队控制协议中，单个智能体和期望时变编队的动力学模型是动态连续的，但智能体之间的信息交互是离散采样的。
本文结构组织如下：第1节是预备知识和问题描述；第2节提出采样通信条件下分析和设计多智能体系统实现最小能量约束编队的充分条件；第3节对理论研究结果进行数值仿真；第4节总结全文。











本文常见符号规定如下：和分别表示维列向量和维矩阵集合；表示自然数集合；代表适当维度的零向量和零矩阵。代表各元素均为1的维列向量，代表维单位矩阵；上标-1和T分别表示矩阵的逆和转置，表示矩阵的Kronecker积。
1  预备知识与问题描述
1.1  图论知识






























[bookmark: MTBlankEqn]在多智能体系统协同控制中，智能体之间的信息交互关系，通常用作用拓扑图的形式来直观表示[[endnoteRef:37]–[endnoteRef:38]]。具有个智能体的多智能体系统，其信息交互关系通常被建模为作用拓扑图。其中，表示图的节点集，顶点代表多智能体系统中的第个智能体； 表示图的边集，代表智能体到智能体的一条边，记作；表示邻接矩阵，其中表示边的权重。当时，，否则。定义节点的邻居集为。如果两个不同的智能体之间通信是相互的，即，那么对应的交互作用拓扑图为无向图。单个智能体不存在自循环，即。作用拓扑图的数学性质通常用Laplacian矩阵来描述，其中，。如果作用拓扑图中不存在与其他节点没有任何交互作用的孤立节点，那么称该作用拓扑图为连通图。本文研究的作用拓扑图均为连通的无向图，对应的Laplacian矩阵是对称矩阵。关于无向图Laplacian矩阵的部分性质见引理1，更多关于代数图论的理论知识可参考文献[[endnoteRef:39]]。 [37: [] Mesbahi M, Egerstedt M. Graph theoretic methods in multiagent networks [M]. Princeton, NJ, USA, Princeton University Press, 2010.]  [38: [] 王祥科, 李迅, 郑志强. 多智能体系统编队控制相关问题研究综述 [J]. 控制与决策, 2013, 28(11): 1601-1613.
Wang X K, Li X, Zheng Z Q. Survey of developments on multi- agent formation control related problems [J]. Control and Decision, 2013, 28(11): 1601-1613.]  [39: [] Godsil C, Royal G. Algebraic Graph Theory [M]. New York: Springer, Verlag, 2001.] 




引理1  是无向图的Laplacian矩阵，，则有如下结论：



①至少具有一个0特征值，是其对应的一个特征向量，即；



②如果是连通的，那么0是的单一特征值，其余的个特征值均为正数。
1.2 单个智能体动力学模型


考虑一个高阶多智能体系统，其中包含个智能体，编号为，每个智能体的动力学特性由高阶积分器来描述，并建模为如下状态空间表示式：

[bookmark: ZEqnNum805538]         









[bookmark: _Hlk156668112]其中，，和分别表示智能体的系统矩阵和输入矩阵且可镇定，和分别表示智能体的状态变量和控制输入。令



则多智能体系统（1）的全局状态方程可被描述为：







期望的编队模型用列向量函数 来表示，其中   是一个连续有界可微函数。
1.3 采样通信协同控制协议





多智能体系统中智能体控制输入采用周期采样策略，采样间隔用表示，其中 表示采样时刻且初始时刻。下面，提出如下协同控制协议：

[bookmark: ZEqnNum823085] 



其中，表示控制增益矩阵，表示控制能量消耗权重系数，表示多智能体系统实现编队过程中的全局控制能量消耗。下面，给出多智能体系统（1）实现最小能量约束编队的定义：







定义1  对于任意有界且不完全相同的初始状态 ，如果， ，且全局控制能量消耗，其中为最小能量约束，那么称多智能体系统（1）在协同控制协议（2）的作用下实现了最小能量约束时变编队。
本文的目的主要有两个：1）确定最小能量约束来限制全局控制能量消耗的上界，从而实现对全局控制能量消耗的优化。2）分析和设计采样通信条件下多智能体系统控制能量消耗优化时变编队的控制策略。

注1：在文献[17]和[35-38]中，控制器利用的智能体状态信息是连续的。在本文设计的协同控制协议（2）中，控制器利用的智能体状态信息是采样获得的，控制器每隔一个采样周期发生阶跃变化一次，其触发时间间隔为采样间隔，相邻的两次触发时间间隔为一个正的下界，因此控制输入在有限时间内不会被无数次触发，不会出现Zeno现象。这样的设计，符合数字化计算机系统离散采样控制工程实际，既可以减少通信系统带宽的占用，缩减控制器计算次数，也可以避免一些不必要的控制能量消耗。









注2：在协同控制协议（2）中，控制输入是阶跃变化的，而全局控制能量消耗是控制输入和控制能量消耗权重系数的连续时间二次积分函数，这是与文献[22,37]中计算线性系统全局控制能量消耗的最大区别。其中，控制输入与控制增益相关，需要在采样时刻采集处理邻居信息而不需要全局信息，属于分布式的协同控制，由此也建立了控制增益与全局控制能量消耗的数学关系。因此，研究多智能体系统最小能量约束编队，就是研究如何分析和设计控制增益，使得多智能体系统在实现编队的同时优化全局控制能量消耗。
1.4 多智能体系统全局状态和控制能量消耗分析




参考文献[[endnoteRef:40]]处理基于采样数据的系统模型为时变时延系统模型的方法，定义一个连续函数，其中，则协同控制协议（2）中控制输入可以由下式表示： [40: [] WEN G H, DUAN Z, YU W, et al. Consensus of multiagent systems with nonlinear dynamics and sampled-data information: A delayed-input approach [J]. International Journal of Robust and Nonlinear Control, 2013, 23(6): 602-619.] 


[bookmark: ZEqnNum186967]  
根据1.1图论知识和式（3）中对无向拓扑图的数学描述，多智能体系统（1）的全局控制输入，可以用下式表示

  
由此，可以得到多智能体系统采样通信控制条件下全局状态方程的紧凑形式如下：

[bookmark: _Hlk123641931][bookmark: ZEqnNum319911]  
令




于是可知





可以
[bookmark: _Hlk123647697]结合式（2）和（5），推导出

[bookmark: ZEqnNum539624]  


[bookmark: ZEqnNum152574]



由此，利用建立的时变时延模型，建立了采样通信条件下全局控制能量消耗与通信拓扑矩阵和控制增益的数学关系。
2  采样通信最小能量约束编队分析设计

[bookmark: _Hlk141473486]本节重点研究在采样通信条件下如何设计控制增益，确保多智能体系统在协同控制协议（2）作用下实现最小能量约束编队。首先给出两个引理：




[bookmark: _Hlk150596314]引理2[[endnoteRef:41]]  给定矩阵且，对于任意连续的向量函数，下列不等式成立： [41: [] LIU K, SUPLIN V, FRIDMAN E. Stability of linear systems with general sawtooth delay [J]. IMA Journal of Mathematical Control and Information,2010,27(4): 419-436.] 








引理3[[endnoteRef:42]]  给定矩阵且，取常数，对于任意连续向量函数，下列不等式成立： [42: [] HAN Q L. Absolute stability of time-delay systems with sector-bounded nonlinearity [J]. Automatica, 2005, 47(12): 2171-2176.] 
















[bookmark: _Hlk133737587]依据引理1，对于无向连通作用拓扑图的Laplacian矩阵，存在一个正交矩阵，使得 ，其中 为的个特征值，并且，的各列向量为的特征值 对应的单位特征向量且两两正交。
令

[bookmark: ZEqnNum910691]     

[bookmark: _Hlk135338279]接着，对式（8）左右同乘，于是可以得到

[bookmark: ZEqnNum686584]         

将式（9）代入式（6），则可以将由全局状态误差描述的多智能体系统（6），转化成如下两个子系统

[bookmark: ZEqnNum892572]  

[bookmark: ZEqnNum680743]   



其中，。由此，根据式（10）和（11）可以看出和为系统（6）的两个子系统，可以用来描述了系统（6）的一致动力学和非一致动力学。

[bookmark: _Hlk123682538]依据文献[[endnoteRef:43]]提出的编队可行性条件，如果，由式（10）和（11）描述的两个子系统可化简为 [43: [] DONG X W, ZHOU Y, REN Z, et al. Time-varying formation tracking for second-order multi-agent systems subjected to switching topologies with application to quadrotor formation flying [J]. IEEE Transactions on Industrial Electronics, 2017,64(6): 5014-5024.] 


[bookmark: ZEqnNum460732]            

[bookmark: ZEqnNum242144]    

其中。综合式（7）和（9），可以得到如下全局控制能量消耗表达式：

[bookmark: ZEqnNum826395]  


下面，分别定义两个线性无关的子空间和为

[bookmark: ZEqnNum881275]    

[bookmark: ZEqnNum785580]       







其中，，，。下面，将式（9）中用描述的线性空间，分解为由和描述的两个子空间，即

         
由式（15）可知

[bookmark: _Hlk123684467][bookmark: ZEqnNum960775]       



由于和线性无关，根据定义1，当且仅当时，


因此，可知当且仅当子系统（13）渐近稳定时，多智能体系统（1）可实现时变编队。通过以上分析，将采样通信条件下的多智能体系统（1）的时变编队问题，转化为子系统（13）的渐近稳定性问题。



[bookmark: _Ref135259908]注3：利用正交变换法，将上述采样通信条件下高阶多智能体系统转化为两个线性无关的子系统：其中子系统（10）描述了编队过程中的整体运动；子系统（11）描述了多智能体系统中各智能体之间的相对运动，当子系统（11）渐近稳定时，意味着多智能体系统（1）实现了时变编队。当时，即意味各智能体与期望编队的追踪误差趋向于同一个值。在文献[[endnoteRef:44]]中，被称为编队参考函数，能够描述多智能体系统编队运动的宏观模态。 [44: [] XI J X, WANG  L, ZHENG J F, et al. Energy-constraint formation for multiagent systems with switching interaction topologies [J]. IEEE Transactions on Circuits and Systems I: Regular Papers, 2020, 67(7): 2442-2454.] 

下面，给出高阶多智能体系统在采样通信条件下实现最小能量约束时变编队的充分条件：






定理1  对于任意有界且不完全相同的初始状态 ，在，，，情况下，如果满足以下条件：

（1）；

（2）min 


s.t. ，，


















其中，，，，，，，，，，，，，，；那么具有控制协议的多智能体系统可以实现定义1描述的最小能量约束时变编队。


证明：在 内，建立Lyapunov-Krasovskii候选函数

     
其中，

[bookmark: ZEqnNum791826]         

[bookmark: ZEqnNum989128]    

[bookmark: ZEqnNum447480]  









[bookmark: _Hlk134092964]因为，，，可知，，。由于，由引理2可知，



于是，可知，进而可以得到。
下面，对式（20）-（23）分别求导，可得






依据积分变量代换和引理3，可以进一步得到


由此可知，

[bookmark: ZEqnNum388648]  

，


[bookmark: _Hlk134864335]，
令

[bookmark: ZEqnNum185658]  

[bookmark: ZEqnNum713541]           

由式（24）、（25）和（26）可知

[bookmark: _Hlk134129771][bookmark: ZEqnNum514644]

其中。令


如果

[bookmark: _Hlk135340092][bookmark: ZEqnNum425109]            

必然能保证。
根据舒尔补定理，将式转化为如下形式




其中，，

。


[bookmark: _Hlk143030070]根据式，如果，则知。由式（7）和（25），可知


由式（8）和（16）可知，

[bookmark: ZEqnNum594047]   


其中，，。


因为，可知。
由式（20）和（29）可知






其中。同时，由式（21）、（22）、（23）和（29）可知，，。于是，可以推导出





[bookmark: _Hlk143031165]令为全局控制能量消耗的上界，可知。



由于任意给定的初始状态 不完全相同，所以可知

[bookmark: ZEqnNum445895]         
进而由式（29）和（30）可知







令为最小能量约束，其中未知标量，由可推导出。令，定理1得证。




注4：本文假设初始状态 不完全相同，在现实中是合理的。因为如果初始状态完全相同，根据定义1可知在初始状态时，多智能体系统（1）的期望编队已经形成，所以各智能体不再需要来自邻居智能体的控制激励作用。




注5：将最小能量约束和全局控制能量消耗的上界相比较，即通过，可以得到，由此为多智能体系统实现控制能量消耗优化时变编队控制策略引入了一个新的约束条件。综合时变编队可实现的约束条件，在全部线性矩阵不等式约束可行的基础上，可以将整个能量优化编队控制策略作为优化问题求得线性矩阵不等式意义下的全局最小值和变量的优化解，从而通过影响控制增益，达到优化全局控制能量消耗的目的。









[bookmark: _Hlk135229951]在定理1中，利用线性矩阵不等式方法分析了已知的情况下多智能体系统（1）实现最小能量时变编队的充分条件。但是，如果未知，那么中的、中的和中的三个未知项均为非线性的，因而不能直接利用线性矩阵不等式方法来求解多智能体系统（1）实现最小能量约束时变编队的各个未知变量参数。下面，给出确定控制增益矩阵的最小能量约束编队控制的设计判据。






[bookmark: _Hlk163747126]定理2  对于任意有界且不完全相同的初始状态 ，在，，，的情况下，如果满足以下条件：

（1）；

（2）min 

[bookmark: _Hlk135344000]s.t. ，

，















其中，，，，，，，，，，，；那么具有控制协议（2）的多智能体系统（1）可以实现定义1描述的最小能量约束时变编队，其中控制增益矩阵[image: ]。












[bookmark: _Hlk129294973]证明：首先，将控制增益设计为；其次，采用变量代换法，令，，，，并分别代入定理1中的和；然后，对线性矩阵不等式先左乘再右乘，可以得到





其中，，



，，，

。








由线性矩阵不等式组的凸属性[R1[endnoteRef:45]]可知，将最小非零特征值和最大特征值代入线性矩阵不等式，只要且，即能保证 。令，定理2得证。 [45: [] 俞立. 鲁棒控制—线性矩阵不等式处理方法[M]. 北京: 清华大学出版社, 2002.] 

综合本文问题描述和采样通信条件下最小能量约束编队控制分析和设计判据，给出全局系统结构图，如图1所示。


[bookmark: _Hlk163747023]图1 全局系统结构图
Fig.1 Global system structure diagram


从图1中可以看出，本文首先将多智能体系统动力学方程按照时变时延方法进行处理；其次，将处理后带有时延项的多智能体系统动力学方程进行状态空间分解，从而将编队实现问题转换为不一致子系统的渐近稳定性问题；再次，构造Lyapunov-Krasovskii候选函数分析不一致子系统的渐近稳定性问题，同时确立确保编队可实现的约束条件和全局控制能量消耗的上界；然后，由有界且不完全相同初始状态构建能量约束，通过与全局控制能量消耗上界相比较得到最小能量约束条件；最后，确立最小能量约束编队控制分析判据，并通过变量代换法得到最小能量约束编队控制设计判据。
3  仿真实验

选定一个由8个智能体组成的多智能体系统，智能体编号为。单个智能体系统矩阵和输入矩阵分别为


初始状态为





交互作用拓扑图如图2所示，图中用不同形状、不同颜色的图形表示不同的智能体。对应的Laplacian矩阵为




[bookmark: _Hlk167305379]求得其最大特征值6.1912，最小非零特征值1.4965。令期望时变编队函数为





可以发现，系统矩阵与期望时变编队函数之间的数学关系满足编队可行性条件。设仿真时间30s，采样间隔0.01s。
[image: ]
图2 多智能体系统交互拓扑图
Fig.2 Interactive topology graph of multi-agent system
利用本文定理2的方法，采用线性矩阵不等式的最小广义特征值GEVP求解器，求得





0.1582




[bookmark: _Hlk163718732]图3（a）和（b）显示了8个智能体控制器轨迹和，可以看出和整体呈递减趋势，最终趋向于0。从局部放大图中可以看出，控制输入存在跳变现象。分析原因，主要是因为在采样时刻邻居智能体之间交互信息发生突变，导致各智能体协同控制输入发生跳变。
[image: ]


[bookmark: _Hlk167449689]（a） 
[image: ]


[bookmark: _Hlk167449723]（b） 
图3 控制器轨迹图
Fig.3 Diagram of controller trajectories 

图4（a）-（d）表示8个智能体在0s、6s、18s和27s时刻的瞬时空间位置，从直观上显示了多智能体系统正八边形时变编队形成与保持的过程。其中，图4（a）表示各智能体0时刻的初始空间位置；图4（b）代表编队未形成时的状态；图4（c）代表期望编队基本形成时的状态；图3（d）表示形成的编队是时变的，因为与图4（c）相比，各智能体相对位置保持不变，绝对位置发生变化，表示所有智能体组合成正八边形的编队结构在做绕圆运动。

[bookmark: _Hlk167451854][image: ]
（a）0s

[image: ]
（b）6s

[image: ]
（c）18s

[image: ]
（d）27s
图4 不同时刻各智能体空间位置图
Fig.4 Position of each agent at different moments

针对无最小能量约束时变编队控制方法，参考文献[44]中的方法，利用线性矩阵不等式的可行解FEASP求解器，求得




为了验证有最小能量约束编队控制设计方法的有效性和优势，在全局控制能量消耗、追踪误差和运动轨迹三个方面与无最小能量约束编队控制设计方法进行比较和分析：
①（控制能量消耗）利用控制协议（2）中的公式












来计算采用两种不同编队控制方法下的全局控制能量消耗值，取控制能量消耗权重系数。在有最小能量约束下，可以得到全局控制能量消耗的上界771.1520，最小能量约束值1285.0812，实际全局控制能量消耗111.7794。在无最小能量约束下，可以得到全局控制能量消耗的上界38338.0136，实际全局控制能量消耗206.0217。二者对比，可以发现，全局控制能量消耗降低了45.7439%。图5分别用紫红色实线和蓝色实线表示在30s内有最小能量约束和无最小能量约束两种情况下，多智能体系统实现编队过程中全局控制能量消耗和的变化趋势，可以发现。
[image: ]


图5 全局控制能量消耗和 
Fig.5 Global control energy consumption


  and 








②（追踪误差）构建追踪误差函数来计算8个智能体与编队参考函数的追踪误差之和。用 表示有最小能量约束下8个智能体在第维度方向上编队追踪误差的和，用 表示无最小能量约束下8个智能体在第维度方向上编队追踪误差的和。图6表示采取两种不同编队控制方法所有8个智能体在第维度方向上追踪期望编队误差和的对比，可以看出有最小能量约束的追踪误差和的曲线相对平滑，而无最小能量约束的追踪误差和的曲线存在一定波动。
[image: ]
[image: ]
[image: ]


（a） 
[image: ]
[image: ]
[image: ]


（b） 




图6 追踪误差和对比图 



Fig.6 Comparison of tracking errors  and  with and without minimum-energy constraints 
③（运动轨迹）图7（a）和（b）展示了在0s到3s内，采取有最小能量约束和无最小能量约束编队控制方法多智能体系统空间运动轨迹图，其中各智能体用青色虚线相连表示0s时刻的初始位置，用红色加粗虚线相连表示3s时刻的瞬时位置；图7（c）和（d）展示了在3s到18s内，采取有最小能量约束和无最小能量约束编队控制方法多智能体系统空间运动轨迹图，其中各智能体用红色加粗虚线相连表示3s时刻的瞬时位置，用黑色加粗虚线相连表示18s时刻的瞬时位置。综合分析图7可以看出，采取两种不同编队控制方法的各智能体在时变编队形成前运动轨迹相差较大，但在编队形成后运动轨迹基本相同，在各个时刻的相对位置和绝对位置基本相同。分析原因，主要是因为在编队形成过程中，因控制增益不同，导致运动轨迹不同；但编队形成后，因为编队参考函数相同，期望编队函数相同，而控制输入为零，所以整个编队的运动轨迹是相同的。
综合图3-7分析，多智能体系统（1）在协同控制协议（2）作用下，能够实现最小能量约束期望时变编队，其中设计有最小能量约束的全局控制能量消耗小于无最小能量约束的全局控制能量消耗。
[bookmark: _Hlk167451818][image: ]
（a）有最小能量约束运动轨迹图（0-3s）
(a) Trajectories with minimum-energy constraints (0-3s)

[image: ]
（b）无最小能量约束运动轨迹图（0-3s）
(b) Trajectories without minimum-energy
Constraints (0-3s)
[image: ]
（c）有最小能量约束运动轨迹图（3-18s）
(c) Trajectories with minimum-energy constraints
(3-18s)
[image: ]
（d）无最小能量约束运动轨迹图（3-18s）
(d) Trajectories without minimum-energy
Constraints (3-18s)
图7 有最小能量约束和无最小能量约束运动轨迹对比图
Fig.7 Comparison of trajectories with and without minimum-energy constraints
4  结论
[bookmark: _Hlk145422227]本文研究了采样通信条件下多智能体系统最小能量约束时变编队控制问题。提出了一种采样通信条件下考虑全局控制能量消耗的分布式时变编队协同控制协议；确定了采样通信条件下多智能体系统编队形成过程中全局控制能量消耗的上界；构造了最小能量约束，利用广义特征值方法，提出了线性矩阵不等式意义下最小能量约束时变编队协同控制分析与设计的充分条件，在确保编队可实现的同时实现了对全局控制能量消耗的最小约束。该充分条件与智能体的数量无关，具有可扩展性。后续，我们将结合最小能量约束，围绕非线性和奇异多智能体系统、事件触发机制和输出编队等方向作进一步研究。
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