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摘  要：针对近距离轨道追逃闭环均衡构造问题，提出了一种综合运用Bellman最优性原理、有限差分法和插值技术的计算方法。推导视线坐标系下的博弈系统降维动力学模型，建立近距离轨道追逃博弈模型，降低系统状态空间维度；基于Bellman最优性原理，重构原问题为哈密顿-雅可比-艾萨克偏微分方程终值问题，通过逆向分析实现同时处理多组博弈场景；利用Cartesian网格离散状态空间，使用有限差分法计算均衡受动力学驱动的动态演化过程，分析博弈态势；基于控制与均衡空间梯度的关系，使用数值插值构造闭环控制函数；通过数值仿真验证了方法的有效性。	Comment by NSRH: 根据英文摘要，这里是否应为“时间分析”
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A finite difference method for calculating the closed-loop equilibrium of orbital pursuit-evasion game
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(1. Space Engineering University, Beijing 101416, China; 2. College of Aerospace Science and Engineering, National University of Defense Technology, Changsha 410073, China)
Abstract: The issue of constructing the closed-loop equilibrium for close-range orbital pursuit-evasion games was addressed and a computation method that integrates Bellman’s principle of optimality, the finite difference method, and interpolation techniques was proposed. A dimension-reduction dynamics of the game system in the line-of-sight coordinate frame was derived, establishing a close-range orbital pursuit-evasion game model and reducing the dimensionality of the system’s state space. Based on Bellman’s Pprinciple of Ooptimality, the original problem was reformulated as a HJI(Hamilton-Jacobi-Isaacs) Ppartial Ddifferential Eequation (PDE) terminal value problem, enabling the simultaneous handling of multiple game scenarios through reverse-time analysis. The state space was discretized using Cartesian grids, and the finite difference method was employed to calculate the dynamic evolution process of the equilibrium driven by the dynamics, and analyze the game situation. Utilizing the relationship between control and the spatial gradient of the equilibrium, numerical interpolation was applied to construct the closed-loop control function. The effectiveness of the proposed method is demonstrated through numerical simulations.
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近年来，轨道追逃问题逐渐成为航天动力学与控制领域的研究热点，受到越来越多学者的关注。该问题实质上是一个包含双边控制的连续动态博弈问题，其中被称为追踪方(pursuer, P)与逃逸方(evader, E)的局中人具有相互冲突的目标[1]。整个博弈过程通过零和微分对策问题进行描述，通过求解均衡，构造控制函数作为策略，规划局中人最优轨迹[2]。
均衡是非合作博弈理论的重要概念。研究动态博弈时，通常会考察开环和闭环两类均衡，其中：开环均衡是指局中人策略仅依赖于时间的博弈均衡；闭环均衡是指局中人策略依赖于时间和当前观测状态量的博弈均衡[3]。目前轨道追逃领域主要关注开环均衡的构造方法，发展出了两条技术路线：一条是离散并参数化决策量或状态量，将问题转化为一个参数优化问题进行求解[4]。Luke等[5]轮流固定一方策略求解另一方策略，循环迭代直至双方策略收敛。Zhang等[6]针对椭圆参考轨道附近的自由时域问题，设计了一种基于深度学习的直接法，将训练后网络的输出作为启动伪谱法的初值。该方法虽然收敛域较广且无需切换结构先验知识，但解的精度不高，且最优性无法保证；另一条是基于双边极值原理将原始问题转化成两点边值问题(two point boundary value problem, TPBVP)进行求解。因为解的精度高，且满足一阶最优性必要条件等特点，该技术路线是目前求解轨道追逃均衡最常用的方法，产生了丰富的研究成果[7-11]。同时，也有学者针对该技术路线收敛域小、初值敏感等缺陷开发了改善方法。Hafer[12]则针对远距离追逃场景提出了一种敏感性方法，计算状态和约束条件敏感性矩阵，基于同伦法实现从无重力问题延拓至真实问题，提高了计算效率。Li等[13]使用差分进化为Newton法提供初值猜测，提升了方法稳定性。
随着研究的深入，构造开环均衡的缺陷逐渐显露，主要表现在以下三点：1）由于开环均衡特性，局中人双方并不能根据实际博弈进程动态调整自己的控制策略；2）最优策略生成依赖均衡轨迹，当博弈态势偏离均衡轨迹时，需要重新计算；3）受初始博弈态势约束，无法同时处理多组场景。
针对上述问题，部分学者开始关注闭环均衡。虽然针对线性二次型之类特殊问题构建了相对完整的理论方法与处理流程[14-15]，但总体上说，闭环均衡的求解方法的研究并不充分。当前的主流思路是通过计算大量开环均衡近似闭环效果。Stupik[16]针对近距离共面追逃场景，配合Kriging插值以及粒子群优化算法，为均衡求解快速提供初值。Yang等[17]基于DNN (deep neural network)模型对TPBVP关键参数进行重参数化，将问题转化为神经网络训练过程，借助DNN模型的记忆能力与效率优势实现闭环均衡近似。张乘铭等[18]针对交会型轨道追逃问题，提出了一种基于神经网络的滚动时域优化方法求解博弈对策，通过将神经网络猜测轨迹与伪谱法结合实现策略的快速更新。但该思路存在以下两点问题：一方面，依然受制于博弈场景初始态势，一次只能求解一场博弈，难以总结共性规律；另一方面，单一场景计算成本较高，需要大量计算开环均衡保证近似效果。	Comment by NSRH: 请补充该缩略词的中文	Comment by NSRH: 请补充该缩略词的中文、英文全称
请检查并补充全文缩略词的中文、英文全称
针对上述问题，本论文综合运用Bellman最优性原理、有限差分法以及样条插值技术，提出了一种构造闭环均衡，计算控制函数的方法，实现同时处理多组博弈场景，为分析博弈态势、总结共性规律提供支撑。首先推导视线坐标系下的相对运动方程，降低状态空间维度，明确支付泛函，建立轨道追逃博弈模型；其次，基于Bellman最优性原理，将问题重构为哈密顿-雅可比-艾萨克(Hamilton-Jacobi-Isaacs, HJI) 偏微分方程(partial differential equation, PDE)终值问题。通过逆向分析，消除场景初始态势可变的影响；然后利用Cartesian网格离散计算区域，基于有限差分法使用WENO(weighted essentially non-oscillatory)-TVD(total-variation-diminishing)求解器计算均衡受动力学驱动的演化过程，分析博弈态势；再基于控制函数与均衡空间梯度之间的关系，为多组场景同时设计闭环控制函数，总结共性规律。最后通过数值仿真验证了方法的有效性。	Comment by NSRH: 该缩略词是否有中文全称
1  问题建模
1.1  视线运动方程
惯性空间中，从P质心指向E质心的单位矢量称为视线。P与E在地心惯性(earth centrical inertial, ECI)坐标系中的相对位置关系如图1所示。


[bookmark: _Ref177894415]图1  博弈双方相对位置关系
Fig.1  Relative position relationship between game players
其中：

[bookmark: ZEqnNum397520]		

表示P与E之间的相对距离。
定义视线的瞬时旋转角速度：

		




式中：表示视线瞬时转率。以P质心为原点，, 以及三组单位矢量组成视线旋转坐标系。

定义的旋转角速度为：

		

归纳的变化规律，即视线运动方程如下：

[bookmark: ZEqnNum513065]		

[bookmark: ZEqnNum465753]		

[bookmark: MTBlankEqn]		
1.2  无量纲降维动力学模型
对式求导后代入式，整理求导后，再将式与式代入，可得：

[bookmark: ZEqnNum694878]		


其中加速度, 包含引力项与推力项两部分。考虑到近距离追逃博弈

		


的特点，忽略引力项差值的影响。定义，，整理式得：

[bookmark: ZEqnNum545708]		


其中, 为E与P加速度中的推力项，即博弈双方的控制量。




由式可知：加速度在轴的分量只改变速度量与，不影响相对距离。考虑到追逃问题通常关注相对距离变化，目标集约束只包含终端相对距离，追逃动力学模型可以降维简化如下：

		


引入, ，进行去量纲化处理可以得到无量纲降维动力学模型：

[bookmark: ZEqnNum767344]		
其中：

		
1.3  微分对策
基于微分对策理论描述轨道追逃博弈问题通常分为动力学模型、目标集和支付泛函三部分[2]。动力学模型一般使用常微分方程描述如下：

		




式中表示博弈系统状态量，与分别表示E与P的控制函数。函数有界且Lipschitz连续。

目标集(Target Set)表示终端约束：

		


其中一般为闭集，可以记为一个有界且Lipschitz连续的函数的零水平子集(zero-sublevel set)，即：

		
支付泛函：

		


分为终端支付和积分支付两部分，前者表示终端状态对博弈结局的影响，后者表示整个博弈流程产生的消耗。
2  闭环均衡求解方法
为了消除博弈初始态势对均衡构造的影响，实现批量处理博弈场景，发展基于非线性动力学的轨道追逃求解方法，本文通过逆向分析，综合运用Bellman最优性原理、有限差分法和插值技术进行均衡构造与策略设计。该方法主要分为问题重构、PDE求解以及控制与轨迹生成三部分，方法整体流程如图2所示，其中箭头表示数据流向，箭头上方标签表示数据名称，方框表示执行操作。











首先基于博弈问题的动力学模型，目标集以及支付泛函进行重构，获得描述支付泛函动态演化的HJI PDE；其次选择状态空间子集作为计算区域并划分网格；然后使用WENO-TVD求解器，配合终端支付，在节点上计算HJI PDE终值问题数值解用于分析演化规律，同步记录数值梯度用于生成插值函数；在完成上述准备工作之后，将代求博弈问题初始态势组成初值序列，与，一起输入RK (Runge-Kutta)积分器求解轨迹与控制序列。接下来会对方法各部分进行详细介绍。


[bookmark: _Ref177903914]图2  方法流程
Fig.2  Method process

2.1  问题重构



设与表示局中人在上的各自控制，则均衡可以表示为：

[bookmark: ZEqnNum774214]		



根据Bellman最优性原理，最优策略的求解过程可以分为两步：先选择区间上的最优控制函数，再选择区间上的最优控制函数。这样式可以写为：

[bookmark: ZEqnNum542700]	


式中与区间上的控制无关，并且：

		
则式可以改写为：

[bookmark: ZEqnNum895676]		
根据积分中值定理，式的第一项可以改写成：

[bookmark: ZEqnNum870095]		

其中。式的第二项，基于连续可微的假设，可以展开成如下Taylor级数：

[bookmark: ZEqnNum366492]		


式中表示的高阶小量。将式与式带入式可知：

		

上式令可得：

[bookmark: ZEqnNum391464]		
式称为HJI PDE，属于泛函与PDE的一种混合形式。配合约束条件

		
原问题便转化为偏微分方程终值问题。
通过定义Hamilton函数

		
并根据极值原理推导最优闭环控制函数的隐式解。

[bookmark: ZEqnNum872891]		
原方程可以转化为：

		


后续方程计算过程中，省略均衡的上标，简记为。
2.2  方程求解
2.2.1  网格生成


在综合考虑动力学模型的适用范围以及计算消耗之后，需要将空间计算域限制在一个有限区域内，并在此区域内生成均匀Cartesian网格[19]，对均衡进行离散：

		



其中，下标,分别表示网格节点的坐标，上标表示时间步。


在设置各空间维度的步长以及时间步长时，为了保证计算稳定性，需要满足柯朗-弗里德里希斯-列维(Courant-Friedreichs-Lewy, CFL)条件[20]:

		




其中表示对的偏导数。表示CFL数。
2.2.2  空间离散







网格表示允许以一种直接的方式计算均衡的空间梯度。这里使用了五阶WENO格式[21]进行近似计算。以关于的偏导数的计算为例进行说明。令关于的一阶均差定义在网格节点中点处：

		
记：

		






取模板,,,,,，定义

		

偏导数左近似可以根据下式计算：

		
其中

		

非线性权重为：

		







式中，为灵敏度参数，是一个小量，用于避免分母为零，其取值一定程度上影响收敛精度，通常取为[22]；为理想权重，以确保在光滑区域能够获得最优近似，其取值分别为，，；为光滑因子，表达式为：

		






取,,,,,，定义

		











重复上述计算流程便可以获得偏导数右近似。将替换为,,,可以计算关于,,,的偏导数左右近似，组成空间梯度的左右近似：

		

		

而Hamilton量的近似则使用Lax-Friedrichs格式[23]计算：

		
其中 

		
表示各维度耗散系数，用于控制数值粘度。
2.2.3  时间离散

时间离散则采用的是三阶TVD RK方法[24]。首先通过一次Euler步，将方程数值解推进至时刻：

		

然后再经过一次Euler步，将均衡值推进至时刻:

		
接着基于输入数据和外推结果的平均步骤

		



提供了均衡在时刻的数值。之后再经历一次Euler步的计算，可以将数值解外推至时刻：

		
最终再次通过平均步骤

		

生成均衡在时刻的三阶精度TVD近似。
2.3  控制与轨迹生成






在根据WENO-TVD求解器完成计算域内均衡演化的计算之后，可以获得各网格节点上的均衡数值和相应的数值梯度。其中，被用于展示均衡的受动力学驱动的动态演化过程，分析博弈态势，研判航天器威胁关系；则用于构造三次样条插值函数，与动力学模型式和控制隐式解式一同构成基于RK方法的数值积分器。之后，只需要向积分器输入场景初始态势序列以及博弈时间便可以构造闭环控制函数，外推闭环均衡轨迹。
3  仿真算例
3.1  场景通用参数设置


首先明确去量纲参数，，并随机设置了6组博弈初始态势，用于展示博弈场景结果，初始态势详细信息记录在表 1内。
其次设置相对距离为终端约束，明确追逃问题目标集为：

		

继而确定相应：

		
然后使用Bolza型性能指标表示支付泛函：

		
其中，终端支付为：

		
过程支付：

		
用于表示博弈过程中的能量消耗，相关参数设置如下：

		
[bookmark: _Ref177905670]表 1  轨道追逃博弈初始场景	Comment by NSRH: 表中变量是否有单位？若有，请补充
Tab.1  Initial situation of orbital pursuit-evasion game 
	场景编号
	xr
	xω
	xσ

	1
	0.06
	-0.63
	0.70

	2
	0.09
	-0.38
	0.08

	3
	0.11
	0.09
	0.05

	4
	0.18
	-0.57
	0.12

	5
	0.25
	0.14
	-0.31

	6
	0.27
	0.26
	-0.80




再设置博弈场景持续时间为3.6，而计算空间域的相关信息见表 2。
[bookmark: _Ref188647649]表 2  计算空间域网格信息
Tab.2  Computational grid information 
	变量
	xr
	xω
	xσ

	范围
	[0.01, 0.3]
	[-1, 1]
	[-1, 1]

	网格数
	1000
	20
	20

	步长
	0.00029
	0.1
	0.1




最后，为了在仿真过程中分析支付泛函在计算空间域中随时间的演化过程，在设置采样平面，通过切片云图展现演化细节。
3.2  推力构型Ⅰ：各方向机动能力有限
该推力构型下，双方航天器在各方向上的机动能力独立、有限且相异，推力加速度可以表示为：

[bookmark: ZEqnNum333638]		





其中，，，，表示海平面重力加速度。
3.2.1  问题重构
通过计算Hamilton函数：

[bookmark: ZEqnNum975151]		


并将推力构型式带入式，根据定义推导闭环控制与的隐式解：

		

		

		

		
配合终端支付构成的终值条件：

		
组成完整的HJI PDE终值问题。
3.2.2  支付泛函演化结果
基于WENO-TVD求解器完成HJI PDE终值问题求解之后，以切片云图的方式绘制博弈期间支付泛函的演化过程，结果如图3所示。




观察计算结果可以发现：支付泛函等值面的分布关于平面对称；说明只有数值变化会影响泛函，即视线旋转的方向不影响博弈过程。通过切片观察泛函在平面上的分布可以发现极小值一直沿着轴负方向转移，值的变化区域越来越小，直至最后形成终端支付。由于该平面上各个方向的扩散阻力不同，数值的变化速度有着明显差异。

[image: ]
[bookmark: _Ref176445225]图3  均衡受动力学驱动的演化过程(推力构型Ⅰ)	Comment by NSRH: 请补充色带的单位
请调大图中字体，使其在100%视图下清晰可见
XY轴是否有单位？若有，请补充

Fig.3  The equilibrium evolution process driven by dynamics (thrust configuration Ⅰ)

3.2.3  博弈场景计算结果

给出整个计算域内的支付泛函信息后，便可以为博弈场景构造均衡，生成局中人的闭环控制函数和均衡轨迹。基于表 1内6组初始态势同时计算相应的博弈场景获得均衡轨迹与闭环控制函数，相应的详细信息记录在图4至图9中。

根据计算结果可以发现：博弈双方的控制函数受到自身机动能力的限制和支付泛函梯度的双重约束，当机动能力无法满足梯度需求时，会影响均衡轨迹以及博弈的结果。场景1与场景6由于追踪方机动能力不足，未能达成终端约束条件，逃逸方成功逃逸。通过6组博弈场景可以发现博弈共性：博弈前期首先会逐步降低视线旋转的角速度，直到视线旋转角速度可以忽略后，开始降低输出，并同步开始缩短相对距离，直至博弈结束。
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	(a) 状态变化
(a) State change
	(b) 控制函数变化
(b) Control function change
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Fig.4  Gameplay process of scenario 1 (thrust configuration Ⅰ)
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	(a) 状态变化
(a) State change
	(b) 控制函数变化
(b) Control function change

	图5  场景2博弈过程(推力构型Ⅰ)
Fig.5  Gameplay process of scenario 2 (thrust configuration Ⅰ)
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	(a) 状态变化
(a) State change
	(b) 控制函数变化
(b) Control function change

	图6  场景3博弈过程(推力构型Ⅰ)
Fig.6  Gameplay process of scenario 3 (thrust configuration Ⅰ)
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	(a) 状态变化
(a) State change
	(b) 控制函数变化
(b) Control function change

	图7  场景4博弈过程(推力构型Ⅰ)
Fig.7  Gameplay process of scenario 4 (thrust configuration Ⅰ)
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	(a) 状态变化
(a) State change
	(b) 控制函数变化
(b) Control function change

	图8  场景5博弈过程(推力构型Ⅰ)
Fig.8  Gameplay process of scenario 5 (thrust configuration Ⅰ)
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	(a) 状态变化
(a) State change
	(b) 控制函数变化
(b) Control function change

	[bookmark: _Ref188620186]图9  场景6博弈过程(推力构型Ⅰ)
Fig.9  Gameplay process of scenario 6 (thrust configuration Ⅰ)




3.3  推力构型Ⅱ：总机动能力有限
该推力构型下，双方航天器总机动能力有限，导致两个方向的控制量会相互影响，推力加速度可以表示为：

		






其中与表示追逃双方的最大推力加速度，表示海平面重力加速度。表示推力系数，与表示推力方向单位矢量。
3.3.1  问题重构
基于推力构型Ⅱ中的总机动能力与通用参数一同带入Hamilton函数，通过定义：

		


可以推导出与的隐式解：

		

		
再回代入Hamilton函数，设置方程终值为终端支付：

		
构成完整的HJI PDE终值问题。

		
3.3.2  支付泛函演化结果
在HJI PDE终值问题求解完成之后，以切片云图的方式绘制博弈期间支付泛函的演化过程，结果如图10所示。






推力构型Ⅱ支付泛函的等值面一开始可以近似认为是由圆心位于轴上的圆延轴延申得到的曲面，分布相对均匀。随着博弈的进行，等值面在沿着虽然整个演化过程中支付的极小值也在一直沿着轴延申的过程中向着轴负方向转移，值的变化区域越来越小，直至最终形成终端支付。但相比于推力构型Ⅰ，演化过程影响的区域更小。该构型计算结果同样关于平面对称，也说明视线旋转的角速度方向对博弈没有影响。通过切片观察支付泛函在平面上的分布可以明显看出右侧区域各颜色区域更为紧密，色相变化更剧烈，说明相比于推力构型Ⅰ，该构型下的支付泛函的演化更为剧烈。

3.3.3  博弈场景计算结果
基于支付泛函结果对6组博弈场景进行计算，均衡轨迹和控制函数的详细结果记录于图 11至图 16中。从中可以发现：使用推力构型Ⅱ时，博弈双方的控制函数一方面需要考虑支付函数空间梯度，另一方面要考虑自身机动能力如何安排，从而影响均衡轨迹以及博弈的结果：场景1与场景6与推力构型Ⅰ时只需增加时间便可完成博弈不同，完全无法达成终端约束条件。构造出的控制函数以及状态变化情况也与推力构型Ⅰ相差较大，但该推力构型下体现的博弈规律与推力构型Ⅰ的分析结果类似。
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Fig.10  The equilibrium evolution process driven by dynamics (thrust configuration Ⅱ)
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	(a) 状态变化
(a) State change
	(b) 控制函数变化
(b) Control function change
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	(a) 状态变化
(a) State change
	(b) 控制函数变化
(b) Control function change

	图 12  场景2博弈过程(推力构型Ⅱ)
Fig.12  Gameplay process of scenario 2 (thrust configuration Ⅱ)
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	(a) 状态变化
(a) State change
	(b) 控制函数变化
(b) Control function change

	图 13  场景3博弈过程(推力构型Ⅱ)
Fig.13  Gameplay process of scenario 3 (thrust configuration Ⅱ)
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	(a) 状态变化
(a) State change
	(b) 控制函数变化
(b) Control function change

	图 14  场景4博弈过程(推力构型Ⅱ)
Fig.14  Gameplay process of scenario 4 (thrust configuration Ⅱ)
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	(a) 状态变化
(a) State change
	(b) 控制函数变化
(b) Control function change

	图 15  场景5博弈过程(推力构型Ⅱ)
Fig.15  Gameplay process of scenario 5 (thrust configuration Ⅱ)
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	(a) 状态变化
(a) State change
	(b) 控制函数变化
(b) Control function change

	[bookmark: _Ref188556769]图 16  场景6博弈过程(推力构型Ⅱ)
Fig.16  Gameplay process of scenario 6 (thrust configuration Ⅱ)



3.4  博弈规则总结


仿真算例验证了方法的有效性。通过对两类推力构型下支付函数的演化过程进行分析，可以发现视线旋转角速度的方向对博弈过程没有影响，支付泛函极小值点一直向着负方向转移，且平面内的分布受推力构型影响较大，主要体现在影响区域范围，等值线形状以及变化剧烈程度三个方面。


通过对6组博弈场景在不同推力构型下的结局、均衡轨迹以及控制函数进行分析，可以说明机动能力对博弈的影响，并且视线旋转坐标系下的博弈可以总结为两个步骤：1）校准阶段：发生在博弈前期，逐步降低视线旋转的角速度，直到视线旋转角速度趋于零为止；2）追赶阶段：降低输出，通过调整缩短相对距离直至在博弈结束时满足终端约束。
4  结论
本文针对近距离轨道追逃问题，提出了一种综合运用Bellman最优性原理、有限差分法和插值技术的闭环均衡构造、控制函数生成方法。主要研究结果如下：
（1）使用视线旋转坐标系下的降维动力学模型，实现追逃系统状态空间降维，降低了问题的复杂度；
（2）基于Bellman最优性原理构造HJI PDE，描述均衡解受动力学驱动的演化过程。通过逆向分析，消除博弈场景初值约束，实现同时处理多组博弈场景； 
（3）利用Cartesian网格离散状态空间，使用有限差分法构造WENO-TVD求解器计算HJI PDE终值问题，为博弈态势分析和共性规律总结提供支撑；
（4）建立控制与均衡梯度的关系，通过数值插值计算当前博弈态势下的均衡及其空间梯度，配合动力学模型使用数值方法外推均衡轨迹以及完整的闭环控制函数，实现非线性追逃问题闭环均衡求解。
需要指出的是，当前方法在以下方面存在限制：


（1）降维动力学的推导是基于追逃目标集不包含进行的，当目标集中包含约束时，无法实现降维；
（2）该方法使用的是均匀Cartesian网格，目前只适用于规则区域；
（3）该方法需要划分网格，当面对高维动力学模型驱动的博弈问题时，维度的增加会导致网格点数呈指数级增加，即出现维数灾难。
未来将就方法局限性开展针对性研究：
（1）针对复杂目标集、高维状态空间、强非线性动力学模型以及多局中人博弈场景进行理论研究，建立相应的数学模型与处理流程，总结一般性博弈规律；
（2）为计算支付泛函长时间演化过程寻找稳定可靠的无网格方法，尝试与人工智能技术相结合，开发HJI PDE终值问题的智能计算方法；
（3）后续进一步细化模型，考虑存在继电器特性的控制量的输出，增补考虑执行机构特性的追逃问题求解。
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