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Abstract: Addressing the challenges of incompletely distributed formation vector determination and uncertain task completion times in multi-agent systems performing dynamic multi-target encirclement tasks, a specified-time-area surrounding formation control algorithm based on the center position estimator and surrounding radius estimator was proposed. The central position estimator designed using the dynamic average consensus algorithm enabled each agent to obtain the geometric center of multiple dynamic target positions. The surrounding radius estimator, designed using a dynamic maximum consensus algorithm, enabled each agent to estimate formation vector with optimal encirclement radiusthe optimal encirclement radius in real-time through a distributed approach. Integrating the concept of "holistic planning and segmented control," the study considered both spatial and temporal dimensions, achieving specified-time-area surrounding formation under the framework. The ability to achieve zero steady-state formation error within a specified time iwas proven using algebraic graph theory and Lyapunov function theory. Simulation experiments validate the effectiveness and accuracy of the algorithm.
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1
近年来，随着计算机技术、通信技术和自动化技术的飞速发展，多智能体系统协同控制[1]-[3]通过个体间局部信息交互的方式来完成复杂任务已成为现实，因其分布式控制方式的显著优势吸引了大量学者研究。
包围编队控制作为其中一个热点方向，旨在控制多智能体系统以预期构型对目标实现空间位置上的包围。该问题在多个领域均表现出较大的应用前景。在畜牧业中，可以将成本昂贵的牧羊犬替换为机器人执行放牧任务[4]，保证羊群始终在机器人所形成的包围圈内；在森林火灾中，可以派遣多量无人车包围火场[5]，根据火势变化实时调整包围大小构建隔离带。尤其在国防军事领域，包围编队问题更是有着举足轻重的地位。比如在武装车护送友方辎重车时[6]，武装车集群将不携带武器的辎重车集群包围在队形中心，能有效防止其受到攻击。在无人机集群作战中[7]，我方无人机集群根据敌方无人机集群位置与构型完成包围后再进行火力打击，能够有效减少战损。因此，研究包围编队问题无疑具有广泛的应用前景。
目前已有大量文献研究了包围编队问题。其中文献[8]通过循环跟踪策略设计了一种分布式控制协议，实现了在三维空间中对单一静态目标的围捕。文献[9]进一步考虑目标的动态特性，提出了一种分布式非线性控制器，实现了无需全局位置信息的编队跟踪。注意到上述文献中被包围目标为单一目标，因此以目标位置作为包围中心对多智能体系统来说是已知确定的信息。面对现实中更为普遍的多目标集群时，不同位置的目标都会对包围中心产生一定影响且彼此矛盾，每个智能体只能获得个体目标位置信息，包围中心位置对智能体集群来说是未知不确定的信息。
为解决上述难点，实现对多目标集群的包围编队，文献[10]将智能体能否获取目标位置的几何中心作为一个重要假设，在满足该假设时，通过一致性算法设计去中心化的位置估计器来估计静态多目标几何中心，并在无向拓扑下设计出一阶积分器系统的包围编队算法。在此基础上，文献[11]则针对动态多目标，采用动态平均一致性算法设计分布式中心位置估计器，在有限时间内估计出编队中心并完成包围编队。文献[12]同样利用动态平均一致性算法设计中心位置估计器，同时引入事件触发机制，在降低系统通信频率的基础上实现了单层和多层包围编队。值得注意的是，上述文献处理多目标包围编队问题时均需设计中心位置估计器以解决不同目标对包围中心产生的矛盾，一致性算法或动态平均一致性算法[13-15]在其中起到了关键性作用。
从时间维度上考虑，已有文献[16-17]基于李亚普诺夫函数有限时间稳定性理论设计分布式估计器估计目标几何中心，同时设计有限时间控制协议在有限时间内实现圆形包围编队，算法收敛速度与精度相比渐近结果大大提高。进一步地，文献[18-19]基于固定时间稳定性理论将多智能体系统编队问题做到了固定时间收敛，在明确的固定时间内能够完成包围编队任务。然而包围编队问题的应用场景大都偏向军事作战，因此对包围编队构型的形成时间应当有更加精确的要求，但很少有文献在实现包围编队时能同时保证定时与定点。以无人机包围打击为例：只有在我方无人机集群完成对目标的包围后才能同时打击目标，若应用上述文献算法，指挥官很难准确给定包围形成的具体时刻，只能估计出一个大致时间，这不仅会增加指挥难度，更容易贻误战机。
注意到大量编队相关文献中[16-22]，编队向量都是提前由某一站在全局视角的角色提前以集中式方式发放，该角色扮演了指挥官的作用，通常只能通过远距离观察或经验给出一个不准确的包围半径，基于该半径得到的编队向量不仅不够精确，更不是一种真正意义上的分布式自主编队。同时以该方式获得的包围半径通常是固定不变的，无法根据目标构型实时调整使得最终的包围半径最适合执行后续任务。如图1所示，黄色三角形为中心位置，最初给定的包围半径虽然可以包围目标集群，但目标集群发现智能体集群后必然会做出反应，可能会派出图中红色圈中机动性最强的目标逃离包围圈，但如果包围半径可以实时调整，就可以避免这种情况，实现实时包围从而保证最终能成功打击。
基于现有研究中存在的不足，本文通过动态平均一致性算法设计中心位置估计器，考虑对更为复杂的动态多目标集群进行包围。同时采用动态最大一致性算法设计包围半径估计器，保证每个智能体以完全分布式方式获得实时最佳的包围半径，从而避免部分目标在包围过程中逃离。最后引入“整体规划，分段控制”框架，以特定采样序列离散上述两种估计器，使其在指定时间准确收敛。最后通过庞特里亚金极大值原理耦合时间与空间两个维度，设计指定时间下的控制器，最终实现对动态多目标的定时定点包围编队。
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图1  固定包围半径导致的不足
Fig.1  Inadequacies resulting from fixed surrounding radius
1  图论定义及问题描述
1.1 图论



















[bookmark: MTBlankEqn]本文用表示智能体之间的信息交互拓扑，其中表示点的集合，则表示边的集合，分别与表示目标与智能体的集合，用表示智能体之间的邻接矩阵，如果智能体能获得智能体的相应信息，即满足，则，反之。号智能体邻居集合用表示，定义。智能体之间的度矩阵表示为，接着定义，同时拉普拉斯矩阵定义为。定义为号智能体所能探索到的目标数目。
1.2 系统模型
考虑目标与智能体模型如下：	 

[bookmark: ZEqnNum935873]			Comment by NSRH: 多个公式共用一个序号时，左侧需用花括号括起来







其中：和分别表示智能体与目标的位置信息，表示智能体的控制输入，表示智能体的有界扰动：。表示目标速度，该信号有界：。

假设1  图为无向连通图且每个智能体仅能探索到一个对应序号目标的位置信息。

假设2  目标的速度信号有界，即。
1.3 研究问题




定义为智能体的最终编队误差，其中为目标集群中心位置，为每个智能体的编队向量。则动态多目标定时定点包围编队控制问题可定义为：

定义1  对于系统，如果智能体集群对任意预先给定的时间均有

[bookmark: ZEqnNum709857]		  
则称系统实现了定时定点包围编队控制。
为实现上述控制目标，引入必要引理如下：


引理1[23]  满足假设1条件下，由于，定义矩阵，则该矩阵所有特征值均在单位圆内。
2  定时定点包围编队算法设计
2.1 整体思路
本文提出的算法通过为每个智能体设计中心位置估计器与包围半径估计器获得合适的包围中心及包围半径，将二者实时输入控制器实现定时定点包围编队。



控制器的设计通过引入“整体规划，分段控制”的思想实现，其中整体规划指每个智能体通过分布式方式依据当前信息规划自身下一时刻状态，将此状态条件称为终端条件。通过整体规划实现空间维度上的定点编队。分段控制过程中则引入时域映射法实现定时控制目的，将预先给定时间段分解为大量离散时间段。在该序列下最终采样时刻满足。本文选择采样时间序列如下：

[bookmark: ZEqnNum669125]		
最终以庞特里亚金极大值原理在时间约束条件下驱使智能体状态达到每个时间段的终端条件，实现定时定点包围编队控制目标。
2.2 控制器设计
控制器采用上述“整体规划，分段控制”框架，设计流程如下：

选取时系统的代价函数：

[bookmark: ZEqnNum925997]	 	
每个智能体终端约束条件设计如下：

[bookmark: ZEqnNum864192]	 	



其中：和分别为号智能体中心位置估计器和获得包围半径估计器输出值后的最佳编队向量。对式构造对应哈密顿函数：

	 	

其中：为协态变量。代价函数式最小值必要条件与最优极值条件分别如下：

	 	

	 	




因此控制信号为不变量，同时对状态从至进行积分，可得：

		
考虑终端约束条件式，定时定点包围编队控制器求解如下：

[bookmark: ZEqnNum399978]		
采用同样的方式设计中心位置估计器：

[bookmark: ZEqnNum669618]	 	



其中：为辅助变量，初始化时要求，均为正参数。
通过将动态最大一致性算法引入式中时间序列可得包围半径估计器：

[bookmark: ZEqnNum238711]		








其中：表示智能体在时刻探索到的目标位置与中心位置估计器输出之间的距离，该信号在每个时刻的变化大小显然有上界并满足，为包围半径估计器对距离包围中心最远目标与包围中心之间距离的估计值，为固定参数用来克服最大距离信号降低时无法跟踪的情况，用来适当扩张包围圈大小。
备注1  在传统的包围编队方法中，由于缺乏包围半径估计器的设计，系统需要采用集中式控制策略，对所有智能体统一分配固定的包围半径。相比之下，本文提出的上述包围半径估计器无需依赖任何全局信息，能够使每个智能体以完全分布式的方式实时估计出当前时刻的最优包围半径。这种分布式获取包围半径的机制显著提升了系统的灵活性、自主性以及鲁棒性。
3  有效性证明
为证明所提算法的有效性，给出定理如下：

定理1  在假设1与假设2成立条件下，对于多智能体系统，如果参数满足，则利用基于中心位置估计器与包围半径估计器的分布式控制器，可以实现动态多目标定时定点包围编队控制。

证明：证明过程分为三步，分别证明中心位置估计器、包围半径估计器以及控制器可以在预先给定时间实现零稳态误差。

第一步：定义为中心位置估计器输出的编队中心误差，则第一步需要证明下式成立：

[bookmark: ZEqnNum476252]	 	



定义，，，





,，其中。对中心位置估计器式，从到积分并以矩阵形式构造误差系统得：

[bookmark: ZEqnNum835897]		

其中：，做如下线性变换：

[bookmark: ZEqnNum130960]	 	







其中：，，，，同时满足以及。考虑式和式可得：

[bookmark: ZEqnNum790548]	 	










其中：。不难发现，是分块上三角矩阵，在假设1成立的条件下，其特征值为个和。当参数和同时满足时，矩阵所有特征值除一个在单位圆上其余均位于单位圆内(盖尔圆盘定理)。将式中向量按照方式拆开可得

	 	

	 	

其中：，

，


。同时可以得到矩阵所有特征值均小于1，系统稳定。对式进行逆变换可得：

[bookmark: ZEqnNum301448]	 	

[bookmark: ZEqnNum651700]	 	

为证明能够在预先给定时间实现零稳态误差，对式与式进行逐项分析。




1.通过可以扩展算出，因此可以得到和的第一项为零。






2.通过，可以得到，结合等式，可推出和的第二项为零。




3.由于，其中表示矩阵谱半径，所以和的第三项为零。



4.定义，和的第四项具体分析如下：





5.依据可得，当时，的第五项也趋于零。







6.针对的第五项和的第六项，，其中且的上界为，令，则：




7.的第六项由于步长趋于零则。




综上分析，可得系统在预先给定时间时的误差满足，即离散时刻中心位置估计器可实现零稳态误差。通过对式从到积分，连续状态的误差可得：

	 	



当时，，因此，上式可放缩为：

	 	
表明了连续时刻中心位置估计器误差同样为零，即证明了中心位置估计器的有效性。





第二步：包围半径估计器输出误差仅由与之间误差决定，定义每个智能体包围半径估计器误差为，所有智能体中最大误差为。若该误差可以在时实现零稳态误差，则包围半径估计器可以准确估计含有最佳包围半径的编队向量，即满足：

[bookmark: ZEqnNum217660]		





对任意，号智能体在时刻的距离信号若满足，则

		





此时，对号智能体所有邻居号智能体来说，考虑产生最大误差的极端情况时，号智能体的距离信号增加，即

	 	

则号智能体的包围半径估计器误差为：

	 	




假设智能体拓扑图中与号智能体间隔最远的智能体序号为，它们间隔路径长度记作，同样考虑产生最大误差的极端情况，智能体估计的包围半径误差依据上述方式递推可得：

	 	

定义整个智能体网络拓扑中间隔最远距离经过的路径数目为，则所有智能体包围半径估计器的最大误差可放缩为：

	 	



当时，，，因此当采用(3)式的时间序列时，上述误差可进一步放缩：

	 	
因此证明式成立，即证明了包围半径估计器的有效性。

第三步：定义为控制器误差，第三步需证明下式成立：

[bookmark: ZEqnNum514304]		



将控制器式代入系统中，从到积分并结合的定义可得：

	 	





令，，，，。考虑误差矩阵形式可得：

 	


其中：。代入可得

	 	







由引理1可得矩阵所有特征值均在单位圆内，同时当时，，考虑到，因此和均成立。从而证明 。进一步地，连续时间误差满足：

		

因此，表明式成立。综合上述分析，式和式均成立，即编队误差满足式，证明了本文提出算法可以在预先给定时间使得所有智能体实现定时定点包围编队。          □
备注2  在理想情况下，若不考虑智能体控制器输出信号上界限制，智能体在任意初始位置分布下均能实现定时定点的包围编队任务，但在实际应用中，由于智能体控制器输出信号往往有上界，因此本文所提“定时定点”包围编队算法的指定时间存在下界，该下界主要受以下因素影响：（1）智能体控制输出上界；（2）智能体与目标的初始位置之差。其具体的关系分析在数值仿真部分进行相应的说明。


备注 3  在实际应用中，为避免时本文算法理论上出现的无限采样问题，可选择较小的采样间隔在时切换为等间隔采样，切换采样方式带来的编队误差是极小可忽略的。







备注4  在实际应用中，本文算法共需对等四个参数进行设置，其中与仅要求满足定理1中给出的限制条件，即可在任意任务需求与环境条件下实现包围编队，其余参数则要求且，参数的取值可根据目标的速度上界和时间序列进行估计，参数的取值则需考虑具体任务对包围圈小大的要求。
备注5  相比大多相关研究，本文算法的优势主要体现在以下三点：（1）算法收敛时间可根据任务需求提前指定且指定时刻控制精度可实现零误差；（2）包围半径可根据目标构型实时调整；（3）包围半径能以分布式方式获取。
[bookmark: _Hlk190698016]备注6  在三维空间包围问题中，当智能体数目较多时，本文所提算法的包围性能与二维空间下的包围性能一致，此时需将包围半径估计器式调整为：

		





其中：，为黄金分割比，为智能体总数。此时每个智能体将以斐波那契网格的形式均匀覆盖在包围球的表面。当智能体数目较少时，若将包围半径估计器输出值作为智能体所形成几何体的外接球半径，则会使部分特殊位置目标无法被包围而导致包围性能下降，此时可适当扩大参数提高包围性能，若将包围半径估计器输出值作为智能体形成的几何体的内切球半径，则能够避免上述情况，当共有个智能体时，将式调整为： 

	
此时所有智能体将以正方体构型包围目标。
4  数值仿真
在本节中，考虑六个动力学为一阶积分器类型的智能体与目标组成的系统，在二维空间下对本文所提定时定点包围编队算法进行数值仿真。智能体与目标间的通信拓扑如图2所示。
[image: ]
图2  智能体与目标间的通信拓扑结构
Fig.2  The communication topology between agents and targets
目标的运动轨迹如下：

	 	











智能体初始位置设置为：，，，，，。每个智能体扰动均为：。部分参数设置为：，，，，其余参数依照算法要求常规设置。仿真时长8秒。结果如下：








再次说明为编队中心误差，为包围半径误差，为编队误差。由于，两个坐标轴相对解耦，故仅以轴误差为例说明算法的有效性。图3展示了编队中心误差随时间变化曲线，可以观察出，在秒时中心位置估计器能够准确估计编队中心。图4展示了包围半径误差的变化曲线，同样表明了在秒时包围半径估计器可以准确估计最佳包围半径。图5展示了最终编队误差变化曲线，说明了本文所设计的算法能够在提前预定时刻实现定时定点包围编队。图6中展示了二维空间下6个智能体包围6个目标的轨迹示意图，进一步直观地验证了本文算法的有效性。



最后，用所有智能体与目标位置作差后形成列向量的二范数描述智能体与目标初始位置之差，图7和图8分别展示了在与时智能体与目标初始位置之差和控制输入上界间的关系，两幅图均表明在指定时间固定的前提下，智能体与目标初始位置越远，控制输出上界越大。值得注意的是，指定时间的改变会影响目标的实时动态与最终位置，由于目标的动态往往是不确定的，因此在控制器输出上界确定的条件下，指定时间、控制器输出上界和初始位置之差三者间并非简单的函数关系，彼此会相互影响。
[image: ]
图3  智能体编队中心误差
Fig.3  The formation center errors of agents
[image: ]
图4  智能体包围半径误差
Fig.4  The surrounding radius errors of agents
[image: ]
图5  智能体定时定点包围编队误差
Fig.5  The specified-time-area surrounding formation errors of agents
[image: ]
图6  智能体与目标总体轨迹
Fig.6  Overall trajectory of agents and targets
[image: ]

    图7  时初始位置差与控制输出上界关系

Fig.7  The relationship between the difference in initial position and the upper bound of control output at 
[image: ]

     图8  时初始位置差与控制输出上界关系

Fig.8  The relationship between the difference in initial position and the upper bound of control output at 
5  结论
随着科技的不断进步，集群作战逐渐成为现代战争中至关重要的一环。本文在此背景下针对动态多目标的定时定点包围编队问题。提出了一种基于中心位置估计器与包围半径估计器的定时定点控制方法。主要贡献有以下三点：
1) 首先基于动态平均一致性算法设计中心位置估计器实现了对多个动态目标中心位置的精确估计，解决了不同目标对中心位置彼此影响产生的矛盾。
2) 其次基于动态最大一致性算法设计包围半径估计器实现了对包围半径的实时更新，确保所有目标不会在包围完成前逃离，同时含有最佳包围半径的编队向量由每个智能体以完全分布式估计，实现了真正意义上的自主包围编队。
3) 引入“整体规划，分段控制”的思想，设计上述两种估计器以及控制器，基于庞特里亚金极大值原理耦合空间与时间维度信息，保证了任意预先给定时间都能实现定时定点包围编队。
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