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Ballistic missile maneuverability limited anti-interception game trajectory optimization method
YOU Yongan, SUN Ruisheng, LIU Xuanting, CHEN Wei
(School of Energy and Power Engineering, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing 210094, China) 
Abstract: Aiming at the problem of maneuverability limitation in the process of penetration and interception, a game trajectory optimization strategy solution based on adaptive dynamic programming iwas proposed under the condition of limited maneuverability. By establishing an affine nonlinear differential game model and considering the limited maneuverability, the performance index function of the control energy term with integral form was designed. The saddle point control strategy of the game was derived based on the differential game theory, and an evaluation network was designed based on the adaptive dynamic programming algorithm to approximate the solution of the differential game strategy. The weight adaptive updating law of the evaluation neural network was given and its stability was proved. Simulation results show that the proposed strategy solving method can achieve anti-interception effect and accurately strike enemy targets under the circumstance of limited maneuverability.
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[bookmark: _Hlk198973082]弹道导弹具有速度快、射程远、精度高、威力大、突防能力强等特点，如何对来袭弹道导弹实施有效拦截一直是各军事强国防空能力建设的重点[1]。在此背景下，突防能力已逐渐成为衡量弹道导弹性能的核心指标[2]。突防弹道优化问题也可以看作是一种双方竞争对抗过程，双方通过采取不同攻防策略寻求自身收益的最大化。由于突防满足博弈问题的特性，国内外的学者们开始利用博弈理论来研究导弹的突防弹道优化问题。其中，属微分博弈法最受学者们青睐[3-8]。
微分博弈是一种无限策略型博弈，这种无限策略集对应的策略空间主要受最大机动能力等限制，一般以控制约束的形式在模型中体现。考虑到战场环境的复杂多变性，加之各类约束条件的存在，这无疑给微分博弈问题的求解增添了重重困难，使之面临更高的要求和挑战。因此，相应的先进控制方法和现代控制理论也被应用于微分博弈问题从而提高系统的稳定性和鲁棒性[9]。文献[10-13]均考虑了机动能力受限情况下的突防微分博弈问题，但是其考虑的模型是线性化模型，过于简单，不符合弹道导弹突防问题的非线性、强耦合性。文献[14-16]针对非线性系统的微分博弈问题，结合自适应动态规划算法进行在线求解，但是其并没有在策略求解过程中考虑机动能力受限问题，这对系统的稳定性及鲁棒性带来了很大的挑战。Gao等[17]针对一类具有约束输入的导弹系统，设计了一种滑模控制器，然后基于零和微分博弈理论的自适应动态规划算法进行求解。Zhao等[18]针对具有不匹配干扰的输入受限非线性系统，利用自适应动态规划算法设计滑模容错控制策略，并采用经验回放技术更新评价指标权重。Wang等[19]针对具有状态约束的高超声速飞行器，提出了一种基于自适应动态规划算法的自适应容错控制设计方法，以提高系统的跟踪性能和容错能力。从上述研究中能够发现，由于增加了输入约束，问题的求解难度进一步增加，且所设计的求解算法也更加复杂。
针对以上问题，本文建立了仿射非线性微分博弈模型，设计了对控制能量项进行积分约束的性能指标函数，并基于微分博弈理论和自适应动态规划算法对微分博弈策略进行在线逼近，给出了评价神经网络权值自适应更新律并对其稳定性进行了推导证明，通过仿真算例来验证所提模型和算法的有效性
1  模型建立
1.1  非线性微分博弈模型
图1给出了博弈问题的突防场景。在突防场景中，我方成员包括弹道导弹，敌方成员包括两枚拦截导弹（拦截导弹1，2）和目标。将攻防对抗过程划分为突防阶段1、突防阶段2和打击阶段，并假设弹道导弹在突防阶段1结束时摆脱拦截导弹1，在突防阶段2结束时摆脱拦截导弹2。
[bookmark: _Hlk167784569][image: ]
图1  突防场景
Fig1  Penetration scenario
由于不同阶段的模型类似，为缩减篇幅，下文将仅推导突防阶段1的微分博弈策略。
在地面坐标系水平面内描述弹道导弹（M）、拦截导弹1（I1）、拦截导弹2（I2）和目标（T）的运动，相对运动方程组如下：

		(1)








[bookmark: _Hlk192250613][bookmark: _Hlk192250629][bookmark: _Hlk192250668]式中，为状态向量，、、分别为拦截导弹1、拦截导弹2、弹道导弹的加速度向量，、、、为系数矩阵。


将弹道导弹、拦截导弹1、拦截导弹2在弹道坐标系下的加速度，作为控制向量，则由弹道坐标系和地面坐标系的转换关系可得：

		(2)


式中，，为弹道偏角。
则有：

		(3)

令，则：

[bookmark: ZEqnNum710136]		(4)
式(4)即为水平面内的非线性微分博弈模型，属于一种典型的仿射非线性系统：
1.2  性能指标函数
微分博弈问题本质上是一种连续、动态的冲突竞争行为[9]。根据微分博弈理论，突防双方应选取合适的控制策略以最大化或最小化给定的性能指标函数从而使自身利益最大化，同时要考虑机动能力受限和保证系统的稳定性。
为此，定义如下的性能指标函数：

	(5)








式中，；、、分别为拦截导弹1、拦截导弹2和弹道导弹控制能量的权重矩阵，假设,,。为处理机动能力受限问题选择的泛函。
考虑到机动能力受限问题，性能指标函数中弹道导弹的控制能量项设计为如下的积分形式，而不是二次型形式，从而对机动能力受限问题进行有效处理。

		(6)



其中，为待设计增益。由于处理受限问题时常用的符号函数是不连续的，这会影响系统的性能。因此，使用连续的双曲正切函数代替。



拦截导弹1希望最小化，拦截导弹2希望最小化，弹道导弹希望最大化。
微分博弈模型如下：

[bookmark: ZEqnNum421519]	(7)
2  弹道优化策略
2.1  基本思想
2.1.1  自适应动态规划的基本原理
自适应动态规划（Adaptive Dynamic Programming，ADP）是通过设计强化学习中的“执行-评价”结构，利用函数近似方法，完成对非线性偏微分方程的近似求解。ADP算法的基本结构如图2所示。
从图2可以看出，ADP算法主要包括动态系统、执行网络、评价网络三部分。其中，动态系统通常是已知的系统状态微分方程。执行网络相当于控制器，根据评价网络反馈的信息生成相应的控制策略；评价网络则用于逼近最优性能指标函数。执行网络和评价网络构成了智能体系统。

图2  ADP算法基本结构图
Fig 2  ADP algorithm basic structure diagram
2.1.2  机动能力受限下自适应动态规划思路
对于仿射非线性系统(4)，评价网络可以代替执行网络来实现控制器的作用。因此，ADP算法结构可以简化为单评价网络结构，如图3所示。

图3  受限下基于ADP算法的学习过程示意图
Fig3  Schematic diagram of learning process based on ADP algorithm under constraints
算法的流程如下：
1)	初始化系统状态、性能指标函数；
2)	设计评价网络近似结构，并确定相应参数；
3)	评价网络计算近似性能指标函数；
4)	计算控制策略，即近似的微分博弈策略；
5)	判断终止情况，若满足，则终止。否则，重复步骤（3）、（4）、（5）。
2.2  策略设计
2.2.1  神经网络逼近
构造Hamilton函数：

[bookmark: ZEqnNum382119]		(8)


式中：为伴随变量，。
根据纳什均衡原理，该微分博弈应满足HJB方程：

[bookmark: ZEqnNum811288]		(9)

假设HJB方程式(9)的解存在且唯一，则微分博弈策略可根据极值条件求得：

[bookmark: ZEqnNum435505]		(10)

其中：。


此时，将代入到中，可得

[bookmark: ZEqnNum390375]		(11)



其中：表示的第个分量。
联立式(8)、式(10)、式(11)，HJB方程(9)可改写为：

[bookmark: ZEqnNum769342]		(12)

上式为关于的时变非线性偏微分方程，难以求得解析解。在此，将结合自适应动态规划算法设计一个评价网络在线逼近性能指标函数和最优微分博弈策略并完成对HJB方程的近似求解。
为此，先给出如下合理性假设：



假设1：针对模型(7)和微分博弈策略(10)，存在一个连续可微的Lyapunov函数满足。那么，一定存在一个正定矩阵使得如下不等式成立：

		(13)
设计的评价网络结构如下：

[bookmark: ZEqnNum534573]		(14)








式中：为神经网络的理想权重向量；为神经网络的激活函数；为神经网络的有界逼近误差，满足：，其中为正常数。从而可以得到的梯度为：。

将式(14)代入，可得：

		(15)


令，，则式(10)可改写为：

[bookmark: ZEqnNum611337]		(16)






其中，，，,，下标表示对应向量的第个分量。
综上所述，HJB方程(12)简化为：

[bookmark: ZEqnNum561836]		(17)











其中，，，，；和分别表示向量和的第个分量；是由神经网络的有界逼近误差引起的残差项，满足：




但是，由于理想权重通常是未知的，上述HJB方程依然无法求解。因此，构建评价网络的在线输出估计理想权重，式(14)的近似结构为：

[bookmark: ZEqnNum810753]		(18)



其中，为对性能指标函数的估计。则其梯度为：。
将式(18)代入到式(10)，获得近似的微分博弈策略：

[bookmark: ZEqnNum644815]		(19)

其中：。
2.2.2  神经网络权值自适应更新律
将式(19)重新代入式(12)，可得：

[bookmark: ZEqnNum581319]		(20)


对比式(17)和式(20)可知，神经网络节点趋近于无穷时，由神经网络残差引起的逼近误差将趋近于0。因此，我们选取评价网络的误差函数为：。

对此，我们需要设计一个评价网络的权值更新律，使得逼近误差趋近于0。通过梯度下降法，设计评价网络的权值更新律如下：

[bookmark: ZEqnNum729623]	(21)


其中：表示评价网络的学习率；，

；


，且


；；

为满足假设1的Lyapunov函数；

定义为：


至此，权值更新律设计完成。
2.2.3  稳定性证明
在进行稳定性证明前，给出如下假设：











假设2 评价网络的理想权值与逼近误差偏导数的范数均有界，即存在大于0的常数使得，成立。考虑到有界，则式(16)中的评价网络残差项、、均有界，满足、、。
基于以上分析，可以得出如下定理：

定理1：针对系统(7)，当假设1、2成立时，设计微分博弈策略和评价网络的权值更新律分别为式(19)、式(21)所示，则闭环系统的状态和权值估计误差满足最终一致有界稳定。其中，权值误差定义为。
证明：选取Lyapunov函数：

		(22)

则关于时间求导可得：

[bookmark: ZEqnNum522462]		(23)
在继续证明之前，先做如下的处理：
式(20)和式(17)做差，可推得：

[bookmark: ZEqnNum329057]		(24)


根据和的定义，可得：

	(25)

则最终表示为：

		(26)
其中：



根据式(21)，考虑到，可得：

		(27)

其中：可整理为：

	(28)
综上所述，式(23)最终可整理为如下形式：

		(29)


定义，，可得：

[bookmark: ZEqnNum125796]	(30)

其中：，

；

，


；表示对应矩阵的最小特征值。


考虑到式(30)的取值和有关，下面根据的取值，分两种情况讨论：



情况1：。此时满足，则式(30)可改写为：

	(31)

此时，若下列不等式成立，则：

		(32)

情况2：。此时，在评价网络的学习过程中闭环信号不再有界，考虑如下的泰勒级数展开式：

		(33)


其中：为的高阶无穷小。

又有，此时，式(30)转换为：

[bookmark: ZEqnNum324416]		(34)
当假设1成立时，即

，则式(34)简化为：

		(35)

其中，，

。

因此，若要保证，必须满足下列不等式：

		(36)
或者：

		(37)

通过上述证明，可以保证权值更新误差是半全局一致最终有界的，定理1证毕。
3  仿真验证
为验证本文所提出的机动能力受限下基于自适应动态规划算法的博弈弹道优化方法的正确性和有效性，设置如下仿真场景，并将仿真结果与比例导引法、非机动能力受限下自适应动态规划算法（在策略设计时未考虑机动能力受限，仅在仿真中对加速度进行限幅处理）进行对比研究。由于在打击阶段不存在拦截导弹，故采用比例导引打击目标。
3.1  仿真条件
各仿真参数如下：







[bookmark: MTBlankEqn]突防阶段1控制能量权重、、；突防阶段2控制能量权重、；初始时间；拦截导弹1、拦截导弹2和弹道导弹的在弹道系方向上最大加速度分别取0m/s2、60m/s2。
仿真使用的神经网络为单隐层神经网络，突防阶段1输入层为12个状态量，隐含层中含有12个神经元；突防阶段2输入层为8个状态量，隐含层中含有8个神经元；神经网络相关参数设计如下：


突防阶段1：学习率，增益，设计参数




突防阶段2：学习率，增益，设计参数



需要注意的是，由于模型中状态量的各分量的量级差异较大，在使用激活函数之前需要进行归一化处理。
攻防双方的博弈初始条件如表1所示。
表1  攻防双方的博弈初始条件
Tab1  The initial condition of the game between attack and defense
	成员
	初始位置
/km
	初始速度
/(m/s)
	初始弹道偏角
/(°)

	弹道导弹
	(0, -5)
	1500
	0

	拦截导弹1
	(40,0)
	1800
	-172.87

	拦截导弹2
	(50,0)
	2200
	-172.29

	目标
	(75,0)
	20
	0


3.2  仿真结果
本节将在数值仿真中验证所设计的机动能力受限下自适应动态规划算法，并与比例导引法、非机动能力受限下自适应动态规划算法的仿真结果进行对比，仿真结果如图4-图7所示。为了充分体现出本文所提方法的突防有效性，还将设置两个策略组合，并通过数值打靶的方式计算弹道导弹的突防成功概率，仿真结果如图8、表2和表3所示。
由图4、图5可知，在本文提出的突防方法下，弹道导弹很好地完成了突防任务。具体来说，在面对拦截导弹1、2的攻击时，弹道导弹采取了适当的机动来躲避拦截导弹的进攻，从而实现成功突防。在成功躲避拦截导弹后，也完成了打击地面目标的任务；而在比例导引法下，弹道导弹并没有考虑逃逸机动，且拦截导弹的初始位置和初始速度更具优势，使得弹道导弹无法成功突防。
[image: ]
图4  机动能力受限下攻防双方在xoz平面的飞行轨迹
Fig4  Flight trajectories of attack and defense in xoz plane with limited maneuverability
[image: ]
图5  比例导引法下攻防双方在xoz平面的飞行轨迹
Fig5  Flight trajectories of attack and defense in xoz plane with proportional navigation method
从弹道导弹的加速度曲线（图6（a）、（b））可以看出，相较于非机动能力受限下自适应动态规划算法，在所设计的控制算法下，弹道导弹的控制输入始终处于机动能力受限范围内，这表明所设计的算法实现了对输入饱和现象的有效处理。
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	(a)机动能力受限下弹道导弹加速度曲线
(a)Acceleration curve of ballistic missile with limited maneuverability
	(b)非机动能力受限下弹道导弹加速度曲线
(b)Acceleration curve of ballistic missile with limited non-maneuverability


图6  弹道导弹加速度曲线
Fig6  Ballistic missile acceleration curve
从拦截导弹1、2的加速度曲线（图7（a）、（b）、（c）、（d））可以看出，相较于非机动能力受限下的自适应动态规划算法，在所设计的控制算法下，拦截导弹的控制输入也更小。
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	(a)机动能力受限下拦截导弹1加速度曲线
(a)Acceleration curve of interceptor missile 1 with limited maneuverability
	(b)非机动能力受限下拦截导弹1加速度曲线
(b)Acceleration curve of interceptor missile 1 with limited non-maneuverability
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	(c)机动能力受限下拦截导弹2加速度曲线
(c)Acceleration curve of interceptor missile 2 with limited maneuverability
	(d)非机动能力受限下拦截导弹2加速度曲线
(d)Acceleration curve of interceptor missile 2 with limited non-maneuverability


图7  拦截导弹1、2加速度曲线
Fig7  Intercept missile 1, 2 acceleration curve
如表2所示，在两枚拦截导弹均采用比例导引法的前提下，以弹道导弹采用比例导引法为基准（1号）策略组合，采用本文所提方法为待考察（2号）策略组合。通过调整弹道导弹的初始位置，设置110组数值打靶仿真工况。弹道导弹x方向初始位置的区间为从-20km到20km，步长为4km；z方向初始位置的区间为从-10km到10km，步长为2km，不包括0km。下图中，突防成功表示弹道导弹能够摆脱拦截导弹，并成功打中目标。反之，便是突防失败。
表2  策略组合
Fig2  strategy profile
	组合序号
	弹道导弹
	拦截导弹1
	拦截导弹2

	1
	比例导引
	比例导引
	比例导引

	2
	本文方法
	比例导引
	比例导引


从图8能够看出，在策略组合1下，弹道导弹的x方向初始位置距离拦截导弹越近，留给拦截导弹的反应距离越短，能够突防成功时的z方向初始位置区间就越大。而在策略组合2下，z方向初始距离绝对值过大，会突防失败，这是由于弹道导弹在拦截阶段进行躲避机动，导致在打击阶段时距离目标较远，无法打中目标。
	[image: ]
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	(a)策略组合1
(a) Strategy combination 1
	(b) 策略组合2
(b) Strategy combination 2


图8  不同策略组合下的数值打靶结果
Fig8  The numerical target shooting results under different strategy combinations
从表3能够看出，策略组合2相比策略组合1的突防成功概率提升了30%，这表明了本文所提方法能够有效地提升“一红突二蓝”场景下弹道导弹突防成功概率。
表3  不同策略组合下突防成功概率
Fig3  The probability of successful penetration under different strategy combinations
	组合序号
	突防成功工况数
	突防失败工况数
	突防成功概率/%

	1
	33
	77
	30

	2
	66
	44
	60


4  结论
[bookmark: _Hlk198916318]本文针对机动能力受限下微分博弈问题的数值求解研究，设计了考虑机动能力受限的性能指标函数以及微分博弈模型，设计了一种机动能力受限下的博弈策略，并引入自适应动态规划算法在线求解该问题得到微分博弈数值策略，所生成的博弈策略考虑到了机动能力受限问题并有效实现弹道导弹的突防和打击地面高价值目标的任务。仿真结果表明了所提出的“一红突二蓝”场景下考虑机动能力受限的微分博弈问题的自适应动态规划求解方法的有效性。
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