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摘  要：现有机器学习方法在求解混合整数线性规划(MILP)问题时，主要关注节点特征而忽略边特征，限制了模型提取完整约束信息的能力。为解决此局限，本文提出了一种基于Sinkhorn算法加速的边增强图神经网络求解框架。该框架通过将边特征融入注意力计算，有效融合节点与边的特征表示，以学习混合整数线性规划的潜在模式。此外，为克服传统方法在问题规模泛化性和超参数调优上的缺陷，本文设计了一种自适应反悔贪心算法，通过动态调整变量赋值策略提升解的可行性与质量。在组合拍卖和物品放置数据集上的实验结果表明，该框架在primal integral指标上相较于Gurobi和SCIP求解器分别提升了24.88%和5.86%，较现有最优的机器学习方法提升了17.19%。
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[bookmark: _Hlk214600243]GNN-guided approach to enhancing mixed-integer programming solvers
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Abstract: Existing machine learning methods addressing MILP(mixed-integer linear programming) problems primarily focus on node features while neglecting edge features, limiting their ability to extract complete constraint information. To address this limitation, this paper proposed an edge-enhanced graph neural networka novel solvingsolution framework based on Sinkhorn algorithm acceleration——sinkhorn-regularized edge attention with adaptive regret-based search procedure was proposed.named SHARP, based on an edge-enhanced graph neural network accelerated by the sinkhorn algorithm. This framework effectively fused node and edge representations by incorporating edge features into the attention mechanism to learn the underlying patterns of MILP. Furthermore, to overcome the shortcomings of traditional methods in problem scale generalization and hyperparameter tuning, an adaptive regret-greedy algorithm was designed to enhance solution feasibility and quality by dynamically adjusting variable assignment strategies. Experimental results on combinatorial auction and item placement datasets show that the proposed framework achieves performance improvements of 24.88% and 5.86% on the primal integral metric compared to the Gurobi and SCIP solvers, respectively, and a 17.19% improvement over the current state-of-the-art machine learning method.
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混合整数线性规划（mixed-integer linear programming, MILP）作为运筹学领域的重要方法，已在生产规划[1]、供应链调度[2]和资源分配[3-4]等实际中得到广泛应用并发挥重要价值。这类问题因其同时包含连续变量和整数变量的特性，被证明是一类NP-hard难求解问题。传统求解方法如分支定界[5]和割平面算法[6]虽然取得了显著成功，并以此成为商业求解器（如Gurobi、CPLEX）的核心算法，但其固有的迭代求解范式存在并行计算不足的缺陷，导致这些求解器在面对工业级大规模问题时，现有方法难以充分利用计算资源，求解效率与实效性需求之间存在显著鸿沟。
近年来，基于机器学习（machine learning，ML）的MILP求解范式取得显著进展[7-8]。这种数据驱动的求解范式通过深度挖掘历史求解数据中的潜在规律来构建更快速的求解器架构。当前，利用ML求解MILP的研究主要沿着两个方向推进：一是将机器学习组件融入传统精确求解算法，特别是分支定界（branch-and-bound, B&B）框架。在这一方向上，研究者利用ML模型替代或增强求解器中的关键启发式决策环节，以更智能地引导搜索过程，研究热点包括学习分支变量选择策略[9-10]、节点选择策略[11-12]以及割平面选择[13-14]等。二是直接利用神经网络预测解，以实现近似求解。本文主要关注ML在近似求解领域中的应用。
在近似求解领域，Vinod Nair [15]开创性地将MILP建模为二部图并转化为预测任务，但其简单的图模型和直接预测范式也暴露了表示能力不足与预测准确率有限两大核心挑战。为应对这些挑战，后续研究主要沿着两条路径展开：其一，通过改进学习范式与网络架构来增强模型表示能力。这类方法或探索全新的生成模型（如Diffusion[16]）以直接构造解；或通过对比学习[17]等学习方式来挖掘数据中的深层结构信息；或致力于增强核心组件，如Sinkformers[18]利用Sinkhorn算法构建了更鲁棒的双随机注意力机制，为设计更强大的图表示学习模块提供了重要启发。其二，设计精巧的后搜索（Post-Searching）策略来提升预测准确率。这类方法通过修正神经网络的初始预测来提升最终解的质量，典型策略包括基于置信度阈值的变量固定[19]和基于信赖域的局部搜索[20]。
然而，尽管上述方法取得了显著进展，但一个关键瓶颈依然存在：首先，现有神经网络架构大多仍未能充分利用MILP二部图中至关重要的约束系数（即边特征）；其次，现有方法结合的后搜索算法普遍缺乏对不同问题实例的自适应能力，泛化性不足且依赖繁琐调参。因此，一个能同时解决图表示瓶颈和搜索策略刚性的集成框架亟待研究。
[bookmark: _Hlk216379589]为了应对上述挑战，本文提出了一种基于Sinkhorn归一化的边注意力神经网络与自适应反悔贪心的搜索框架（sinkhorn-regularized edge attention with adaptive regret-based search procedure，SHARP）。该框架由两个核心创新构成：针对神经网络信息提取能力不足的问题，本文设计了基于 Sinkhorn 归一化的边增强注意力网络(sinkhorn-normalized edge enhanced graph attention network，SKEGAT），网络首次将边增强图注意力机制（edge aggregated graph attention network, EGAT）[21]与 Sinkhorn 归一化算法[22]相结合，专门用于处理 MILP 问题的二部图表征。通过实现多粒度的特征提取和保障训练过程的稳定性，SKEGAT 能够显著增强模型对 MILP 复杂结构的表征能力。为了提升最终解的质量，本文提出了一种自适应反悔贪心搜索算法，通过动态调整变量赋值策略，在保证求解效率的同时显著提升解的可行性和质量。该策略不仅在求解效率上表现出色，更在解的最终质量上实现了显著提升。此外，这种自适应机制能够敏锐捕捉不同问题实例的结构化差异，从而赋予了整个框架强大的泛化性能。
1  前置知识
[bookmark: _Toc165758999][bookmark: _Toc168060436]1.1  混合整数线性规划问题

混合整数线性规划问题[23]是一类组合优化问题。在这些问题中，部分或全部变量被限制为整数值。从形式上而言，一个混合整数线性规划问题可以定义如 (1) 的形式：

[bookmark: MTBlankEqn][bookmark: ZEqnNum417275]		(1)









其中，表示优化目标；决策变量向量由个二进制变量与个连续变量组成；是目标系数向量；和则分别定义了个线性约束的系数矩阵与右侧边界。一个解如果满足所有约束条件，则称其为可行解。根据Nair等学者介绍的理论，任何包含一般整数变量的混合整数线性规划问题都均可等价转化为此形式。鉴于其代表性，本文将重点围绕该模型进行讨论。
[bookmark: _Toc168060438][bookmark: _Toc165759001]1.1.1  混合整数线性规划问题的二部图表示




Gasse等人最早提出了将MILP表示为二部图的方法[9]，如图1所示。该方法的核心思想是将决策变量与约束条件分别映射为二部图的两个顶点集：一个是由个决策变量构成的“变量节点”集，另一个则是由个线性约束组成的“约束节点”集。这两个顶点集构成了二部图的两个互斥部分。图中的边用于表达变量与约束的关联：当且仅当变量出现在约束条件中时，代表二者的节点之间才会建立一条带权边，其权重被设定为该变量在约束中的系数值。这种基于图结构的建模方式，不仅完整地保留了MILP的数学特性，还通过其拓扑关系直观地展现了变量和约束之间的内在联系。
[image: ]
图1  混合整数线性规划问题的二部图表示
Fig.1  The bipartite graph representation of MILPs

[bookmark: _Toc168060439][bookmark: _Toc165759002][bookmark: _Ref166015345]1.2  图卷积网络
[bookmark: _Ref165737962][bookmark: _Ref165755323]在混合整数线性规划中，图卷积网络（graph convolutional network，GCN）通常用于模型学习和二部图表示后的邻域聚合[9]。图卷积网络可以被形式化表示成如 (2) 的形式：

[bookmark: ZEqnNum234383]	 	(2)















其中，表示二部图中的边集。表示节点在第层的隐藏状态。函数将第层的邻居的隐藏状态结合起来以获得聚合信息，而函数则将当前节点的隐藏状态与其邻居的聚合信息结合起来。对于二部图表示，使用具有两个交错半卷积层的图神经网络可以获得更好的性能。形式上，表示个变量节点的集合，表示个约束节点的集合，和均为多层感知机，层半卷积图神经网络可以写成如 (3) 的形式：

[bookmark: ZEqnNum646923](3)
[bookmark: _Ref165049573][bookmark: _Toc165759003][bookmark: _Toc168060440][bookmark: _Ref165049583]1.3  边增强图注意力网络
为解决现有图神经网络，如图卷积网络（graph convolutional networks, GCN[24]）和图注意力网络（graph attention network，GAT[25]）普遍忽略边特征信息的问题，本文采用边增强图注意力网络（edge-enhanced graph attention network, EGAT）进行消息聚合[21]。EGAT建立在GAT之上，其核心在于将边的特征融入注意力机制中，从而更精确地捕捉节点间的复杂关系。
EGAT的实现依赖于两个关键组件：边特征的双随机归一化与边增强注意力层。


为了在聚合信息时稳定训练过程，EGAT首先对原始的边特征进行双随机归一化（doubly stochastic normalization, DSN）。假设图的原始边特征为，归一化后的特征通过以下公式计算：

[bookmark: ZEqnNum212125]		(4)

经过该归一化操作后，得到的边特征矩阵 成为了一个双随机矩阵(Doubly Stochastic Matrix, DSM)。根据定义，双随机矩阵是行和与列和均为1的非负方阵，即满足以下性质：

[bookmark: ZEqnNum305464]		(5)


[bookmark: OLE_LINK1]双随机矩阵在图论中具有优良的代数特性，如对称性（）、半正定性（）且其最大特征值为1。与传统GAT采用的行归一化（softmax）相比，双随机归一化可以有效防止边特征矩阵的谱在训练中发生爆炸或消失，从而显著提升了模型的训练稳定性。


EGAT层的核心是其新颖的注意力机制。对于第层EGAT而言，其更新后的特征向量的数学形式描述如下：

[bookmark: ZEqnNum323439]	 	(6)




其中，是一个可学习的线性变换矩阵；是非线性激活函数（如ReLU）；而则是关键的边增强注意力系数。该注意力系数的计算方式如下：

[bookmark: ZEqnNum672959]		(7)



其中，表示张量拼接操作；DSN是 (4) 中定义的双重随机归一化算子；是LeakyReLU激活函数；与 (6) 中的映射相同。通过这种方式，EGAT不仅考虑了节点自身的信息，还显式地将边的特征纳入了注意力权重的计算中，从而实现了对图结构信息更全面的利用。
1.4  Sinkhorn 算法

Sinkhorn算法常被用作计算双随机矩阵（Doubly Stochastic Matrix），即行和列的和都为的非负方阵。Sinkhorn算法在机器学习、计算机视觉、自然语言处理等领域都发挥着重要作用，常用于图匹配[26]、图像配准[18]、最优传输问题[27]中。
Sinkhorn算法具体流程如算法1所示。

算法1  Sinkhorn算法
Alg.1  Sinkhorn Algorithm
	

输入：大小为的矩阵

输出：经过双随机化处理的矩阵 

	



for  to do

   

   
end for 

return 









其中， 表示逐元素除法； 表示矩阵乘法； 表示迭代次数； 表示长度为  的单位向量；表示第  次迭代后得到的双随机矩阵。
2  方法框架
在这一章中，本文提出一种基于边增强图注意力网络与混合整数规划求解器的求解框架SHARP。这一框架主要分为基于 Sinkhorn 归一化的边增强注意力网络、概率分布学习、基于置信阈值的反悔贪心搜索方法三个部分，如图 2 所示。
2.1  基于 Sinkhorn 归一化的边增强注意力网络（SKEGAT）





在标准的边增强图注意力网络中，其核心组件“双随机边归一化”在处理二部图时面临理论局限。具体而言，该归一化操作（如公式4所示）要求输入一个两个维度长度一致的边特征矩阵。然而，一个包含个左节点和个右节点的二部图，其天然的边特征矩阵大小为，这导致无法直接应用该归一化方法。一种看似直接的解决方案是将这个的边矩阵扩展为一个的对称方阵，通过零填充来补全缺失的边。然而，这种“暴力”扩展的方案会带来难以接受的计算与存储代价，成为模型应用于大规模问题的瓶颈。


为了解决上述问题，本文针对 MILP 的二部图结构提出一个基于 Sinkhorn 归一化的边增强注意力网络 SKEGAT。该网络创新地引入Sinkhorn算法，直接在原始的二部图边矩阵上实现双随机归一化，从而避免了矩阵扩展带来的高昂开销。此外，受Ye等人的启发[28]，本文构建了一种多层半卷积结构，以更高效地提取和利用图的边信息。形式上，令代表二部图中的边特征矩阵，一个包含多层半卷积结构的层SKEGAT网络可以表示为：

[bookmark: ZEqnNum201065]	(8)













其中，和分别表示第层中约束节点和变量节点的隐藏状态向量；表示层中连接变量节点和约束节点的边的注意力系数；代表第层的边特征矩阵，由当前层的注意力系数更新得到；是非线性激活函数；是将节点特征从输入空间映射到输出空间的变换，一般常用的是线性变换；W是线性变换矩阵；函数内部执行Sinkhorn算法。
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图2  SHARP 整体框架
Fig.2  The overall framework of SHARP


为了定量地证明SKEGAT模型在计算效率上的优越性，本文将其与前述的传统扩展方案进行严格的时间与空间复杂度比较。


[bookmark: OLE_LINK8][bookmark: OLE_LINK5]在时间复杂度方面，传统扩展方案需要处理一个大小为  的扩展方阵。在该方阵上执行标准的双随机归一化操作，其计算量通常与矩阵维度的立方成正比，复杂度高达 ，这对于大规模图而言是不可接受的。







[bookmark: OLE_LINK9][bookmark: OLE_LINK10][bookmark: OLE_LINK14][bookmark: OLE_LINK11]相比之下，SKEGAT规避了这一计算瓶颈。它所采用的Sinkhorn算法直接在原始的 矩阵上操作。Sinkhorn算法通过交替迭代地对矩阵的行和列进行归一化来逼近双随机矩阵。对于一个  的矩阵，一次完整的迭代（包含一次列归一化和一次行归一化）所需的操作数与矩阵元素总数成正比，即 。由于该算法通常在固定的、较小的迭代次数  内即可收敛因此Sinkhorn归一化的总时间复杂度为 。考虑到网络中其他操作（如特征变换与聚合）的复杂度不超过此范畴，整个SKEGAT层的核心时间复杂度即为。这相较于传统方案的 ，实现了一个从立方级别到平方级别的跨越。




[bookmark: OLE_LINK12][bookmark: OLE_LINK13]在空间复杂度方面，传统方案需要显式地构建并存储整个  的扩展矩阵，导致其空间复杂度为 。这其中包含了大量由零填充而产生的  的非必要存储开销。而SKEGAT的主要内存开销仅为存储原始的边特征矩阵，其空间复杂度为 ，完全避免了因矩阵扩展而产生的额外内存负担。

[bookmark: OLE_LINK4]该方法与EGAT的本质差异在于其归一化机制的选择。EGAT原生的双随机归一化专为通用图（方阵）设计，若强制应用于MILP二部图，则需进行代价高昂的矩阵扩展，导致时间复杂度剧增至 。相比之下，SKEGAT创新性地引入Sinkhorn算法，该算法能够直接在原始的 N×M 非方阵上高效迭代，以  的复杂度逼近双随机性。这一设计不仅从根本上避免了矩阵扩展带来的计算瓶颈，也构成了SKEGAT在处理大规模MILP二部图时的核心理论优势。

2.2  概率分布学习


在通过SKEGAT网络提取图特征后，将其输入一个概率分布学习模型，旨在为每个实例学习其解空间的条件概率分布。设计该模型遵循一个核心原则：一个解越接近最优解，其条件概率应该越高。受到Nair等人的启发[15]，通过能量函数来构建此条件分布。对于一个解，其条件概率可通过下式计算：

[bookmark: ZEqnNum212930]	(9)




此公式确保了不可行解的概率为零，而最优解拥有最大的概率。模型的训练目标是让神经网络预测的分布逼近上述理论分布。本文使用Kullback-Leibler (KL)散度来衡量这两个分布之间的距离，因此，对于收集到的数据集，令表示实例的可行解集，监督学习的损失函数定义为：

[bookmark: ZEqnNum727219]	(10)


其中，表示神经网络的预测值，表示神经网络可学习参数。
2.3  基于置信阈值的反悔贪心搜索方法
为缓解求解器在处理MILP问题时面临的指数级时间复杂度瓶颈，一种有效的思路是利用神经网络学习到的变量边际概率，预先固定部分变量的取值，从而显著缩小问题的搜索空间。








[bookmark: _Hlk164975132]理论上，如果变量在最优解中取值为1，其预测的边际概率将趋近于1；反之则趋近于0。基于此，本文设计了一种基于置信度阈值的贪心降维策略：引入置信阈值，对于变量，设  为神经网络输出的变量为1. 的概率，当时，将其固定为0；同理，当时，将其固定为1。设固定的变量下标集合为，于是有部分解，定义这一过程为固定变量，形式化表示为：

[bookmark: ZEqnNum890486]		(11)
由此，原MILP问题被简化为一个规模更小的子问题：

[bookmark: ZEqnNum733729](12)


其中，表示新解的中被固定变量的取值，必须与初始固定解保持一致。





然而，这种朴素的贪心策略存在一个本质缺陷：一旦出现变量固定错误（即与最优解中的值不同），就可能导致求得次优解，甚至破坏解的可行性。现有研究虽然提出了基于信赖域的搜索方法来缓解此问题，但该方法对超参数的依赖性强，缺乏在不同问题分布上的泛化能力。具体而言，传统的信赖域方法通常通过一个L1范数约束（即）来定义一个以贪心解  为中心的几何邻域。这里的  是一个固定的、绝对值超参数，代表允许偏离的变量个数上限。这种设计导致其泛化能力受限：对于不同规模的问题实例，一个固定的  值可能过于宽松或过于严苛，需要大量繁琐的手动调参，难以自适应。


为克服这一局限，本文在上述贪心策略的基础上，受Yoon等人的启发，引入了一种自适应反悔机制，从而构建了基于置信阈值的自适应反悔贪心搜索方法。该方法与传统信赖域方法的本质区别在于，它用一个“组合约束”代替了“几何约束”，并通过“比例系数”克服了“绝对值超参数”带来的泛化难题。该方法在传统贪心策略中引入灵活调整机制，建立反悔决策功能，允许在变量固定过程中对部分次优选择进行修正。在实践上，引入容错参数，允许一定比例的变量值与最优解存在差异，即允许在固定变量的过程中有的变量的固定值与最优解中的对应值不同。基于此改进，原混合整数线性规划问题可转化为如 (13) 表达式：

[bookmark: ZEqnNum117886](13)






其中，，表示与初始固定解相比，新解中最多允许个变量的取值发生变化。显然，该松弛策略具有以下双重特性：首先，由于，新的约束是对原问题的松弛，搜索空间得以扩大。因此，改进后模型的理论最优目标值将恒定小于或等于原问题的最优目标值。其次，也是最关键的，允许反悔的变量数量  不再是一个固定的绝对值，而是与当前问题被固定的变量规模  成正比。这使得反悔机制能够根据问题实例的规模动态调整其搜索范围，赋予了整个框架强大的问题规模泛化能力，从而避免了传统信赖域方法对超参数的过度依赖。

之后，将变换后的混合整数线性规划实例作为混合整数线性规划求解器的输入进行求解，即可得到高质量的可行解。
3  实验分析
3.1  实验设置
3.1.1  数据集
本文的实验评估基于两个具有代表性的混合整数线性规划（MILP）问题基准，分别对应一个程序化生成的数据集和一个大型开源数据集。
第一个基准是组合拍卖 (Combinatorial Auction) 问题。我们遵循Gasse等人提出的方法，依据Leyton-Brown等人描述的任意关系程序（arbitrary relationships procedure）进行实例生成。具体而言，本文生成了规模为300个商品和1500次出价的实例。本文为此问题构建了一个包含150个独立实例的完整数据集，并将其划分为100个训练实例和50个测试实例。
第二个基准是物品放置 (Item Placement) 问题，其源自NeurIPS ML4CO 2021竞赛提供的大型开源数据集，共包含10,000个实例。然而，由于获取该问题高质量标签（即最优解）的计算成本极为高昂——使用Gurobi求解器为单个实例获取最优解需耗时约3600秒（1小时）求解器时间——因此对全量数据进行处理在当前研究阶段不具备可行性。基于计算资源的考量，本文从10,000个原始实例中随机采样了150个实例，同样划分为100个用于训练和50个用于测试。这一策略是在保证实验可行性与验证算法有效性之间取得的审慎平衡。
之所以选择这两个基准，是因为它们不仅对最先进的求解器构成了挑战，同时也代表了工业界常见的MILP问题类型。此外，它们在相关研究中被广泛使用，从而为我们的方法提供了可靠的性能比较基准。为清晰展示最终用于本研究的两个数据集的特征，其具体规模总结于表1。

表 1  标准数据集的最大问题规模
Tab.1  Maximum problem size of the datasets
	数据集
	约束
数量
	变量
数量
	二进制变
量数量

	组合拍卖问题
	6396
	1500
	1500

	物品放置问题
	195
	1083
	1050



3.1.2  评价指标



本文使用primal gap、survival rate以及primal integral作为评价指标。对于primal gap而言，t时刻的primal gap 是正在评估的算法在t时刻实现的优化目标值与预先计算的已知最佳目标值之间的相对差值[29]。形式化而言，其可以被表述为如 (14) 形式：

[bookmark: ZEqnNum215665]	(14)









对于survival rate而言，t时的survival rate是指在t时刻primal gap低于指定primal gap阈值的实例在所有实例中所占的比例[30]。形式化而言，设有个测试实例，记第个实例在时刻的 primal gap 为，阈值为。则在时刻的survival rate 定义为满足的实例数占总实例数的比例，即：

	 	(15)

对于primal integral而言，t时的primal integral是指在t时刻primal gap在上的积分，它反映了找到解的质量和速度。该目标衡量的是求解器求解过程中primal gap曲线下的面积，相当于从求解开始到t时刻找到的最佳可行解的primal gap在时间上的积分。形式化而言，可以被表述为 (16) 形式[31]：

[bookmark: ZEqnNum861939]	(16)






[bookmark: OLE_LINK17]其中， 表示在时间  时刻的原始可行解与最优解之间的 primal gap； 和  分别表示相邻的两个时间记录点， 表示在前一时刻  的解的 primal gap 值，用于近似积分计算。该指标反映了解的质量与收敛速度的综合表现，PI 值越小，说明求解器能够在较短时间内获得更优质量的解。

3.1.3  参数设置
使用Gurobi 11.0.0作为训练数据收集的后端混合整数线性规划求解器。在训练时，对于每个标准数据集分别采样100个实例，作为Gurobi求解器的输入进行求解，并设置单个实例求解时间限制为3600秒，使用32个线程。在训练过程中，随机取80个实例组成训练集，剩余20个实例组成验证集。
在测试中，对每个标准数据集，分别采样50个实例，将SHARP框架和参照方法用primal gap和survival rate两个指标进行评估，并设置单个实例求解时间限制为1000秒，仅使用单一线程。使用Gurobi和SCIP[32]求解器作为SHARP框架的混合整数线性规划求解器。在测试中调整求解器的参数，使得所有求解器都更关注于得到更优的Primal解，并且对所有方法保持求解器参数一致。本文使用的SHARP具体参数如表 2 所示。对于 Predict-and-Search 框架，基本沿用 Han 的实验设置，如表 3 所示。

[bookmark: _Ref166509439]表 2  SHARP 框架具体参数
Tab.2  Specific parameters of the SHARP
	数据集
	

	


	组合拍卖问题
	0.95
	0.05

	物品放置问题
	0.92
	0.02


[bookmark: _Ref166509456]
表 3  Predict-and-Search 框架具体参数
Tab.3  Specific Parameters of the Predict-and-Search
	数据集
	
	
	

	组合拍卖问题
	400
	0
	10

	物品放置问题
	400
	5
	1



[bookmark: _Toc168060464][bookmark: _Toc165759022]3.2  实验结果与分析
本节旨在对所提出的SHARP框架的有效性和先进性进行全面的实验评估。本文将SHARP框架与基准求解器（Gurobi、SCIP）、主流的Predict-and-Search (PaS)策略，以及当前先进的ConPaS方法进行多维度对比。所有实验均在组合拍卖（Combinatorial Auction）和物品放置（Item Placement）两个标准数据集上展开，并采用primal gap、survival rate和primal integral等核心指标，从解的质量、求解效率和综合性能三个维度进行系统性分析。
3.2.1  primal gap 指标上的实验结果与分析
如下图3展示了求解过程中平均primal gap随时间增长的变化情况。在组合拍卖数据集（a）和物品放置数据集（b）中，SHARP方法（图中SHARP+Gurobi和SHARP+SCIP）的曲线始终处于最低位置，表明其显著优于其他方法。尤其在求解中后期，SHARP的primal gap下降速度更快且收敛值更低。相比之下，Predict-and-Search策略（PaS+Gurobi/SCIP）虽能提升基础求解器的性能，但其效果仍逊于SHARP。
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（a）组合拍卖数据集	Comment by WPS_1614925996: 请问这个a图曲线横坐标取值超过160了吗？如有，请补值。
（a）Combinatorial auction datasets
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（b）物品放置数据集
（b）Item placement datasets
图3  不同方法求解过程中的平均 primal gap 
随时间变化曲线
Fig.3  The curves of the average primal gap over time during the solving processes of different methods
3.2.2  survival rate 指标上的实验结果与分析
图4展示了不同求解方法在组合拍卖和物品放置两类数据集上的 survival rate 随时间变化的趋势。从组合拍卖数据集的结果可以看出，Gurobi和SCIP作为基础求解器，其生存率随时间的增长呈现不同的特性。Gurobi在初期时间段的生存率提升较为显著，可能与其对大规模优化问题的高效求解能力有关，而SCIP的表现相对平缓，但结合PaS或SHARP策略后，两者的生存率曲线均呈现更陡峭的上升趋势。特别是SHARP+Gurobi的组合在中期时间段展现出较高的 survival rate，有效突破了Gurobi在复杂约束问题中的计算瓶颈。SHARP+SCIP的后期表现则趋于稳定，说明该策略可能通过优化搜索空间提升了SCIP的收敛效率。
在物品放置数据集中，各求解器的 survival rate 指标变化与组合拍卖数据集存在明显差异。SCIP作为开源求解器，其基础性能与Gurobi的差距增大，这可能与物品放置问题的结构特性相关，例如稀疏约束或低维度变量更适合Gurobi的启发式算法。两类数据集的对比表明，求解器的性能优劣并非绝对，PaS和SHARP等策略的增益效果因问题类型而异，需结合实际场景需求进行权衡。
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（a）组合拍卖数据集	Comment by WPS_1614925996: 曲线超过了横坐标的取值范围，请补值。
（a）Combinatorial auction datasets
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（b）物品放置数据集
（b）Item placement datasets

图4  不同方法求解过程中的平均survival rate
随时间变化曲线
Fig.4  The curves of the average survival rate over time during the solving processes of different methods
3.2.3  primal integral 指标上的实验结果与分析
为了从整体上量化并验证不同方法在整个求解时间内的综合性能，本文引入了 primal integral 指标。该指标通过计算 primal gap 曲线与时间轴所围成的面积，全面评估了算法在求解全程中寻找并维持高质量解的综合能力。一个更低的 primal integral 值，代表着求解器能够在整个运行时间内持续保持较小的 primal gap，即其综合表现更优。表4展示了各方法在该指标下的详细实验结果。
综合来看，primal integral 指标的定量结果为前文的图表分析提供了坚实的数据支撑。实验表明，SHARP 策略不仅能在求解的特定阶段降低 primal gap（如图3所示），更能从求解过程的整体性上带来显著的性能增益。尤其是在与高性能求解器 Gurobi 结合时，SHARP 能够稳定且大幅地提升其求解效率和解的质量。

表 4  primal integral 指标下的实验结果
Tab.4  Experimental results under the primal integral 
metric 
	标准数据集 \ 方法	Comment by WPS_1614925996: 第一行第一列是概括第一列单元格内容的栏目，编辑删除了中间的横线，请确认内容。	Comment by WPS_1614925996: 又加回了横线，还加了/方法，没看懂这个表的横纵表头表示什么了。
	组合拍卖问题
	物品放置问题

	求解器
	SCIP
	Gurobi
	SCIP
	Gurobi

	仅使用求解器
	1.11
	0.33
	432.43
	80.59

	PaS
	1.16
	0.34
	397.62
	124.09

	SHARP
	1.02
	0.30
	398.82
	60.45


3.2.4  消融实验结果与分析
为深入剖析本文所提出的SHARP框架中各关键组件的核心作用，本文进行了一系列实验。本文首先通过消融实验来验证SKEGAT模块的性能优势，随后通过参数敏感性分析来探究置信阈值、反悔系数等超参数对模型性能的影响。
为准确定量评估SKEGAT模块在整个求解框架中的贡献，本文设计了如下消融实验。实验以集成了SKEGAT的完整模型（后文称 SHARP+SKEGAT）作为基准。作为对照，我们将其中的神经网络模块分别替换为两种主流的图神经网络：图卷积网络（graph convolutional network, GCN）和图注意力网络（graph attention network, GAT），由此构建了SHARP+GCN和SHARP+GAT两个变体模型。为确保比较的公平性，所有实验均在完全相同的软硬件环境下进行。
实验结果如图5所示，该图记录了不同模型在求解过程中平均primal gap随时间演化的曲线。从图中可以清晰地观察到，本文提出的完整模型 SHARP+SKEGAT 在整个求解周期内，其primal gap始终显著低于所有对比方法，展现出最优的求解效率与求解质量。与之形成鲜明对比的是，当核心模块被替换为GAT或GCN后，模型的primal gap均出现了显著上升。这一结果充分表明，SKEGAT 模块在提升 SHARP 框架整体性能方面发挥了关键作用。
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图5  不同图神经网络求解过程中的平均 primal gap 	Comment by WPS_1614925996: 曲线超过了横坐标的取值范围，请补值。
	Comment by Joky Deng: 编辑老师您好，这个部分由于指标特性已经可以说明优越性，补植会影响实验结果的可读性。
随时间变化曲线（低为优）
Fig.5  The curves of the average primal gap over time during the solving processes of different graph neural networks (the lower, the better)

为了深入探究SHARP框架的参数敏感性，本文针对置信阈值及反悔系数两个参数对实验结果的影响进行了分析。本文采用 primal integral 指标作为核心评估指标，并采用 SCIP 作为后置求解器。在该指标下，数值越低代表模型性能越优。实验结果如表 5 和表 6 所示。



如表5所示，置信阈值的取值对SHARP框架的性能有显著影响。从表中数据可以看出，primal integral指标随置信阈值的变化呈现出显著的“U型”趋势。当  从0.90提升至0.95时，模型性能随之优化，primal integral指标从6.79降至1.05。这表明适度提高置信门槛有助于过滤不确定性较高的变量，从而提升决策质量。然而，当阈值继续增至0.99时，性能发生恶化，指标升至2.31。这说明过于严苛的置信阈值会导致固定的变量数量不足，反而使得剩余的解空间过于庞大，从而增加了求解的复杂度。
表 5  不同置信阈值对模型性能的影响 
Tab.5  Effect of different confidence thresholds on model performance 
	
置信阈值 
	primal integral

	0.90
	6.79

	0.92
	3.61

	0.95
	1.05

	0.97
	1.56

	0.99
	2.31




同样地，反悔系数  的敏感性分析也揭示了类似的规律。如表 6 所示，当该系数从0.02增至0.05时，模型性能达到最优状态。此现象证明，一个恰当的反悔系数允许算法在搜索过程中，基于已有的高质量解，策略性地调整部分已固定的变量，从而在探索与利用之间取得平衡，最终引导至更优解。然而，若反悔系数过大（例如增至0.10），算法的探索行为将过于激进，导致解空间剧烈地变化，增大了求解的不稳定性与难度，最终导致性能下降。

表 6  不同反悔系数对模型性能的影响 
Tab.6  Effect of different regret coefficients on model performance
	
反悔系数 
	primal integral

	0.02
	5.38

	0.05
	1.05

	0.08
	2.91

	0.10
	3.31



3.2.5  与现有先进方法的实验对比与分析
为进一步验证 SHARP 方法的性能优势，本文将其与先进的 Predict-and-search 方法 ConPaS[17] 进行了性能对比。ConPaS 方法由 Sun 等人提出，该方法在 Han 等人的工作基础上，创新性地引入了对比学习训练机制。由于原作者未提供开源实现，本文依据其论文描述对 ConPaS 进行了复现。在复现过程中，本文采用不可行解作为其对比学习的负样本，并设定超参数 。
本文在标准组合拍卖问题数据集上对两种方法进行了评估。图 6 展示了 SHARP 与复现的 ConPaS 在求解过程中平均 primal gap 的变化曲线。从图中可以清晰地观察到，在求解前期，SHARP 方法的 primal gap 曲线快速下降，低于 ConPaS，这表明 SHARP 能在更短的时间内获得高质量的解。尽管在求解后期，SHARP 的收敛速度略缓于 ConPaS，但最终仍能在相近的时间内收敛至最优解。
为了进行更全面的量化比较，本文引入了 primal integral 指标，该指标综合评估了求解过程的整体效率。如表 7 所示，在 Gurobi 单独求解的基础上，ConPaS 的引入将 primal integral 从 0.33 降至 0.31，而 SHARP 则进一步将其降低到 0.30。
实验结果表明，SHARP 方法在求解效率上相较于先进的 ConPaS 方法具有明显优势。具体而言，SHARP 不仅能在求解初期更快地获得高质量解，其综合求解效率（以 primal integral 衡量）也超越了 ConPaS 和基准求解器 Gurobi。这充分证明了 SHARP 方法在加速组合优化问题求解方面的有效性和先进性。

[image: ]
[image: ]
图6  SHARP 与 ConPaS 方法在求解过程中的平均 primal gap 对比曲线	Comment by WPS_1614925996: 曲线超过了横坐标的取值范围，请补值。
Fig.6  Comparison of average Primal Gap curves for SHARP and ConPaS during the solving process 

表 7  不同方法在 primal integral 指标上的性能对比
Tab.7  Performance comparison of different methods on the primal integral 
	标准数据集
	primal integral

	Gurobi
	0.33

	ConPaS+Gurobi
	0.31

	SHARP+Gurobi
	0.30


4  结论
为应对大规模混合整数线性规划（MILP）的求解挑战，本文提出了SHARP框架。该框架通过两大核心创新系统性地提升了求解性能：一是融合边增强图注意力网络（EGAT）与Sinkhorn归一化，以深度挖掘约束信息，增强问题表征能力；二是设计自适应反悔贪心搜索算法，通过引入动态修正机制，显著提升了解的质量与泛化性。
实验结果有力证明了SHARP的优越性，其在多个标准数据集上的性能相较于Gurobi等传统求解器及现有最优机器学习方法，分别实现了高达24.88%和17.19%的提升。尽管 SHARP 在公开基准测试中表现优异，但其在处理大规模、多样化的工业应用时仍面临泛化能力的挑战，主要体现在对复杂数据类型和场景的适应性不足。
未来的工作将致力于两个核心方向：一方面，通过模型轻量化与参数自适应优化，降低框架对计算资源的依赖；另一方面，也是更关键的，将 SHARP 框架拓展至供应链优化、生产调度等更为复杂的大规模真实工业场景中，旨在检验并拓宽其在现实世界问题中的应用边界与价值。
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